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Madame  veuve  Despejrma,  propriétaire  des  Œuvres  posthumes  de  son  Duri, 
et  M.  A.  Hermann,  éditeur,  se  réservent  le  droit  de  traduire  ou  de  taire  traduire 
cet  Ouvrage  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront  en  vertu  des  Lois,  Décrets  et 
Traites  internationaux,  toutea  contrefafons  ou  toutes  traductions  faites  au  mépris 
de  leurs  droits. 

Le  dépât  légal  de  cet  Ouvrage  (tome  H)  a  été  fait  i  Paris  dans  le  courant  du 
mois  d'octobre  1885,  et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont 
remplies  dans  les  divers  États  avec  lesquels  la  France  a  conclu  des  conventions 
littéraires. 


Tout  exemplaire  de  cet  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci-dessous,  la  griffe 
de  l'Éditeur  sera  réputé  contrefait.  Les  mesures  nécessaires  seront  prises  pour 
atteindre,  coDformément  à  la  loi,  les  fabricants  et  débitants  de  ces  exemplaires. 
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CHAPITRE  XI 

ATTIIACTIOH. 

89.  Quand  on  veut  expliquer  les  phénomènes  de  notre 
systcnie  planétaii-e,  en  partant  des  lois  de  la  gravitation 
universelle,  la  première  question  que  l'on  rencontre  est 
celle  de  l'attraction  d'un  coips  céleste  tout  entier  sur  un 
point  matériel,  en  tenant  compte  de  l'attraction  de  toutes 
les  molécules  qui  composent  ce  corps.  Le  Soleil  et  les 
l)latiètes  étant  à  pou  près  sphéri([ues,  nous  sommes  conduits 
ù  nous  occii|)er  d'abord  de  l'attraction  d'une  sphère  sui-  un 
point  maténel.  Nous  avons  d'ailleurs  tout  lieu  de  penser 
que  si  les  corps  célestes  ne  sont  pas  homoffènes,  ils  sont 
formés  de  couclies  concentriques  liomog<jues;  nous  allons 

DESPEvnatia.  —  tfecatii?^.  U.  1 
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considérer  une  de  ces  couches  et  résoudre  le  problème 
suivant  : 

Calculer  l'attraction  d'une  couche  sphérique  homogène 
très  mince  sur  un  point  extérieur. 

Soient  r  et  r  +  dr  les  rayons  des  deux  splièrea  qui 
limitent  la  couche,  p  la  densité  constante  de  cette  couche. 

Soient  A  le  point  attiré,'  M  un  point  quelconque  de  la 
couclie,  0  l'unyle  MOA,  i  l'angle  que  fait  le  plan  MUA  avec 
un  plan  fixe  mené  par  OA.  Si  nous  prenons  pour  élément 
de  volume  le  parallélipipède  dont  les  côtés  sont 

dr,      rd6,      rsin  6  d^t, 

l'élément  de  volume   de  la 
couche  sera  : 

dv  =  r'  rfrsin  0  rfO  rf(|* 

et    l'attraction    dirigée    sui- 
vant MA  sera  : 
.  '    n/'p  rfrsiii  0  rf6  d^ 


Fiq.174  ** 

1*  désignant  la  masse ,  du 
point  A,  f  l'attraction  de  deux  unités  de  masse  placées  à 
l'unité  de  distance  et  u  la  distance  JIA. 

Nous  décomposerons  l'attraction  on  deux  forces  dirigées 
l'une  suivant  AO,  l'autre  suivant  une  perpendiculaire  à  AO; 
culte  dernièie  composante  sera  détruite  par  la  composante 
louriûe  par  l'élément  symétrique  de  M,  et  il  restera  pour  la 
composante  totale  dirigée  suivant  AO  : 

/l*p  r»  ^rff^  cas  OAM  dO  rf^; 


AU  u 
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en  désirant  la  distance  OA  pai"  a;  donc  l'attraction  A  sera 
donnée  pai-  la  formule  ; 

Comme  u  ne  dépend  que  de  6,  on  peut  intégrer  d'abord  par 
rapport  à  ((i;  on  doit  le  faire  entie  les  limites  0  et  2i:;  on 
trouve  ainsi  : 

(1)  A  =  2,:  v-fp  r'  <irp~l,''°^^  sin  6 

On  a  d'ailleui-S  la  relation  : 

(2)  «*  =  r'  +  a*  —  2a  r  cos  0. 

La  deuxième  expreRsion  de  A  doit  êti-e  intégrée  depuis 
0  ^  0  jusqu'à  0  =  7:.  Mais  il  est  plus  commode  de  prendre 
u  pour  variable  indépendiuite  ('). 
De  (2)  on  tii"e  : 

udtt=:  a  r  sin  0  dO, 

fl'  +  r'  —  «'      rt'  —  r'  +  «* 


db. 


a  —  r  cos  6  =  a  - 


a  ia 

et  par  conséquent  : 

Si  le  point  attiré  est  extérieur  à  la  couclie,  u  doit  varier 

{>)  F^n  rnisaot  cos  Q  =:  t,  on  ntim  dans  tou^  les  i-os,  qiii>  le  point  soit  h  riiitûi-ieui' 
ou  à  rexti-neui' ; 

A  =  2 V'CP »•  rf^  r* ' -"■'''-    .-  rfî; 

pour  iiili'gi'pi-,  il  taitl  fiosor  ; 

Ou  retrouve  donc  roivOrount  lu  clianguinunt  de  variable  indiqué. 
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(le  a  —  r  à  a  +  r.  Or  : 

doue  : 

et  pai"  i;oiisc([ueiit  : 


=  4i:  r'  dr  p 


f-^  _  /■'»!* 


m  désignant  la  niasse  de  la  couclie  sphérique.  Si  le  point 
attiré  est  intérieur,  u  varie  de  r  —  ai).r  +  a. 


Donc  :  la  couche  sphériqiie  n'exerce  aucune  action  sur  les 
points  inlérieurs,  et  elle  attire  les  points  extérieurs  comme 
si  toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre. 

90.  On  peut  démontrer  géométriquement  ((u'une  couclio 
sphérique  homogène  n'exerce  aucune  action  sur  un  point 
situé  à  son  intérieur. 

LcMME.  -7  Soient  A  un  angle  solide  infiniment  petit,  et  une 
portion  de  cet  angle  compris 
entre  deux  surfaces  PP'  et  QQ', 
on  demande  de  calculer  l'at- 
traction exercée  par  cette  partie 
sur  le  sommet  A. 

Un  angle  solide  est  mesuré 
pur  l'aire  u  =  BB'  qu'il  iiiter- 
ceple  sur  la  spliêre  de  rayon  : 
AB  =  AB'  =i.  Soient: 


+  tir,      Aw'  —  Ah;, 


:Aw. 
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L'attrarlion  exercée  par  mm'  nn'  sur  A  est  : 

surf.  m»('  Xdr  X  ■^'' 
,.1 . 

r  : 

surf,  mm'       r' 


i 


■*dr  X 


%  =  .-r.P 


/t^fdr; 


l'intégrale  est  donc  : 

af^pjdr  =  u>fitp  X  PQ. 

Dans  le  cas  de  la  couche  sphérique,  décomposons  la  sur- 
Fiu  I7fi     ^'^'^^  ^^  ^^  sphère  extérieure 
B^.       ■'  en  éléments  infiniment  petits 

opposés  deux  à  deux  QS, 
Q'S',  l'attraction  exercée  sur 
AparPQRSsera: 

ui/"i*fPO; 
l'attraction  exercée  sur  A  par 
l'élément   symétrique    P'K' 
Q'S'  sera  : 

«/■[xpP'Q'. 

Or  PQ  =  P'Q';  donc  les  deux  actions  sur  le  point  A  se 
détruisent. 

91.  Attraction  exercée  par  une  couche  sphérique,  d'épais- 
seur finie,  ou  composée  de  couches  concentriques  homogènes 
sur  un  point  extérieur.  —  On  aura  : 


4I.- 


_frM 
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M  désignant  k  masse  de  la  couche  sphérique,  que  la  couche 
sphérique  soit  homogène  ou  composée  de  couclies  concen- 
triques homogènes. 

Si  le  point  A  est  situé  à  l'intérieur  de  la  couche,  la 
couche  AC  n'exercera  aucune  action  et  la  couclie  AU  agira 

comme  si  sa  masse    était 

riq.177     concentrée  eu  0. 

Dans  le  cas  d'une  sphère 
pleine,  homogène,  les  ré- 
sullals  précédents  subsis- 
tent; pour  un  point  inté- 
rieur A,  situé  à  la  distance 
a  du  centre,  on  aura,  en 
désignant  par  M'  la  masse 
de  la  sphère  de  rayon  a  : 


K  =  llfK=^J-^^  = 


■  ^T.fi..pa. 


Celte  attraction  est  donc  proportionnelle  à  la  distance  du 
point  attiré  au  centre. 

ittractioD  d'on  allipiolde  komogène. 

92.  i"  Sur  un  point  intérieur. 
Soit  l'ellipsoïde  : 


K  le  point  intérieur  a,  p,  y;  dm  l'élément  de  la  masse  au 
pointM{x,y,z),  compris  à  l'intérieur  de  l'ellipsoïde;  p  la  den- 
sité, MK  =  r;  l'attraction  de  rélément  dm  sur  le  point  K, 

dont  nous  supposons  la  masse  égale  à  |i,  sera  :  f  n  ~^-  ;  ce 

qui  peut  s'écrire,  en  introduisant  l'élément  de  volume  rf  y  au 
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point  M  : 

f     ^^ 

décomposons  cette  force  en  trois  autres,  parallèles  aux  axes  ; 
celle  qui  est  parallèle  à  Oa;  sera  : 

àv      œ  —  sL  *'  — «j„ 

/    l^Pp  X— j;— —  ritp— p-dp; 

on  pourra  ajouter  toutes  les  forces  parallèles  à  un  môme  axe, 
et  on  trouvera  ainsi,  en  désignant  par  A,  B,  C  les  compo- 
santes parallèles  aux  axes  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  tout 
enfier'Sur  le  point  K  : 


les  intégrations  deYant  être  étendues  à  toute  la  masse  de 
rellîpsoide.  Transptfrtnna  l'origine  des  coordonnées  en  K, 
l'équation  de  l'ellipsoïde  deviendra  : 

^  '  a*  b*  c' 

et  les  composantes  de  l'attraction  : 

C 


B  - 


Prenons  au  lieu  de  x„  y„  z,  les  coordonnées  polaires,  r,  8,  tji, 
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nous  aurons  : 

»,  :=  r  cos  6,  j  r  >  0, 

y,  ^  r  sin  8  cos  41,      0  <  ô  <  x, 
2,  =:  r  sin  0  sin  (Ji,   |   0  <  (ji  <  2i:, 
dv=.r'  drsined6(ii|;, 

(2)  A  =  /jj.p  /  '  /     /      r  sin  0  cos  0  dr  db  d^, 

r  désignant  le  rayon  vecteur  de  la  surface  de  l'ellipsoïde, 
qui  répond  aux  angles  8  et  i;*  ;  l'équation  (i)  devient  : 

(3)  Lr*-(-2Mr  +  N  =  0, 
où: 


-  cos*  6      sin'  8  cos'  ^      sJn*  8  sin*  ^ 

~     a*  b*  c' 

_  acos8      ^  sin  6  cos  i|(      y  ^'h  ^  sin  4' 


(4)  {M— — i--^ n -■- -, , 

"•'la'  ft'  c' 

!,=î^  +  g +  :£_,. 

\  0'        fr'         C* 

On  a  L  >  0,  d'après  l'expression  même  de  cette  quantité; 
N  <  0,  parce  que  le  point  K  est  intérieur  à  l'ellipsoïde  ;  donc 
les  deux  racines  de  l'équation  (3)  sont  de  signes  contraires; 
U  faut  prendre  la  racine  positive,  et  écrire  ; 


-M  H- Km* 


r  varie  de  zéro  à  la  valeur  précédente.  Dans  (2),  on  peut 
intégi'er  par  rapport  à  r  et  l'on  a  : 

k  =  —f\>.pl     I       |-sin  8coserf8d<}i 


■^'rr~ 


(/M'—  LN 
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La  deuxième  intégrale  qui  figure  dans  l'expression  de  A  est 
nulle;  car,  si  l'on  décompose  cette  intégitile  en  éléments,  et 
que  l'on  associe  les  éléments  qui  répondent  à  : 

6  =  a.  4  =  p, 

»  =  i:  —  a,       4'  =  i:  +  P, 

on  voit  que  L  et  N  sont  les  mêmes  dans  les  deux  cas;  M  se 

un  X.  |/M'—  LN      .  ^ 

change  en  —  M,  mais  M*  ne  change  pas  ;  —  -  —  est  donc 

le  même,  et  sin  9  cos  0  change  de  signe  ;  les  éléments  sont 
donc  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires  ;  donc  : 

(      -  sin  6  cos  0  dtl  dip, 

ou,  en  remplaçant  L  et  M  par  leurs  expressions  (4)  : 
acos9     psinflcos';!     ysinOsiin]! 

Az= — /jj.o  I     /      — :-- — :-■:.  .  ,  .sindcosOdOdit, 

V"  Jt     ces' 6    sin'flcos'';j    sin'Osin'tl<  '' 

a*  b*  c' 

—A     a  C*  /""sinôcos'ô  „  .,      0  /*«  /•■«8in»aco3eco«i|ij,  ., 

les  deux  dernières  intégrales  sont  nulles,  comme  on  le  voit 
en  groupant  les  éléments  deux  à  deux  comme  il  suit  : 

a  =  a,       4  =  3,  j   M, 

0  =  3,       4  =  î:  +  3,   |-M,. 
On  a  donc  : 


.  __  Aipa  r"  p" sin  Ocos'OrfOd' 

fl'    Jn     Jv         COS*0         si 


4      sin'O  sin'  ij» 
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COS*0  , 

par  —^  (cos*  <{i  +  ain'  -t),  nou3  aurons  à  évaluer  l'int^ale  : 


rf* 


P  cos' 1^1  +  Q  sin'-Ji 
OÙ)' 

p  _  ^^'^      *'"*  ^ 

""     o'  t' 

-,       cos'  ft      sin'  6 

û  =  ~^  ■*•-?-• 

sont  des  quantités  essentiellement  positives  ; 
/p  cos'  ^  +  Q  sin'  ^  =  Wq''^^{V%^'^)-^  '='!"^- 

r? d'il         _    ic 

Ji    p  cos'tl'  +  Q  sin'']'  ~  2  KPQ 
n  en  résulte  : 


A  =  -  4t:/i*p  ^,y^  » 


I /cos'e      sin'fl  - /cQs'8 
r     a'  6'    V     <*'    " 


On  peut  remarquer  que  les  coordonnées  du  point  attiré 
ne  figurent  pas  dans  l'intégrale  définie;  A  est  seulement 
proportionnel  à  a;  ainsi,  si  le  point  attiré  se  déplace  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  Ox,  la  composante  de  l'attraction 
para]lèle  à  0^  ne  change  pas. 

Remarquons  en  outre  que  A  est  une  fonction  hpmogène 
et  de  degré  zéro  de  &,b,c;  il  en  serait  de  même  de  B  et  C; 
si  donc  on  considère  deux  ellipsoïdes  liomothétiques  de 
même  densité,  leurs  attractions  sur  un  point  intérieur  à 
chacun  d'eux  seront  les  mêmes  ;  il  en  résulte  qu'une  couche 
comprise  entre  deux  ellipsoïdes  homothétiques  n'exerce 
aucune  action  sur  un. point  de  son  intérieur;  il  est  très 


)yGoogIc 
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facile  de  s'en  rendre  compte  géométriquement.  Tout  plan 
passant  par  le  centre  commun  de  deux  ellipsoïdes  homothé- 
tiques  les  coupera  suivant  deux  ellipses  homothétiques.  Consi- 
dérons un  angle  solide 

**3    ^^---' r~---.o  infiniment   petit  ayant 

son  sommet  en  K;  il 
cjétacheradansla  couche 
deux  éléments  MNPQ, 
M'N'P'Q'. L'attraction 
de  MNPQ  sur  K  sera 
(voir  l'article  89)  : 

o./'l.p  MP; 

l'attraction  de  M'N'P'Q'  sera  : 

«/-ixpM'P'. 

MP  =  M'P'; 

ces  deux  actions  se  détruisent,  et  l'attraction  de  la  couche 
entière  sur  le  point  K  est  nulle. 

93.  RédncttOD  de  K,  B,  G  aux  fonctions  eUiptiqnoB.  — 
Nous  avons  trouvé  pour  l'expression  de  A  : 


Or: 


-^-JP 


ain  9  cos*6  dt 


, //cos'fl      sin'9\  /cos'9      sin'0\ 

En  suivant  la  même  marche,  on  trouvera  pour  B  et  C  : 
_      '    ,    ,     0  /"?  sin  9  cos'O  (ffl 


cos'  0      sin'  9  ,  /cos'  9 

nr-^  —  y-F- 


sin  9  cos'e  (i9 


I  /cos'  9      sin'  0  I  /cos'  ( 
r      c'     ■       a'    V     c' 
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Supposons  : 

a'  <  fc'  <  c'; 

en  représentant  cos  0  par  u,  nous  aurons  : 

«M  H 


bc  n 


v/..^-^«yi.^-^ 


On  trouvera  des  expressions  analogues  pour  B  et  C  ('). 

Ces  quantités  A,  B,  C  s'obtiennent  sous  forme  unie,  lors- 
que l'ellipsoïde  est  de  révolution.  Supposons  par  exemple  : 

&  =  c,  et  fr  >  o; 
faisons  ; 

et  nous  trouverons  : 

nu  +X*)cos'8sin9rffl 
'^'^  Jt  I  -1-  X'  cos'9 

B      C  -      T-  cos'O  sin  0  di 

Nous  avons  à  trouver  les  valeurs  des  deux  intégrales  : 

/"l  cos'9  sin  9  r*    u*  dn 

.      "=J.    l  +  Vcos'9'**-J.Ï+X'«'' 
_/*î  cos' 9  sin  9  d9       /"  «'du 

"^i»   /!  +  X'  sin»  9    J 0  ym*^  X'w' 
Or: 

Jl-i-\*  «'      aV        1  -h  /.-'  «'  a'./  a'  1  +  X'  «• 

=  .--i«  — ;  -  arclg.Xit  +  consl; 
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donc  : 

H  ==  ji  (X  -  arc  tg  À)- 
Dans  K  nous  ferons  : 

),((  =  |/l  -h  ).*  sin  -^y 


d'où  ; 


au  = : cos  i>  di};. 


et  l'expi-ession  de  K  deviendra  : 

„     Z"*.  1+X*   .  ,  ,  kTTv 

A  =  (      — — —  sin"  q<  — — —  cos  ^  diji, 

Kl  -t-  X'  cos  ij/ 
formule  dans  laquelle  : 

et  par  conséquent  : 

sin  4,  =  —     .-, 

Krrx* 

J.     ~X^  *     '^~~2l^J,     (*  —  cos  24)  d-t, 

('h  -  sin  i,,  cos  <!.,)  =  i^'  (m  ig.X  -  p^,)- 


1_+V 
*■-     2X' 


I  4-  a' 

A  =  -  4-/tif  a  -^y-  (X  -  arc  tg  X), 

B      C  .    ,     1 +  XV  X     \ 

Soit  M  la  masse  de  l'ellipsoïde,  on  aura  : 

4  4 

M  ^  r.  r.ahcf  =  „  T.pa^  (1  +  X'); 
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donc  : 

A  =  -3frMji-.0.-arclïl), 

On  a: 

B      C      KB-  H-  C"      KB'  +  C 

En  désignant  par  N  la  projection  du  point  attiré  sur  le 
plan  de  l'éiiuateur  yOz,  et  posant  a'  =  ON,  la  résultante 
de  B  et  G  est  dirigée  suivant  NO  et  a  pour  valeur  : 

R  =  KBïircî, 

Loraqne  l'ellipsoïde  diffère  peu  d'une  sphère,  X  est  une 
petite  fraction  et  les  expressions  précédentes  de  A  et  R 
se  développent  en  séries  très  convergentes  à  l'aide  des 
foiinules  : 

arcl«X  =  X-3+^..- 

r-^  =  X  -  X'  +  X"  ... 


a'     t  5         7  9         ) 

„       ,    M.'  j  ,       I).,      9.,      12.,  I 

Attrictîon  d'un  ellipsoïde  sur  on  point  ezUrîenr.  —  Ihiorème  d'Ivory. 

94.  En  opéi-ant  comme  précédemment  et  conservant  les 
mûmes  notations,  ou  trouverait  : 


='■'#/'"■" 


in  0  cos  0  i/o  d-l. 
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Ici  les  deux  valeurs  de  r 


qui  répondent  à  des  valeurs  données  de  fl  et  <t  sont  positives  ; 
on  intègre  relativement  â  r  entre  r,  et  r„  de  sorte  que  : 


^  =  n.9fj. 


KM*" 


La  présence  du  radical  KM'— LN  complique  beaucoup; 
en  outre,  la  lixation  des  limites  de  S  et  <{'  est  moins  simple, 
de  sorte  que  le  problème  semble  d'une  grande  complication. 
Heureusement,  le  tliéorème  d'Ivory  permet  de  ramener  ce 
-cas  au  précédent. 

95.  Théorème  d'Ivory.  —  Soient  deux  ellipsoïdes  ayant 
leui's  axes  dirigés  suivant  les  mêmes  droites,  et  ayant  pour 
équations  : 

(0  $-$-$-=>. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M, 
prenons  un  point  M'  dont  les  coordonnées  x',  y',  z'  sont 
liées  à  celles  de  M  par  les  formules  : 

a'  ~  a'     b'  ~~b'     c*  ~c' 
les  points  M  et  M'  seront  dits  correspoiidants  et  on  aura  : 

f^+t +  ?;;_,=?;  .,g+î;_,. 

a'      o'       c'  o'       o'      c' 

de  telle  sorte  que  si  le  point  M  appartient  â  l'elUpsoidc  (i), 
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le  point  M'  se  trouvera  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  (2). 
Supposons  en  outre  que  nos  deux  ellipsoïdes  soient  homo- 
focaus,  c'est-à-dire  que  leurs*  sections  principales  aient  les 
mêmes  foyers,  ou  que  l'on  ait  : 

a'*  —  i'*  =  fl'  —  fc';      a"  ■ —  c"  =  a*  —  c'; 
d'où: 

(3)  a"  —  a*  =  &"  —  6'  =  c'*  —  c»  =  X. 

Ces  deux  ellipsoïdes  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

Soient  M  et  N'  deux  points  du  premier  ellipsotdey  M'  et 
N  leurs  correspondants  sur  le  second.  On  aura  : 

MN  =  M'N'. 
Soient  : 

X,  y,  s  les  coordonnées  de  H  ;    s',  y',:' de  H', 


a' 

S',V 

-              N'i 

«,  f ,  ï  ae  N 

On  aura  : 

»' 

,       4' 

,      i 

a 

»=!"■ 

'=7'- 

Ht    , 

.      ''  «. 

c'    , 

~  0     ' 

»=jP'; 

Y  =  -Vi 

d'où: 

jic  =  >'!t'; 

f»  =  P'j'i 

7.-  =  ï'!!'. 

On  a  d'ailleurs  : 

MN  =(»-.)■  +  (;,-  B»  +(s-  •()■, 

M'N''  =  (»■  -  .■)■  +  (y'  -  ?■)•  +  (2'  -  y')', 
d'où  : 

Mn'  —  M'N'"  =  a:'  —  »"  +  j'  —  s"  +  2'  —  ;"  —  j(i"  —  j')| 

+  (?'-n +  (■.•• -•/'■)! 

--(-^)-^i'-::)-'(-ï) 


D,oilizcobïGoOglc 


MN  =  M'N'. 

Cela  posé,  cherchons  les  composantes  de  l'attraction 
exercée  par  le  premier  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur  N, 
ayant  pour  coordonnées  «,  p,  y- 

Nous  aurons  : 


-Mir- 


-  dx  du  dz. 


=  {x -<,)*  + (s-  g)'  +  (z-  y)S 


udtt  _ 


On  peut  donc  écrire  : 


'  m'  dx  ~ 


*  =  - ^"#7^  "''""--• 


y  et  z  ayant  des  valeurs  déterminées.  Intégrons  relativement 
à  X,  nous  aurons  : 


/' 


-—  dx  =  -  —  -^ 

dx  M,      fr 


en  désignant  par  u,  et  w,  les  distances  du  point  N  aux  deux 
points  où  la  parallèle  à  Ox  déterminée  par  les  valeui's 
données  de  y  et  s  rencontre  l'ellipsoïde  (1).  On  aura  donc  : 


m-B'^^" 


(4)  A  =  -  /"i., 

OÙ  l'intégration  doit  s'étendi-e  à  toutes  les  valeurs  de  y  et  « 

DESPEvnoi'S,  —  Mécanique,  It.  S 
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qui  sont  les  coordonnées  des  points  contenus  à  l'intérieur  de 
l'ellipse  :  ,  ' 


(S) 


î-i^ 


-i. 


Fiq  17» 


Ji,n  .  . 


M,II    _  , 


u,  et  u,  seront  des  fonctions  données  de  y  et  z. 

Cela  posé,  fai- 
sons passer  par 
le  point  N  un 
ellipsoïde  homo- 
focal  au  proposé, 
et  soit  sur  le  pre- 
mifir  ellipsoïde  le 
pointN'{3i',p',Y') 
correspondant 
de  N.  Supposons 
ce  second  ellip- 
soïde homogène, 
et  rempli  de  la 
même  matière 
que  ie  premier, 

et  cherchons  son  attraction   sur  le   point  intérieur  N'; 

soient  A',  B',  C  les  composantes  de  cette  attraction,  t^  la 

masse  du  point  N'  la  même  que  celle  de  N. 

Nous  aurons,  en  o])ér;ml.  connue  précédemment: 


(0) 


''=-"'jJQ:-iù'">''' 


La  parallèle  à  Ox  détenninée  par  y  =  y'  etz  =  z'  rencontre 
la  surlace  du  second  ellipsoïde  aux  points  M,'  et  M,';  «,'  et  «,' 
désignent  les  distances  N'M)  et  N'M,'.  Dans  (G),  les  intégra- 
tions doivent  s'étendre  a  tous  les  points  intérieurs  à  l'ellipse  ; 


(7) 


f-^ 
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Or,  dans  nos  deux  intégrales  (4)  et  (6),  faisons  correspondre 
'es  éléments,  de  manière  que  y  et  z  ayant  des  valeurs  déter- 
minées dans  (4),  on  prenne  dans  (6)  : 


On  aura  alors  ces  trois  couples  de  points  correspondants  : 


donc; 

n'm;  = 

c'est-à-dire  : 

N'      N 

H,    h; 
M,    m; 

NM,;      N'M;=NM„ 

»;  =  »„     «,'  =  iid 

donc  (6)  deviendra,  en  y  remplaçant  en  outre  dy'  dz'  par 
S'«'   ,     , 

Pour  les  limites  de  y'  et  z',  l'équation  (7)  donne  : 

ou  : 

comme  pour  les  limites  définies  par  (5)  ;  donc  : 

d'où: 

A' -''"'a 

(8) 

''=^'''. 

-^- 
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Donc,  les  composantes  A,  B,  C  de  l'attraction  exercée  par 
le  premier  ellipsoïde  sur  le  point  extérieur  N  se  ramènent  à 
celles  A',  B',  C  de  l'attraction  exercée  par  le  second  ellip- 
soïde sur  le  point  intérieur  N'  ;  or,  nous  savons  calculer  A', 
B',  C;  nous  en  déduirons  donc  A,  B,  C.  On  aura,  par  les 
formules  relatives  au  point  intérieur  : 

sin  Q  cos'Udfl 


A'=~i~fv.p3.'b'c'  I  •- 

Ja    I 


k'(a"sin'6+ &"cos'6){o'*sin'9-t 
En  vertu  de  (8)  et  de  : 


'  =  6»  +  X;      c"=:c»  +  X, 


:/^ 


k'a'  -i-X*^  "  (/(>.+ a'sin'9+i*'cos'eX).-i-a'sin'e+c*cos'8) 
Reste  à  déterminer  X,  ce  qui  se  fera  au  moyen  de  l'équation  : 

4,  +  i;H.ï;_i=o, 

a"      fr"      c"  ' 

qui  exprime  que  le  second  ellipsoïde  passe  par  le  point  N 
(a,  0,  y).  On  peut  l'écrire  : 

(10)  -y^  +  tJ^  +  -,^~  -  i  =  0. 

'  a'  +  X      ft*  +  X      c'  +  X 

Cette  équation  du  troisième  degré  en  X  admet  une  racine 
comprise  entre  zéro  et  -|~  oo,  une  autre  entre  —  b'  et  —  c% 
et  une  troisième  entre  —  a'  et  —  6',  (a*  <  &'  <  c').  I^  seule 
valeur  qui  donne  un  ellipsoïde  est  la  première  racine. 

Résumons  nos  formules,  et  introduisons  la  masse  M  de 
l'ellipsoïde  : 

M  —  A  r.abcf. 
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et  nouf!  aurons  : 
1'  Pour  un  point  intérieur  (a,  p,  y)  : 

(a)  k  =  -3f^a'-n  jinocc-erf. 

'^J  "  y  (à'  sln'  9  +  ft'  cos'  0)  (fl'  sin*  9  +  c'  cos'  9j 

et  pour  B  et  C  des  expressions  qu'on  déduit  de  la  précédente 
en  permutant  abc,  aPY. 
2"  Pour  un  point  extérieur  (a,  g,  y)  : 


(b)  A— — 3/}tM    _!_  f 


k'a'+ V  *  K(>.+a'sin'9+  fr'cos'S)  (î,+  a'sin*6  +  c'  C08*6) 

et  pour  B  et  C  des  expressions  semblables;  X  désigne  la 
racine  positive  de  l'équation  : 

Dans  les  deux  cas,  on  est  ramené  à  des  intégrales  elliptiques. 
Lorsque  le  point  attiré  est  sur  la  surface  même  de  l'ellip- 
soïde, on  a  : 

o'       0*       c*  ' 

il  en  résulte  >.  =  0,  et  les  deux]  formules  (a)  et  (&)  donnent 
bien  la  même  valeur  pour  A,  B,  C. 

96.  Remarques  sur  le  théorème  d'Ivory.  —  Ce  théorème, 
démontré  précédemment,  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Les  attractions  que  deux  ellipsoïdes  homofocaux  exercent, 
parallèlement  à  chaque  axe,  sur  deux  points  coiTespoTidants, 
placés  sur  leurs  surfaces  respectives,  sont  entre  elles  comme 
les  produits  des  deux  axes  perpendiculaires  à  chaque  com- 
posante. 

Soient  A,  B,  C  les  composantes  de  l'attraction  de  l'ellip- 
soïde E  aux  axes  2a,  26,  2c  sur  le  point  extérieui-  M  (a,  g,  y)  ; 
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A',  B',  C  les  composantes  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  E' 
aux  axes  2a',  2b',  2c'  sur  le  point  intérieur  M'  (a',  p',  y')  ; 
A',  B',  G'  les  composantes  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  E' 
sur  le  point  M  de  ta  surface.  On  aura,  par  te  théorème 
d'Ivory  : 

A'_  &V       B^  _  Ca'.     C  _a'b' 
k~'  bc'     B  ~  co  '     t~  ab 

Mais  on  a  aussi,  d'après  ce  qui 
Fm180    a  été   démontré  relativement  à 
l'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un 
point  intérieur  : 

A' d o' 


{") 


(»»)r^=^ 


^  b'    C  ' 
De  (11)  et  (12)  on  déduit  : 


a'b'cf 
abc 


D'où  ce  théorème  : 

L'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  exté- 
rieur a  la  même  direction  que  celle  qu'exercerait  sur  lui 
un  ellipsoïde  homofocal  passant  par  ce  point,  et  leurs 
intensités  sont  entre  elles  comme  les  volumes  de  ces  deux 
corps. 

Soient  maintenant  deux  ellipsoïdes  homofocaux  E,  E„ 
aux  axes  2a,  26,  2c,  2a„  2&„  2c,;  et  A,  B,  C,  A„  B„  C,  les 
composantes  des  attractions  exercées  par  ces  deux  ellipsoïdes 
sur  un  même  point  extérieur  M;  E'  un  ellipsoïde  homofocal 
aux  deux  premiers,  dont  ia  surface  passe  par  M,  2a',  2&', 
2c'  ses  axes,  A',  B',  C  les  composantes  de  l'attraction  qu'il 
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exerce  sur  le  point  M;^  on  aura,  p:ir  le  théorème  précédent  : 

A/  _  B'  _  G^  _  a'h'c' 
A  ""  B  ~  C  ~  abc' 
A,  _  B,  _  C.  _  fl|6,c. 
A'~B'~C'~«'i.V' 


d'où  : 


4 
Cj  _o,6,c,  _3       '  ' 
"  G  ""  abc   ~~ï       ~ 


D'où  ce  théorème  dû  à  Maclaurin  : 

Deux  ellipsoïdes  homofocaux  homogènes  exercent  sur  un 
même  point  extérieur  auxdetix,  des  attractions  de  même 
direction  et  dont  les  intensités  sont  proportionnelles  aux 
volumes  de  ces  corps. 

Remarquons  que  le  théorème  d'Ivory  a  lieu  quelle  que 
soit  la  loi  d'attraction.  En  effet,  supposons  l'attraction  propor- 
tionnelle à  une  fonction  quelconque  de  la  distance  r  (u),  on 
aura; 

A  =  fv-?jjTf  {")  ^^  da:  dp  d:  =  fi^pffj  (?«)  ^  ''"  <*y  '*-• 


/' 


(M)dl*  =  F(M), 


A  =  fr pjjl  F  {»,)  -  F  (»,)  j  dy  dz, 
A'=frpj[jf|F(«:)-PM|iyiV; 

(  »;  =  »..  I  j       (  r(»;)  =  F(»,), 

r  ;  î  «lotie  :     p ,  .     ^  ,  ; 

t  «,=»,.  I  (  F(»;)=F(i.,), 

a;_6v 

k~  bc' 


Digitizeû  by  ^^lOOQ  IC 


CHAPITRE  XII 


THÉORIE  ËLËHENTAIRE  DD  POTENTIEL. 

97.  Lorsque  la  loi  d'attraction  est  quelconque,  les  compo- 
santes de  l'attraction  exercée  par  un  corps  G  sur  un  point 
M  (a,  p,  t)  sont  exprimées  par  les  équations  : 

X  = /-ixjjjpf  (tt)  ^^  dai  (iy  dz, 

1  ^  =  '''"JIJP^  ^"^  ^  '*"  ^^  ^'' 
'  Z  =  AiJ. j  fff  ç  (w)  ~^  dx  dy  dz, 

où: 

tt»  =  (s  —  «)•  +  (y  -  &)■  H-  (î  -  fy, 

œ,  yy  z  désignant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
C  et  w  sa  distance  au  point  M;  pest  une  fonction  deœ,  y,z; 
les  int^rations  doivent  s'étendre  à  toute  la  masse  du  corps  C. 
On  peut  ramener  la  détermination  de  X,  Y,  Z  à  celle  d'une 
seule  fonction  U  ;  posons  en  effet  : 

f 'f  (11)  du  — F  {tt), 

V=j'j'fpFiu)dxdydz, 

U  sera  une  certaine  fonction  de  a,  g,  y.  Cherchons  ses 
dérivées  par  rapport  à  «,  g,  y,  noua  pourrons  différentier 
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SOUS  le  signe  | ,  si  la  Tonctioii  F  (u)  ne  passe  pas  par  l'infini, 

c'est-à-dire  si  le  point  attiré  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du 
corps  considéré;  remarquant  que  ; 

du  _      jx  —  a) 


nous  aurons  : 


Tout  dépend  donc  de  la  fonction  U  que  l'on  nomme  fonction 
potentielle,  ou  simplement  potentiel. 
Dans  le  cas  où  l'attraction  est  en  raison  inverse  du  carré 

de  la  dislance,  ç(u)  :=  -, 

F(fi)=y?{«)du  =  -i; 
nous  prendrons  : 

y   crr^. ...... _càm 


c  dy  rf;  —  I    - 


en  désignant  par  dm  l'élément  de  masse,  et  nous  aurons  : 
Y_f  ''V,  dV       _       .   dV 

^-f^-'  ^^r^jf'  ^=f^Tr 

donc,  à  un  facteur  constant  près,  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées 
partielles  du  potentiel,  par  rapport  aux  coordonnées  du  point 
attiré. 
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fqDtUoii  de  LapUce. 

98.  Considérons  toujoure  le  CEis  où  le  point  attiré  ne  fait 
pas  partie  de  la  masse  attirante;  nous  pouvons  diltérentier 

deux  fois  sous  le  signe  /,  et  nous  aurons  : 
d'Y    (Pv     d'Y    rrrl^'n    ^û    ''*ûV   ^  ^ 


Comme  on  a  : 

«•  =  (x-«)>  +  (»-J)'+(.--t)', 

du                          u      x  —  a 

^i  •                d-i 

»           1  ^3(1-.)      « 

on  trouve 

les  équations  : 

""i            1        3  («-ai- 

d-' 

{  "  «           1       3(»-S)' 

1  dp'  ~      o'             »• 

d'où; 

d'i 

'  dt'         «•          «' 

d,'  *  dr 

d-i 

On  a  donc  cette  équation  due  à  Laplace  : 

d'V      iPV      d'Y      „ 

d7->-d^^rf='>- 

+  (.--v)']  =  0. 
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Avant  d'aborder  le  cas  délicat  où  le  point  attiré  fait  partie 
de  la  masse  attirante,  nous  allons  déterminer  le  potentiel 
d'une  sphère  homogène  sur  un  point  de  son  intérieur. 

Considérons  d'abord  le  potentiel  d'une  couche  sphéiique 
homogène  comprise  entre  les  sphères  de  rayons  r  etr  +  dr 
sur  le  point  P  situé  à  une 
distance  du  centre  OP  =  a; 
on  aura  : 


dm  =  pr*  dr  ain  0  rfO  d^. 


On  peut  écrire  : 


\=^iT.e,r'drp 


r'  +  a'  — 2ar  coso. 
'sin  e  ris 


par  conséquent  : 


1"  cas.  Le  point  est  extérieur.  —  u  varie  de  a—rk  a  +  r. 

M  représentant  la  masse  totale  de  la  couche. 

Le  potentiel  est  le  même  que  si  toute  la  masse  était  réunie 
au  centre  0. 

2"  cas.  Le  point  est  intérieur.  —  u  varie  de  r  —  a  à  r  +  a. 

(2)  \'^iT.prdr  =  ^- 

Le  potentiel  est  constant  pour  toug  les  points  de  l'intérieur. 
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09.  Potentiel  d'ane  sphère  homogène  de  rayon  R'  sur  un 
point  de  son  intérieur,  situé  à  une  distance  R  du  centre.  — 
Nous  avons  à  faire  d'abord  la  somme  des  potentiels  des 
couches  comprises  entre  R  et  R'  sur  le  point  intérieur  P 
situé  à  la  distance  R  du  centre;  il  faudra  prendre  l'expres- 
sion (2)  et  l'int^rer  relativement  à  t  entre  les  limites  R 
et  R',  ce  qui  donnera  : 

(3)=2xp{R'*-R'). 

il  faudra  ensuite  faire  la  somme  des  potentiels  des  couches 
comprises  entre  zéro  et  R  sur  le  point  extérieur  P;  nous 
devrons  prendre  l'expression  (1),  et  l'intégrer  relativement  à 
r  entre  les  limites  zéro  et  R,  ce  qui  donnera  : 


On  aura  donc  pour  le  potentiel  de  la  sphère  sur  le  point 
intérieur  P  : 

V  =  (3)  +  (4). 


=  27:p(r" 


Fi3.18? 


On  en  conclut  : 


(ÏV_      4 

Mais  nous  pouvons  trouver 
d'autre  part  l'attraction  de 
la  sphère  sur  le  point  P;  nous  avons  vu  que  la  partie  AP 
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n'agit  pas,  que  la  partie   OP   donne   une  force   dirigée 
suivant  PO,  et  égale  à 

les  composantes  de  cette  force  suivant  les  axes  sont  : 


Oui 


Ainsi,  ces  formules  démontrées  pour  un  corps  quelconque, 
dans  le  cas  où  Je  point  attiré  ne  fait  pas  partie  de  la  masse 
attirante,  ont  lieu  encore  dans  le  cas  d'une  sphère  homogène, 
quand  le  point  fait  partie  de  la  masse  attirante  ;  nous  pouvons 

remarquer  aussi  que  dans  ce  cas,  ")  j~'  Ta'  d^'  ^>^'^ 
sont  des  quantités  finies  et  continues,  relativement  à  a,  p,  ■[. 

100.  Attraction  d'un  corps  quelconqae  sur  un  point 
faisant  partie  de  sa  masse.  —  On  a  toujoui's,  en  prenant  le 
point  attiré  pour  origine  : 

rdm 


donc  dans 

ce  cas; 

dX 

X: 

Y: 

='*w 

Z: 
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Je  dis  que  V,  X,  Y,  Z  sont  toujours  des  quantités  finies. 
Preiious  les  coordonnées  polaires  u,  0,  ^,  nous  aurons  : 

■  a  =  u  CCS  8, 

(  y  =  M  sin  6  cos  i-, 

:  ~  H  sin  e  sin  ^, 

rfm=z  pu*d«sin  eded^-; 
il  en  résulte  : 

;   V=nTpud«sin6d8di, 

l  X  =  /'|jL  II /p  cos  e  sin  idud^  d^, 

i  ¥  =  /!*  I /|p8in*8cos  ^  dttdad^, 

1    Z  =  /'(ji  n/p  sin' Sain  ;  (Ittrf8d'J, 

les  facteurs  -,  -,  ont  disparo,  et  il  est  évident  que  pouf  un 

corps  limité  V,  X,  Y,  Z  sont  des  quantités  finies. 

Supposons  d'abord  la  densité  p  constante,  nous  allons 
montrer  que  dans  ce  cas  on  a  encore  : 

Décomposons  le  corps  en  deux  parties  (1)  el  (2),  (2)  se 
composant  d'une  petite  sphère  contenant  le  point  attiré  P 
dans  son  intérieui-,  on  aura  en  désignant  par  V,  et  V,  les 
potentiels  correspondants  à  cliacuu  des  coi-ps  (1)  et  (2)  ; 

V  =  V,  +  V„ 


X.-/!*-- 
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puisque  le  point  attiré  P  ne  fait  pas  partie  du  corps  (1); 

ï       <    i^- 
"■  =  ''57' 

puisqu'il  s'agit  d'une  sphère  homogène.  Donc  : 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Cherchons  dans  la  même  hypothèse,  p  restant  constant,  ce 
que  devient  l'équation  de  Laplace,  lorsque  le  point  attiré  fait 
partie  de  la  masse  attirante.  On  aura  : 

et  par  conséquent  : 

£y      d^      ^I  —  /^.      ^      rf'YA 
d«'  "^  dg*  "**  dy'  ~  ^da»  "*"  d?'  "^  df) 


Or: 

«■V,      S'Y, 

d'Y, 
da' 

*^-. 

pilisq 

uele 

point 

ne  fait  pas  pai-tie  de  la  masse  attirante  \  on 

a  du  reste  : 

liV,      - 

77  =  - 

-kr. 

donc: 


il'Y._-4g 
(fV,      d'Y,      d'Y" 

d^  +  î?'"^ -57  =  -*'?• 

d'Y      d'Y      d'Y 


da'       d^'       dï' 
ce  qui  est  l'équation  de  Poisson. 
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On  peut  étendre  les  tliéorèines  précédents  au  cas  où  la 
densité  p  n'est  pas  constante,  mais  nous  ne  le  fei-ons  pas  ici. 

101.  Attraction  d'une  droite  matérielle  homogène  sur  an 
point  également  distant  des  deux  extrémités  de  la  droite. 
—  Soit  la  droite  AB  et  le  point  M  situé  dans  le'  plan 
mené  perpendiculairement  à 
la  droite  par  le  milieu  0  de 
sa  longueur.  Considérons 
■    109  deux  éléments    symétriques 

*^^3  '^^  C  et  D,  leui-s  attractions  sur 

le    point    M    seront    égales 
\ .  chacune  à 


le*' 


kdz 
;'  +  a' 


Leur  résultante  sera  dirigée 
suivant  M  0  et  égale  à  : 


Ka«  +  3' 


L'attraction  R  exercée  par  la  droite  sur  le  point  M  sera 
donc  égale  à  : 

•'•  (a'  +  ;■)■ 
01-  : 

donc  : 


.^.r 


-  "  (a'  H-  2')>       a'  K«' 


a  Va''  +  A* 
Cherchons  le  potentiel  relatif  à  l'attraction  de  la  droite  sur 
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le  point  M  : 

•^"  y  a*  -h  s' 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  M; 
on  aura  : 


et  en  désignant  par  X  et  Y  les  composantes  de  R,  on  aura  : 


+  Vx'  +y'  + 

A" 

V  — 

Vx'  +  »• 

X 

Y  = 

2M                      1 

+ 

T- 

(x'  -H  y')  Vx''  +  j'  +  A' 
On  vérifie  aisément  les  relations  connues  : 

,   x^î*^,     Y  =  — ■ 
dx  dy 

Faisons  maintenant  tendre  h  vers  l'iiilim,  x  et  y  restant 
linis,  la  droite  s'étendra  à  l'infîni  au-dessus  et  au-dessous  du 
plan  des  xij\  V  tendra  vers  l'infini,  et  l'on  aura  : 


x  =  - 

x'  +  fX 

ik 

ik 

ï=- 

«        Vx 

•  +  !/• 

ïjG  potentiel 
fonction  U  : 

V,  qui  est  infmi, 
U  =  -  i  log  (a 

peut  être 
?  +  S')- 

remplacé 

par 

la 

Ou  a  eu  effet  : 

V          ".        V 

dV 

X 

OtspEvnous.  —  iléc<tniq\te.  II. 
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et  cette  fonction  des  forces  vérifie  l'équation  : 

la  l'onction  U  est  appelée  le  potentiel  logarillunique. 

Le  résultat  précédent  peut  être  généralisé,  ConsidéTOiis 
un  cylindre  droit  s' étendant  à  l'infini  de  part  et  d'autre  du 
plan  des  xy.  Prenons  à  l'intérieur  de  ce  cylindre  un  prisme 
s'étendant  ^'■alement  à  l'infini  de  part  et  d'autre  du  plan 
des  xy,  et  ayant  pour  base  l'élément  dx  dij  de  l'aire  de  la 
section  droite,  répondant  au  point  N  :  son  attraction  sur  le 

point  M  sera  dirigée  suivant  MN  et  égale  à  jr^;  soient  a 
et  p  les  cooixlonnées  de  M,  MN  =  u,  on  aura  poui'  les 
composantes  de  l'atti-actioii  du  cylindi-e  entier  sui"  M  ; 

.       f  JJ         V  « 

\   Z  =  0. 
Le  potentiel  n'existe  pas  d'aiJiès  ce  qui  pjécêde,  mais  il  y  a 
une  fonction  des  forces 

U  =  —  kÇÇdx  iy  log  {«')  =  —  tkjjdx  dy  log  h. 
On  a  en  effet  ; 

dx'  d^'  d-( 

On  vérifie  aisément  la  relation  : 

rf'U      rf'U      „ 
dy}      dp* 
car  on  a  : 
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La  quantité  U  se  nomme  le  potentiel  logai-îthinique.  Nous 
allons  en  donner  une  application. 

102.  Cherchons  l'aUraction  de  la  couche  comprise  entre 
deux  cylindi'es  circulaires  droits,  concentriques  et  très  voi- 
sins, sur  un  point  du  plan  des  xy  ;  les  deux  cylindres  ont 
leurs  génératrices  perpendiculaires  à  ce  plan,  et  s'étendent 
indéfiniment  au-dessus  et  au-dessous  de  ce  plan. 

Faisons  passer  l'axe  des  x  par  le  point  attiré  M,  et  repré- 
sentons par  a  la  distance  OM,  par  r  et  r  H-  dr  les  i"<iyoiia 
des  deux  cylindres,  l'élément  N  de  la  section  droite, 
compris  entre  deux  rayons  infiniment  voisins,  aura  pour 
expression  r  drdfl,  et  l'on  aura  : 

V=^  —  krdrr  rf0  1og(t4'), 
h'  =za'  +  r*  —  "iar  cos  6. 
1°  a  <  r. 
Nous  écrirons  : 

u*  =  (r  —  ae"  v  -■)  (r  -  «e-  "  v  -i)  _ 

—  r»  (1  _  wte^v  -■)  (1  —  me-H^), 

Donc  : 

(1)  U,=— Jt-rdcf  rfo|logr*-Hog[(i-)»eev^)(i-fflfi-Ôv-i;[|. 

2"  a  >  r. 
Nous  écrij'ous  : 


Donc  : 

f,  =  — iti-rfrr''dô|log«'-Hog[(l  — ««K=i)(l_«c-flv'-i)]''.  ■ 
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Or,  m  étant  <  1,  on  a,  en  série  convei^ente  : 


logRl 

-me«V-i)(l—me- 

•v-^l=_|,»^=I_| 

1 

-0\/=ï_^e-iO\ 

=i...  =  -2["cos«+|'e 

On  en  conclut  ; 

j^'"log[(l-™<i» 

^'-t){l  —  me-'^~')}d>  = 

les  formules  (i)  et  (2)  deviennent  donc  : 

in 

U,= 

-îsirdrlogr-. 

tn 

B,= 

-  2=  ir  dr  log  o'. 

S28...J- 


X, 

du, 

=  0, 

=  0, 

X, 

(iH, 
~  (il 

=  - 

4=  kr ir  - 

'+!•' 

ï. 

,IU, 
""  dx 

=  ^ 

iT.krdr- 

4-P-' 

1/ 

X'.+ 

Vi.= 

iukrdr 

4=ir 

dr 

Si  maintenant  l'axe  des  x  est  quelconque,  on  remplacera 
a*  par  a'  +  g'  et  l'on  aura  : 


K 


Doiic,  la  couche  n'exerce  aucune  action  sur  un  point 
intérieur,  et  elle  attire  les  points  extérieurs  comme  une 
seule  droite  indéfinie  passant  pai'  le  centre,  et  dont  la  den- 
sité sei'ait  k  X  2t:  ^  dr  ='^-2,  c'est-à-dire  comme  si  toute 
la  niasïie  était  reunie  sur  l'axe  de  la  couclie, 

103.  Attraction  d'un  cylindre  circalaire  homogène,  plein, 
indéfini,  sur  un  point  de  son  intérieur  H'. 

Posons  : 
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On  aura  : 


n  =  —  2i  t  r  r  lir  log  r'  —  2=  i  r*  r  rir  log  R". 
Jii.r'logr'  =  r'(lo8i' 


Or: 

I); 
donc  : 

U  =  -  si  [R-  (log  R'  -  1)  -  R"  (log  B"  -  1)]  -  =i  R"  log  R'>, 

U  =  -  it  [R-  (2  log  R  —  1)  +  R"], 

ou  bien,  en  remplaçant  R"  par  a'  +  0': 

U  =  —  it  (a-  +  P')  —  I  tR"  (2  log  R  —  I). 
On  en  déduit  ; 

0»  S?  ■"ss=  =  -*='■• 

et  en  opérant  comme  dans  le  cas  de  la  splière,  on  montrera 
que  le  potentiel  logarithmique  relatif  à  un  cylindre  quel- 
conque satisfait  à  l'équation  ; 

quand  le  point  attiré  ne  fait  pas  partie  du  corps,  et  à  l'équa- 
tion (B)  dans  le  cas  contraire. 
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CALCUL  DU  HOUTEHEHT  DES  PLAIftTES  ET  DES  COHSTBS 
AUTOUR  DU  SOLEIL. 


104.  Nous  allons  partir  de  la  loi  de  la  gravitation  univer- 
selle :  nous  réduirons  le  Soleil  à  ,un  point  matériel  S  de 
masse  M,  la  planète  P  à  un  point  matériel  de  masse  m;  soit 
f  l'attractioa  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de  masse,  à 
l'unité  de  distance,  posons  r  =  SP;  le  Soleil  sera  soumis  à 
une  force  SA  dirigée  suivant  SP,  la  planète  à  une  force  PB 
dirigée  suivant  PS;  ces 
deux  forces  ont  la  même 

.  ,      -../Mm 
intensité — —■ 

Prenons  trois  axes  rec- 
tai^laires  fixes  OX, 
OY,  OZ  ;  désignons,  rela- 
T  tivement  à  ces  axes,  les 
coordonnées  de  S  par 
X,  Y,  Z,  celles  de  P 
par  Ç,  r„  ï.  Si  nous  re- 
marquons (jue  les  projec- 


Fiq  m 


lions  de  la  force  SA  sur  les  axes  sont  : 


ptm    T,  —  y,     /Mm    ;  — Z 
r*  r     '        r'  r 

nous  aurons  pour  déterminer  X,  Y,  Z  en  fonction  du  temps  , 
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trois  équations  semblables  à  la  suivante  : 

On  peut  diviser  par  M,  et  écrire  : 


,,,  1  in      ,    Y|-Y 

'  ipz    ,  !:  — z 

On  aura  de  même  pour  déterminer  le  mouvement  de  P 
les  trois  équations  suivantes  : 

11  ne  serait  pas  utile  d'intégi'er  ces  équations,  parce  qu'il 
serait  impossible  de  déterminer  les  constantes  ai'bitraires, 
positions  et  vitesses  initiales  du  Soleil  et  de  la  planète, 
relativement  à  des  axes  fixes,  quantités  que  nous  ne  con- 
naissons pas.  II  faut  chercher  le  mouvement  relatif  de  la 
planète  autour  du  Soleil.  Par  le  point  S  menons  trois  axes 
Hx,  Sy,  Sz  parallèles  aux  axes  fixes;  relativement  à  ces 
nouveaux  axes,  désignons  les  coordonnées  de  la  planète 
par  a;,  y,  z;  nous  aurons  : 

5  =  X  +  a:;    d'oii    ar  ^^  5  —  ^> 

dt'  ~dï*       rfc' 
et  deux  autres  équations  analogues  pour  déterminer  .-  '■  ^  ;■ 
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En  tenant  compte  des  équations  (1)  et  (2),  on  trouvera  : 
'  d^x_      f(Hi  +  m)x 


(3) 


d'z  _      /(M  -hm)  z 
dt'~~  r*         ' 


Ces  équations  sont  les  mêmes  que  si  l'on  avait  supposé 
tout  d'abord  le  Soleil  fixe  et  qu'on  ait  cherché  le  mou- 
vement absolu  de  la  planète  P  attirée  par  le  Soleil  par  la 

fm  (M  +  m)    -,  -_ 

force -j Nous  poserons  M  +  m  =  ji,   et  nous 


If* 

d'y 

r- 

d-: 
W* 

ru 

•L^+t^^O. 


En  partant  de  ces  équations,  on  prouvera,  comme  on  l'a 
fait  (tome  I,  p.  338),  que  la  courbe  décrite  pai"  la  planète  est 
située  dans  un  plan  passant  par  le  centre  du  Soleil.  Nous 
simplifierons  nos  formules,  en  prenant  ce  plan  pour  plan 
des  xy  ;  alors  z  =  0  et  il  reste  tes  deux  équations  ; 


f\LX^ 


(B) 


On  en  conclut,  comme  nous  l'ayons  déjà  vu  (tome  I,  p.  339)  : 
et  en  désignant  par  c  une  constante  arbitraire,  et  représen- 
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tant  par  0  l'angïe  que  fait  le  rayon  vecteur  r  avec  l'axe  des  x  : 
dy         dx 

On  défluit  encore  des  équations  (B)  : 


Inl^ratit,  et  (ïésigiiant  la  constante  arbitraire  par  ft,  il  vient  : 
(S) 


~        dp 

Les  coordonnées  polaires  r  et  0  seront  déterminées  en  fonc- 
tion du  temps  par  les  é^juations  (4)  et  (5).  Si  on  élimine  iH 
entre  elles,  il  vient  : 


c4i 

+  r"  M'      Ifr. 
r'dt'       ~    r 

•(•A, 

('î) 

' 

d'où: 

'•[rJ 

=  *  +  2fri- 

"l^j 

.' 

d9- 

r 

-cd 

r 

y/ h  +  ifiK^^- 

-4  y/"* 

■(4- 

~'^' 

En  in 

itégrant, 

et  désignant  la  constante  aibiti-aire 

paru, 

il 

vient 

»  — u  = 

c 

r 
-  arc  cos  ■  

c 

v/. 
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\  =  ^W' 


h 


V 


C'A 


On  reconnaît  l'équation  d'une  section  conique  dont  l'ori- 
gine est  un  foyer;  les  planètes  décrivant  toutes  des  ellipses 
et  non  des  hyperboles  ou  des  païuboles,  les  conditions 
initiales  doivent  être  telles  que  l'équation  (6)  représente 
une  ellipse. 

Faisons  tourner  l'axe  des  x  de  l'angle  w,  et  l'équation  (6) 
s'écrira  : 

,- f± 


Y' 


C'/I 

-7V' 


En  désignant  par  2a  le  grand  axe  de  l'ellipse,  et  par  e 
rexcentricité,  cette  équation  doit  pouvoir  s'écrire  ; 

_  a  (1  —  e*) 
i  -h  e  cos  8 

En  comparant  ces  deux  expressions  de  f,.il  vient  : 
^=a(l-.'), 


c'a 


On  tire  de  là  : 

(7)  A  =  ^^- 

a 

(S)  c^  =  ULa{i-e*). 

Les  deux  constantes  A  et  c  s'expriment  donc  au  moyen  de 
a  et  de  e,  qui  donnent  la  fomie  et  la  grandeur  de  l'ellipse. 
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c  étant  le  double  de  l'aire  décrite  dans  l'unité  de  temps 
par  ie  rayon  vecteur  de  la  planète,  on  a  : 

_  2T:afc  _  gît  a' kr^7 
c-     ^     -  T 

ou,  en  Taisant  : 

2-  .i/î i 

«  =  -=•    c  =  Ba'Kl— r; 

cette  valeur  de  c  étant  comparée  à  (8),  il  en  résulte  : 

(9)  B'fl'  =  /'H. 

n  est  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  rayon  vecteur,  qui 
décrit  l'angie  2k  dans  le  temps  T;  on  l'appelle  encore  sim- 
plement le  moyen  mouvement.  La  formule  (9)  montre  que, 
pour  les  planètes,  n  et  a  ne  peuvent  pas  avoir  des  valeurs 
quelconques;  pour  une  autre  planète  P',  on  aura  : 

ji'  =  M  +  ib'. 


de  manière  que  l'on  n'a  plus  : 


Ainsi,  nous  avons  trouvé  que  le  mouvement  de  ta  planète 
doit  bien  vérifier  les  deux  premières  lois  de  Kepler,  mais  ne 
satisfait  plus  à  la  troisième.  Toutefois,  si  l'on  remarque  que 

les  rapports  ^  >  -^  sont  très  petits,  et  égaux  au  plus'  à  jxgj;  • 
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dans  le  cas  de  Jupiter,  on  voit  que  le  second  membre  de 
l'équation  (10)  diffère  très  peu  de  1  ;  il  s'en  faut  donc  de 
bien  peu  que  la  troisième  loi  de  Kepler  soit  vérifiée,  et  de 
trop  peu  pour  que  Kepler  ait  pu  reconnaître  avec  les  obser- 
vations de  Tycho,  que  cette  loi  n'était  pas  tout  à  fait  exacte. 
L'expression  (5)  de  v',  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  ft, 
s'écrira  : 

Il  faut  maintenant  déterminer  la  position  de  la  planète  sur 
son  orbite  à  une  époque  quelconque.  Prenons  les  formules  : 


^^  a(l-0 
1  +  «  cos  9' 

et  éliminons  0  entre  les  deux  ;  nous  aurons  d'abord  : 


=  "'-'•'-'•;    sin.^''°'''-"-''Vrr7., 


sin  9  de  = 


a  il  —  f*)  dr 


d9  =  ?ili^     

r  K  fl'e'  —  \u  —  ry 

et,  en  reportant  dans  (12)  : 

(13)  ndt=.  '^^ 

0  |/«V  -  (a  —  !■)' 

la  valeur  absolue  de  a  —  r  doit  être  plus  petite  que  ae; 
nous  poserons,  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  u  ; 

a  —  r  =  ae  cos  h, 
d'où: 

(U)  r  =  0  (1  —  e  cos  «), 

la  formule  : 

drz=  de  sin  udu. 
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(13)  devient  ainsi  : 

ndt  =  (i  —  e  C03  tt)  dit, 

d'où  en  int^rant  et  désignant  la  constante  arbitraire  par  C  : 
(i5)  n/=:M  — esinu  +  C. 

Par  l'équation  précédente,  u  est  une  fonction  de  (; 
{■14)  donne  r  en  fonction  de  u,  donc  r  est  une  fonction  de  (. 
On  aurait  pu  intégrer  directement  la  formule  (13)  et  obtenir 
ainsi  r  en  fonction  de  (;  mais  l'expression, de  r  aurait  été 
compliquée,  et  l'introduction  de  la  variable  u  simplifie  le 
calcul  bien  que  le  résultat  final  soit  le  même. 

105.  Significatioo  géométrique  de  la  variable  u.  —  Sur 
le  grand  axe  AA'  de  l'ellipse 
comme  diamètre  décrivons 
un  cercle;  soit  M  un  point 
de  l'orbite  de  la  planète, 
"JA  N  le  point  du  cercle  corres- 
pondant à  la  même  abscisse 
lor  \\^  ^y       CP  =  X.  On  a,  comme  on 

sait  : 


=  SM  =  «  —  x=-a  —  e 


rfl(l- 


s  (IJ, 


d'où  : 

j;  =  fl  cos  H  ; 

le  triangle  rectangle  PCN  donne  : 

CP  =  a:=5;CN  cos  ACN  =  d  cos  ACN; 

on  aura  donc  : 

«  =  ACN. 

Cet  angle  u  est  ce  qu'on  appelle  l'anomalie  excentrique, 
0  ^  MSA  est  l'anomalie  vraie. 

Au  point  A,      «  =  0,      0  =:  0, 
en  A',     u  =  T.,      9  =  7:. 
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Comptons  le  temps  à  paitir  du  moment  où  la  planète  est 
à  son  périhélie;  aloi-s,  pour  /  r=  0,  u  =  0;  la  foi-mule  (15) 
domiera  G  =  0  ;  on  a  donc  : 

(!6)  H  —  esin  ti  =  ut, 

(i7)  r  =  a{l  —  e  cosu); 

l'équation  (IG)  donnera  n  en  fonction  de  t.  Égalons  l'expres- 
sion précédente  de  r  à  celle  fournie  par  l'équation  de  l'ellipse, 
et  nous  trouverons  : 

0(1  —  c  cos  h)  =  -,         -    -  :• 

d'où  : 

cos  M  —  e 


(18)  cos  8  = 

(17)  et  (18)  donneront  donc  r  et  6  en  fonction  de  u,  ^ui  est 
lui-même  donné  en  fonction  de  (.  On  tire  de  (18)  : 


-  e  cos  M 

et  de  celte  formule  combinée  avec  (18)  on  déduira  : 

/  r  cos  a  =  a  (cos  u  —  c), 
(  r  sîn  8  =  a  k"!  —  e'  sio  m. 

Loi-squ'il  s'iiffit  de  calculs  numt'iiipies,  ces  deux  formules 
peuvent reniplaceravantafîeuwmeiit  les  fomiulos  (17)  ol  (t8i  ; 
dans  ce  eus,  ou  peut  encore  trouver  des  formules  plus  avan- 
tageuses; on  déduit  en  effet  de  (18)  : 

cou'-  ^ 

l  — eCOSU  '"■*        "'  l — l'CO&lt 

I.  1       -.  ,i  ,  sin'  g 

2  sin'  -  =  1  —  cos  6  =  ^ — r~^ ;  =  2  (1  -+-  «}  r— 

2  1  —  c  cos  a  ^  '  1  —  e  cos  H 
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On  tire  de  là,  en  tenant  compte  de  (17)  : 


Kr  sin  ■  =:  k'a  (1  +  e)  sUi  ^ 


(20) 


/  Krcûs  -  =Ka(l  — #)cos  ~i 

Les  fonnules  {20)  sont  très  éléj^antes  et  très  simples,  quand 
il  s'agit  de  calculs  numériques;  la  formule  (21)  est  impor- 
tante, c'est  elle  que  l'on  devra  employer  s'il  s'agit  seulement 
de  calculer  6. 

106-  Développements  analytiques  de  r  et  0.  —  Nous 
poserons  : 

nt  =  K, 

la  quantité  ï  se  nomme  l'anomalie  moyenne;  c'et^t  l'angle 
que  ferait  à  l'époque  t,  avec  SA,  le  myon  vecteui-  <le  la 
planète,  si  ce  rayon  vecteur  tournait  uniformément  aulom'  du 
point  S,  de  manière  à  déciii-e  l'aigle  2i:  dans  le  temps  T. 
Nous  aurons  : 

M  —  e  sin  M  =  S, 
(28)  «  =  ;  +  e  sin  «, 

(tS\  -  =  I  —  f  cos  «. 

107.  Série  de  Lagrange.  —  Layrange  considère,  d'une 
manière  générale,  l'équation  : 

(h)  u  =  ;  +  em, 

qui  détennine  u  en  fonction  de  la  vaiiable  ;  et  du  pai-umètrc  e  ; 
il  se  propose  de  développer  une  fonction  donnée  de  u,  F(w), 
suivant  les  puissances  de  e,  et  il  donne  pour  cela  la  série 
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suivante,  qui  poile  son  nom  (')  : 

1.2.3         d;'         1.2...  m         d;— '  "^ - 

Nous  aurons,  dans  le  cas  actuel, 

/(»)  =  sin  II;     /'(!)=  sin  ;. 

Pour  développer  l'expression  (22)  de  r  suiv-ant  les  puis- 
sances de  e,  il  faut  développer  de  la  même  manière  cos  u; 
nous  ferons  dans  M  : 

F(ti)  =  cos«;      F(!;)=cos;:, 
et  nous  trouverons  : 

rf.sin'; 

c*    d'.sin*;  s"      d''~'sin"-^'; 

i.2.3    d;'     •■*     i.î...  w      d;--' 

Un  peut  développer  sin"*  'C  par  une  foitnule  connue,  sui- 

,  .  ,      ,  d"~^'sin"*'; 

vant  les  sinus  des  multiples  de  ;,  si  m  est  pair,  — .,,^ — 

se  trouvera  développé  de  la  même  manière;  mais  il  est  aisé 
de  voir  que  ce  développement  ne  contiendra  que  des  cosinus  ; 
enlîn,  on  peut  ordonner  l'elativement  à  cos  ;,  cos2;,  cos3;...  ; 
en  reportant  la  valeur  trouvée  pour  cos  u  dans  l'expression 

(23)  de  -'  et  négligeant  e',  on  aura  ; 
(N)         -  =  i  +  -  -  (e  -  -g- j  cos  ; 


-(^^)' 


(■)  Cl)  U-ouvera  la  diiiiiomtnitjon  de  i^ttc  foi-tnulc  dans  le  Coura  de  M.  Ilcrinite 
i  lu  facultj  d«s  ycieiices,  2°  OJÎIioji,  ji.  lUI.  —  Libi-JÎrio  A-  lleiinaim. 
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Dans  le  cas  des  planètes,  e  est  petit;  le  développement 
précédent  suffira  souvent;  il  ser^t  du  reste  facile  de  le 
compléter. 

Occupons-nous  du  développement  de  0;  paitons  pour  cela 
de  la  formule  : 

dt 
d'où,  à  cause  de  : 

n(  =  Ç;      r  =  a  (i  —  e  cos  h)  ; 

de  =  |/i  — "?  (1  —  e  cos  «)■"  ■  rfï- 

ou  bien,  endéveloppantparla  série  du  binôme  (1  — ecosti)"'. 

(Ï0=:  V'i—e''  (1  +  2e  cos»  4-  3e'  cos*  u  -t-  46*  cos'K...)rfi;. 

On  développera  l'expression  de  cos"  u  suivant  les  puis- 
sances de  c,  par  la  formule  de  Lagrange,  en  y  faisant  : 
F(u)  =  cos"  u;  on- développera  également  ]/{  —  e'  suivant 
les  puissances  de  «,  par  la  formule  du  binôme,  et  on  trou- 
vera ainsi  une  expression  de  la  forme  suivante  : 


d'où  en  intégrant,  sans  ajouter  de  constante,  parce  que 
pour  C  =  0,0=0. 

8  —  î;  4- B,  sin  ï -H  ^  sin  2C  +  ... 

On  trouve,  en  n^Iigeant  e*  comme  précédemment  : 

(P)         o_:  =  sin:(2.-^)+.sin2ï(|e'-*-J.') 

+  sin3i:i|«'-H^e*sinii:. 

J^s  foi-mules  (N)  et  (P)  peimettront  de  calculer  r  et  e 
pour  une  époque  quelconque;  comme  ces  calculs  se  repré- 

Despetroub.  —  Uécimique.  II.  4 
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senteront  fréquemment,  on  calculera,  pour  chaque  planète, 
deux  tables  faisant  connaître  les  valeui-s  numériquea  des 
seconds  membres  des  équations  (N)  et  (P)  pour  une  série 
de  valeurs  équidistantes  de  ;,  comprises  entre  0  et  360°  ;  le 

calcul  de  -  et  de  0  —  ;  sera  ainsi  très  simple;  on  obtiendra 

de  celte  manière  pour  une  époque  quelconque  les  valem-s 
numériques  de  r  et  8,  qui  se  nomment  les  coordonnées  dans 
l'orbite.  On  passera  de  là  aux  coordonnées  ic,'  y,  z  rapportées 
à  un  système  d'axes  rectangulaires  Sx,  By,  Sz  qui  sera  le 
même  pour  toutes  les  planètes;  on  obtiendra  ainsi  les  coor- 
données liéliocentriques  ;  il  faudra  ensuite  passer  aux  coor- 
données géocenfriquea,  de  manière  à  calculer  les  coordonnées 
de  lu  planète  et  les  comparer  à  celles  fournies  directement 
par  l'observation  ;  mais  ces  calculs  dépendent  du  cours 
d'astronomie,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  ici. 

108.  Calcul  des  coordonnéea  dans  l'orbite,  dans  le  cas 
du  mouvement  paraboliqae.  —  Considérons  d'aboM  une 
orbite  elliptique  très  allongée,  dans  laquelle  a  serait  très 
grand,  et  e  très  voisin  de  \  ;  soit  m  la  masse  du  corps  circu- 
lant sur  cette  orbite,  2a  et  26  les  longueurs  des  axes  de 

l'orbite,  p:=^  —  =  a{^i  —  e*)  son  paramètre;  on  aura  : 

ou  bien,  à  cause  de 

«*  a*  =  /{M  +  m)  : 
(23)  G  =  Vf{}\  +  m)  y  p. 

Si,  maintenant,  on  fait  tendre  a  vers  l'infini,  de  manière 
que  —^p  reste  fini,  l'ellipse  aura  pour  limite  une  parabole 
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de  paramèlre  p,  et  les  équations  (24)  et  (âi^)  auront  encpre 
lieu;  lu  masse  m  de  h  comète  étai)t  né^'litjiouhlc  ijeviiiit  lu 
iiiustR!  M  du  Soleil,  on  jioun-d  éiiiire  : 


c 

=  1 

/fHp.     ou     0  =  1(1^?, 

en  faisant  : 

Ii-  =  f». 

On  aura  donc  ; 

r'  II»      ,.  ./- 

r  : 

_        P        _      f      . 

'*™'      îoos-î 

reportant  cette  valeur  de  r  dans  l'équation  précédente, 
■viendra  : 


=(...■;) 


['Mb'- 


En  intégrant,  suns  ajouter  de  constante,  ce  ijui  reviendra  ù 
coniptei*  le  temps  à  partir  du  moment  du  passage  de  lu 
comète  au  périhélie,  où  6  :=  0,  on  aura  : 


(0) 

SK<       .    S 
p.            « 

(B) 

r  =  — 2- 

2cos' 

On  trouvera  donc  6  en  fonction  de  i;  en  résolvant  une  équa- 
tion (Q)  du  troisième  degré,  la  formule  (R)  donnera  ensuite  r. 
Pour  faciliter  le  calcul  de  0,  on  construira  une  table 

donnant  les  valeurs  numériques  de  la  fonction  tg  ô  +  â  tg*  s' 
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pour  des  valeurs  de  6  équidistantes  et  assez  rapprochées; 
cette  table  sei^vira  pour  toutes  les  comètes;  soit,  pour  la 
comète  considérée,  et  pour  l'époque  (, 

on  cherchera  par  intei'polation  dans  la  taijie  la  valeui'  de  ô  (elle 
que  la  valeur  correspondante  de  tg  0  +  ^  tg*  =  soit  égale  à  N. 

109.  Détermination  des  masses  des  planètes.  —  Consi- 
dérons une  planète  accompagnée  d'un  ou  de  plusieurs  satel- 
lites ;  soient  m  la  masse  de  cette  planète,  a  le  demi-^and  axe 
de  l'orbite  qu'elle  décrit  autour  du  Soleil,  T  la  durée  de  sa 
révolution  sidérale  ;  soient  de  même  m'  la  masse  d'un  des 
satellites,  a'  le  demi-grand  axe  de  l'orbite  qu'il  décrit  autour 
de  sa  planète,  T'  la  durée  de  la  révolution  de  ce  satellite, 
et  enfin  M  la  masse  du  Soleil;  on  aura,  comme  on  l'a  vu 
précédemment,  la  relation  : 

,,.r  ^       4:;*  a' 

On  aura,  de  la  même  manière,  dans  le  mouvement  du  satel- 
lite autour  de  la  planète  : 

47:'  a'*  ■ 
f{m  +  m')  =  -^îTï-' 

d'où,  en  éliminant  f: 

Le  rapport -7  est  connu  par  les  observations;  il  en  est  de 
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T' 
même  du  rapport  ■=■;  si  l'on  en  excepte  la  Lune,  le  rap- 
port —  est  très  petit,  toujours  au-dessus  de  ttjqôâî  en  négli- 
geant cette  petite  quantité,  l'équation  (1)  donne  : 

M 


;  + 1 


=(^)W' 


et  le  plus  souvent,  comme  m  est  très  petit  devant  M,  on 
pourra  se  borner  à 

d'où  : 


=œw- 


Ce  moyen  de  déterminer  la  masse  d'une  planète,  ou  plutôt, 
le  rapport  de  sa  masse  à  celle  du  Soleil,  peut  être  et  est 
réellement  employé  pour  Mars  qui  a  2  satellites  connus 
depuis  peu,  pour  Jupiter  qui  en  a  4,  Saturne  8,  Uranus  4 
et  Neptune  1  ;  dans  le  cas  où  il  y  a  plusieurs  satellites,  on 
peut  employer  chacun  d'eux  à  la  détermination  du  rap- 
port ïj;  on  aura  ainsi  une  vérification  et  une  précision  plus 

grande. 
Dans  !e  cas  de  la^  Terre,  nous  avons  dit  qu'on  ne  peut  pas 

n^liger  —  dans  l'équation  (4)  ;  on  peut  s'adresser  à  d'autres 

phénomènes  qui  font  connaître  le  rapport  de  la  masse  de  la 
Lune  à  la  masse  de  la  Terre  ;  par  exemple,  au  phénomène 
des  marées,  ou  mieux  encore  à  celui  de  la  nutation  de  l'axe 
terrestre,  d'où  l'on  tire 


m       81' 
l'équation  (1)  donnera  ensuite  le  rapport  de  la  masse  de  la 
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Terre  à  la  masse  du  Soleil.  Mais  il  vaut  mieux  employer  le 
moyen  suivant  : 

Supposons  la  Terre  sphérique,  et  composée  de  couches 
Rphériques  concentriques  homogènes (  soit  r  son  rayon; 
l'attraction  de  la  Terre  sur  l'unité  de  masse  placée  en  un 

point  de  sa  surface  sera  —j  ;  c'est  l'accélération  g  de  la 

posanlom-;  oti  aura  donc  : 

r'       •' 
On  n  du  resie  : 

d'où,  en  éliminant  f: 

m  gr*  T* 

tout  est  ctotnme  dans  le  second  memlire;  on  aura  donc  le 

M 

rapport-- 

Soit  n  la  parallaxe  horizontale  moyenne  du  Soleil^  on  a  : 


l'équation  précédente,  en  négligeant  1  devant  -  '  donnera 


m       jT'  sln'  a 

Oh  ppul  remplacer  3in  ra  par  n,  parce  tpio  a  est  trôs  petit  ; 
on  h-nltvn  ainsi,  en  désignant  par  /;  une  constante  liien 
connue  par  les  observations  : 

de  manière  qlie,  k  parallaxe  du  Soleil  étant  supposée 
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connue,  soit  par  les  observations  du  passive  de  Vénus, 
soit  par  tout  autre  moyen,  on  aura  le  rapport  -;  inverse- 
ment, si  le  rapport  de  la  masse  de  la  Terre  à  celle  du  Soleil 
était  supposé  connu,  on  en  déduirait  la  parallaxe  du  Soleil 
et,  par  suite,  sa  distance  à  la  Terre  ('). 

Restent  donc  les  deux  seules  planètes,  Mercure  et  Vénus, 
dépourvues  de  satellites,  et  dont  on  ne  peut  pas  trouver 
les  masses  par  le  procédé  ci-dessus.  Disons  en  peu  de 
mots  comment  on  arrive  à  la  connaissance  de  ces  deux 


Nous  avons  vu  que,  si  une  planète  existait  seule,  elle 
décrirait  une  ellipse  invariable  autour  du  centre  du  Soleil 
comme  foyer,  mais  il  n'en  est  pas  ainsi;  la  planète  'est 
soumise  aussi  à  l'attraction  des  autres  planètes;  de  là 
naissent  des  forces  dont  il  faut  tenir  compte,  mais  qui, 
heureusement,  sont  petites,  parce  que  les  mqsses  des 
planètes  sont  petites  en  comparaison  de  la  masse  du  Soleil, 
et  que  les  planètes  n'arriveut  jamais  à  passer  très  près  les 
unes  des  autres.  Il  en  résulte  que  chaque  planète  décrit  autour 
du  Soleil  une  courbe  peu  différente  de  l'ellipse  primitive; 
elle  éprouvera  seulement  des peiturbations;  le  calcul  de  ces 
perturbations  est  extrêmement  compliqué;  c'est  l'objet 
principal  de  la  Mécanique  Céleste. 

Ainsi,  l'action  de  Vénus  fera  sortir  un  peu  la  Terre  de  son 
orbite  elliptique;  on  conçoit  que  de  ces  déi'angements  on 
puisse  déduire  la  masse  de  Vénus;  on  déduira  de  même  la 
niasse  de  Mercure  des  perturbations  qu'elle  fait  subir  au 
mouvement  de  Vénus,  ou  mieux  encore  des  perturbations 
qu'elle  produit  dans  le  mouvement  des  comètes,  telles  que 
la  comète  d'Encke,  qui  approchent  beaucoup  plus  de  Mercure 


(')  Nous  noua  sommes  bornés  à  donner  une  îdiSe  de  la  méthode,  qui  est  plus 
rompliquéc  pu  réalité,  cai'  11  fiint  lenir  compte  de  ce  que  la  Terre  n'est  pas 
^érique,  et  de  son  mouvement  Je  ixitation. 
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que  ne  le  fait  Vénus.  On  a  trouvé  ainsi  les  nombres  suivants, 
adoptés  par  Le  Verrier. 


PLAN^M. 

H 

PLAKÉTIB. 

î 

Mercure. 
Vénus. 
La  Terre. 
Mars. 

1 

Jnpiler. 
Saturne. 
Uranus. 
Neptune. 

1 

1050 

1 
3512 

1 

1 320  000 

1 
412150 

1 
32i440 

1 

24  000 

1 

3  093  000 

14  400 

La  masse  de  Jupiter  est,  à  elle  seule,  plus  grande  que  la 
somme  des  masses  de  toutes  les  autres  planètes.  Quant  â  la 
somme  des  masses  des  petites  planètes  connues  ou  incon- 
nues, Le  Verrier  a  montré  qu'elle  est  plus  petite  que  le 
huitième  de  la  masse  de  la  Terre. 

Les  lois  de  la  gravitation  s'appliquent  aux  étoiles  doubles, 
dont  les  mouvements  découverts  par  W.  Ilerschel,  sont 
soumis  aux  deux  premières  lois  de  Kepler..  Désirons  par  M' 
et  m'  les  masses  de  l'étoile  principale  d'une  étoile  double  et 
de  son  satellite,  T'  la  durée  de  la  révolution  du  satellite 
autour  de  l'étoile  principale,  M  la  masse  du  Soleil,  m  celle 
de  la  Terre,  T  la  durée  de  l'année  sidérale,  a  le  demi-^and 
axe  de  l'orbite  'de  la  Terre,  a'  le  demi-^rand  axe  de  l'orbite 
du  satellite  stellaire,  A  la  distance  de  l'étoile  double  au 
Soleil  ;  en  supposant  que  la  constante  f  soit  la  même  dans 
les  deux  systèmes,  on  aura  les  relations  suivantes  : 


«M- 


m')  = 


^T^a'^ 
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d'où,  avec  une  précision  bien  suffisante  ; 

M'  +m'  _^T^ 
M       ~  a*  T'»' 

Les  observations  font  connaître,  non  pas  a',  mais  le 

rapport  -7-»  que  nous  représenterons  par  a';  nous  aurons 

donc  : 

de  telle  sorte  que,  si  la  distance  A  de  l'étoile  double  au 
Soleil  est  connue,  on  en  déduira  la  somme  des  masses  des 
deux  composantes.  On  trouve  ainsi  dans  le  cas  de  70  p 
Ophiuchus,  que  la  somme  des  masses  des  deux  composantes 
est  égale  à  environ  trois  fois  la  masse  du  Soleil. 

Dans  les  belles  expériences  de  Cavendisch,  on  a  pu  mettre 
en  évidence  l'attraction  de  deux  sphères  l'une  sur,-rautre  à 
la  surface  de  la  Terre,  et  en  conclure  le  rapport  de  la  masse 
de  la  Terre  à  celle  de  chacune  des  sphères.  On  conçoit  donc 
qu'étant  donnée  la  masse  d'un  corps  pris  sous  nos  yeux,  on 
puisse  exprimer  combien  de  masses  égales  à  celle  du  corps 
sont  contenues  dans  le  soleil,  ou  dans  les  diverses  planètes. 
On  déduit  aussi  des  expériences  de  Cavendisch  la  densité 
moyenne  de  la  Terre,  et  on  en  conclut  les  densités  moyennes 
des  divers  corps  de  notre  système  planétaire. 
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HOVTEMENT 
D'UN  POIRT  lUTÉRIEL  SUB  OHE  SURFACE  FŒ  DORHÉE, 

110.  Avant  de  nous  occuper  du  mouvement  d'un  point 
matériel  sur  une  surface,  nous  allons  donner  une  généra- 
lisation importante  du  piincipe  des  aires. 

Considérons  un  point  matériel  libre,  ou  rendu  tel 
par  l'introduction  de  la  résistance  de  la  courbe  ou  de 
la  surface  sur  lesquelles  il  pourrait  êti"e  assujetti  à  rester; 
soient  X,  Y,  Z  les  projections  sur  trois  axes  rectangulaires 
de  la  résultante  R  des  forces  qui  agissent  sur  le  point 
matériel;  on  aura  : 

(1)  "•ïii  =  X;    •»i,.  =  ï;    '»3iî=^- 

On  en  déduit  : 

d'y 


)ment  de  la  force  R  pj 
t  est  nul,  on  aura  : 

d  (   dy        dx\      . 


a; Y  —  î/X  est  le  moment  de  la  force  R  par  rapport  à  l'axe 
des  z;  si  ce  moment  est  nul,  on  aura  : 
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c'est  à  dire  que  le  principe  des  aires  aura  lieu  pour  la  projec- 
tion du  mouvement  sur  le  plan  des  xij.  Le  moment  de  R 
par  rapport  à  Os  sera  ntil,  si  R  rencontre  0;;,  ou  lui  est 
•paniUèle;  on  a  donc  ce  théorème  : 

Quand  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  un  point 
matériel  est  toujours  dans  un  même  plan  avec  une  droite 
fixe  Oz,  îea  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  de  la  projec- 
tion du  mobile  sur  un  plan  xOy  perpendiculaire  d  Or  êont 
proportionnelles  aux  temps. 

Réciproquement,  si  les  aires  sont  proportionnelles  aux 
temps,  l'équation  (3)  a  lieu  et  (2)  donne  ; 

œY  -  yX  =  0, 

c'est  à  dire  que  le  moment  de  la  force  R  par  rapport  à  Oz 
est  nul,  ou  que  R  est  toujours  dans  un  même  plan  avec  Or. 
On  voit  que  dans  ce  cas  on  a  une  intégrale  (3),  c'est 
l'intégrale  des  aires. 

114.  MoQTemeQt  d'un  point  matériel  sur  nne  surface 
fixe  donnée.  —  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point, 
qui  se  trouve  constamment  sur  la  surface. 
(*)  f{x,y,z)=.0. 

Nous  supposerons  que  le  point  ne  puisse  pas  sortir, 
dans  son  mouvement,  de  la  surface  (i),  quelles  que  soient 
les  combinaisons  mécaniques  employées  pour  obtenir  ce 
résultat;  par  exemple,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  surface 
constitue  un  obstacle  matériel  sur  lequel  le  mobile  se  trouve 
appuyé.  Nous  continuerons  d'appeler  réaction  de  la  surface, 
la  force,  dirigée  suivant  la  normale,  capable  de  tenir  lieu  de 
la  présence  de  la  surface.  Soit  N  cette  réaction  inconnue  ; 
en  l'introduisant,  nous  pourrons  considérer  le  point  comme 
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libre  ;  soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  qui  agit 
directement  sur  le  mobile,  nous  aurons  : 


d'x     „     „„  df 
ar  dx 


7;    m'HB'^iïï 


En  éliminant  NV  entre  les  trois  équations  (2),  on  aura 
deux  équations  qui,  combinées  avec  (1),  permettront  de 
déterminer  x,  y,  2,  en  fonction  de  (;  l'une  des  équations  (1) 
servira  ensuite  à  déterminer  NV,  d'oii  la  valeur  de  N  et  le 
signe  de  V. 

Assez  souvent,  on  profite  de  l'équation  de  la  surface 
pour  exprimer  x,  y,  z  en  fonction  de  deux  variables  indé- 
pendantes X  et  [A.  Par  exemple,  si  l'équation  (1)  est  celle  de 
l'ellipsoïde  : 

X*      y*      s* 
«'       0'      c" 


on  pourra  poser  : 

a!  =  ocosXcos[*;      y 

=  &  cos  X  sin 

i^; 

:  =  csw 

Soit  d'une  manière  générale  : 

(3)              aî  =  ?(X,  [.);'    s 

■=♦(>.,  ri; 

=  = 

Z().,|.) 

On  tirera  de  ces  équations 

ex 
dt'' 
en  fonction  de 

de 

5F' 

.        d\ 

df 
dt' 

IF' 

df' 

et  on  portera  dans  (2)  ;  en  éliminant  N,  on  aura  les  deux 
équations  du  mouvement  en  fonction  de  «  et  v.  Lagrange  a 
fait  connaître  un  procédé,  sur  lequel  nous  aurons  à  revenir 
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plus  tard,  qui  permet  d'écrire  immédiatement  ces  deux 
équations  difTérentielles  d'où  dépendent  X  et  v.. 

Il  faut  toujours  avoir  soin  d'appliquer  le  principe  des 
aii-es  et  celui  des  forces  vives,  quand  les  conditions  supposées 
I)ai'  ces  principes  sont  remplies.  Ainsi  nous  avons  trois 
moyens  :  i"  emploi  des  équations  (2),  qui  déterminent  tout; 
2°  emploi  des  équations  de  Lagrange;  3"  emploi  des  théo- 
rèmes généraux.  Dans  les  deux  dernières  méthodes,  on  ne 
fait  pas  intervenir  la  pression  exercée  par  le  mobile  sur  la 
surface  et  par  suite  la  réaction  de  la  surface. 

Le  mouvement  du  point  une  fois  coqnu,  on  trouve  très 
facilement  la  pression  qui  s'exerce  sur  la  surface  directrice, 
soit  analytiquement  au  moyen  des  équations  (2),  soit  géomé- 
triquement, en  introduisant  la  considération  de  la  force 
tangentielle  et  de  la  force  centripète,  comme  nous  allons  le 
faire  voir. 

Soient  M  la  position  du  mobile  sur  sa  trajectoire;  MN  la 
normale  à  la  surface,  sur 
laquelle  nous  portons  une 
longueur  représentant  la 
réaction    inconnue    N, 

qu'on  veut  déterminer; 
>  ' 

MC  la  normale  princi- 
pale de  la  trajectoire  en 
M;  p  le  rayon  de  cour^ 
bure  MC;  9  l'angle  de  ce 
rayon  de  courbure  avec 
la  noi-male  MH;  MP  la 
force  motrice  P;  R  le 
rayon  de  courbure  MH 
-•*  de    la  section   normale 

ayant  la  même  tangente  en  M  que  la  trajectoire.  On  aura 

par  le  théorème  de  Meunier  : 

(a)  .  p  =  R  cos  8. 
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Les  forces  N  et  P  doivent  être  équivalentes  à  i'enseqible 

des  forces  —  dirigé  suivant  MC,  et  m  -.■  dirigé  suivant  la 

tangente  MT;  en  projetant  sur  MN,  on  aura,  eu  désignant 
par  Q  la  projection  de  la  force  motrice  : 

N_Q  =  ^cos«, 
p 
ou,  à  cause  de  (a)  : 

La  force  Q  sera  regardée  comme  positive,  quand  elle  aura 
une  direction  opposée  à  celle  du  rayon  de  couibure  MH  de 
la  section  normale,  et  négative  dans  le  cas  contraire.  La 
réaction  N  de  la  surface  sera  positive  quand  elle  sera  dir^ée 
suivant  M  H,  et  n^ative  dans  le  cas  contraire, 

412.  Cas  où  aucune  torce  extérieure  n'agit  sur  le  mobile. 

—  La  seule  force  dont  il  y  aura  à  tenir  compte  sera  la  i-éac- 
tion  normale  de  la  surface  ;  on  sait  que,  pour  un  point  libre, 
la  résultante  des  forces  est  située  dans  le  plan  osculateur; 
ainsi,  la  normale  à  la  surface  est  une  normale  à  la  courbe 
décrite  par  le  mobile  situé  dans  le  plan  osculateur,  donc 
c'est  la  normale  principale  de  la  courbe,  et  le  plan  oscu- 
lateur est  normal  à  la  surface  en  chacun  des  points  de  la 
trajectoire.  Donc  la  ti'ajectoire  est  une  ligne  géodésique  de 
la  surface.  On  aura  en  outre  : 

p  dt 

Ainsi,  la  vitesse  est  constante,  et  la  réaction  de  la  surface 
est  en  raison  invei-se  du  rayon  de  courbure. 
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Heharque.  —  Les  l^nea  géodésiquea  définies  par  la 
condition  d'avoir  leur  plan  osculateur  normal  à  la  surface 
en  tous  les  points,  jouissent  donc  des  trois  propriélôs 
suivantes  : 

1°  Propriété  géométrique.  —  EHles  sont  les  plus  courtes 
entre  deux  de  leurs  points. 


-  C'est  la  figure  d'équilibre  d'un 


2°  Propriété  statique, 
fil  tendu  sur  la  surface. 

3P  Propriété  dynamique.  —  C'est  le  chemin  que  suit  sur 
la  surface  un  mobile  abandonné  à  sa  propre  vitesse. 

Le  moyen  le  plus  commode  de  déterminer  les  lignes  géode- 
siques  d'une  surface  est  souvent  de  les  considérer  comme 
les  trajectoires  décrites  par  un  point  matériel  lancé  sur  la 
surface  sans  qu'aucune  force  extérieure  n'agisse  sur  lui  ('). 

113.  HouTement  d'au  point  matériel  pesant  sur  un  plan 
incliné.  —  Soit  le  plan  FCD,  faisant  l'angle  a  avec  le  plan 
borizontal  HCD.  On 
peut  décomposer  ie 
poids  MP  XX  mg  du 
point  matériel,  en  deux 
forces  :  l'une iS.B  =  mg 
cos  a  normale  au  plan, 
l'autre  MA  =  mg  sin  a 
dirigée  suivant  la  ligne 
de  plus  grande  pente; 
il  y  aura  aussi  à  consi- 
dérer la  réaction  nor- 
male N  du  plan;  en  sorte  que  le  point  matériel  sera 
soumis  à  l'action  des  forces  N  et  mg  cos  a,  normales  au 


(>)  Voir  :  JicoBi,  Vorleêungen  uber  Dynamik,  pour 
li^es  géodésiqoes  de  l'ellipsoïde. 


1  (Iclermi  nation  dea 
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plan,  et  à  la  force  mg  sin  «  située  dans  le  plan,  et  ayant 
dans  ce  plan  une  direction  constante.  On  aura  : 

N  =  fflff  cos  a, 
et  le  mouvement  sera  produit  exclusivement  par  la  force 
mg  sin  a,  de  direction  et  d'intensité  constantes.  Donc,  ce 
mouvement  sera  un  mouvement  parabolique,  l'axe  de  la 
pai-abole  étant  parallèle  à  la  ligne  de  plus  gi-ande  pente  du 
plan.  Si  la  vitesse  initiale  était  nulle,  le  mouvement  aurait 
lieu  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  ;  on  pourra 
appliquer  les  formules  données  pour  le  mouvement  des 
corps  pesants  dans  le  vide,  en  y  remplaçant  g  par  g  sin  «. 

114.  HouTement  d'un  point  matériel  pesant  sur  nne 
sarface  de  révo- 
lution dont  l'axe 
est  vertical.  — 
Prenons  l'axe  de 
révolution  pour 
axe  des  z,  et  sup- 
posons-le vertical 
et  dirigé  vers  le 
haut;  soient  a;,  i/,z 
les  coordonnées 
du  mobile;  au  lieu 
de  ic  et  y  nous 
prendrons  les  co- 
ordonnées polai- 
res r  et  0,  de  ma- 
nière que  J,  r  et  0 
Xseiont  les  coor- 
données du  mo 
^  /^  bile  ;  l'équation  de 

la  surface  de  l'évolution  sei'a  : 


/' 

~~-\ 

W- 

— —--^ 

V' 1 

"-r/V 

^ 

Fij,188 
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A  la  pesanteur.tng,  il  faudra  joindre  la  réaction  normale 
de  la  surface,  laquelle  sera  située  dans  le  plan  méridien  et 
rencontrera  Oz;  la  résultante  des  deux  forces  qui  agissent 
sur  le  mobile  rencontrera  cet  axe,  et  le  principe  des  aires 
aura  lieu  pour  la  projection  sur  le  plan  xOy;  le'  principe 
des  forces  vives  a  lieu  aussi  ;  on  aura  donc  : 


dx' 

+  dy' 

+  d=' 

if 

ix' 

+  dy' 

=  dr> 

+  r'  lis' 

, 

rfr'  +  r*  rfe 

'  +  iij' 

ei  en  remplaçant  dz  par  f'{r)  dr  : 

,_dr'\l  +r'{r)\-i-r'd6\ 

si  l'on  met  au  lieu  de  di  sa  valeur  r'  —  »  il  vient  : 
c 

drMl+/"(r)i  +  r*do' 
«'='=' ^0.-^ =  "o'  +  2?2o  -  *ff  /'C")' 

et  en  résoh'ant  par  rapport  kd^: 


r    Y  r-\v.'  +  ïgz,  -  ig  t(r)  | 
ou,  en  intégrant  ; 


On  aura  donc  l'équation  de  la  projection  de  la  trajectoire  par 

Despethocs.  —  Mécanique.  II.  5 
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une  quudi-ulure;  on  aura  ensuite  : 


et  en  lemplaçanl  (iO  par  hu  valeur  ci-dessus  : 


l  +  /"lrl 

'    -'■'T,-! 

«.•  +  Jj:.  -  ig  m  1  -  c' 

-^Tw,.!/ 

1  +  /■'  C) 

(^>       -         ^.  ■  "  r  r-  s  c.'  +  igz,  -  igfir)  |  -  c' 

en  désignant  par  )■„  i'„  z,  et  %  les  voleurs  initiales  de  r,  y,  z  et  9. 

Il  nous  reste  à  déterminer  la  constante  c,  à  t'aide  des 
conditions  initiales. 

Désignons  en  général  pur  a  l'angle  que  fait  la  vitesse  au 
point  M  avec  la  tangente  au  parallèle  en  ce  point  ;  soient 
M'  un  point  infiniment  voisin  de  M,  M'N  le  méridien  du 
point  M',  qui  rencontre  en  N  le  méridien  du  point  M;  on  a  : 

MN       rdi 
cos.  =  ^  =  -^; 

d'où; 

tJ  cos  a  =  ^-  =  -ï-tt; 
donc  : 
(i)  c  =  r  lî  cos  a. 

En  appliquant  cette  équation  générale  â  l'Instant  initial,  on 

aura: 

(C)  c  =  r,  V,  C08  K,, 

Ko  est  l'une  des  données  :  c'est  l'angle  que  fait  la  vitesse 
initiale  avec  ta  tangente  au  parallèle  du  point  de  départ, 

Reste  enfin  à  fixer  le  signe  qu'on  doit  prendre  au  départ, 
dans  les  formulei  (A)  et  (B)  ;  on  a  : 

âi^f  (r)  ir. 
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Si  /■('■.)  >  0,  3  augmente  avec  r;  si  ilont:  en  M,  ie  mobile 
est  lancé  au-dessus  du  parallèle  du  point  M„  r  devra  com- 
mencer pai'  croître  ;  il  faudra  prendre  aloi-s  le  signe  +  dans 
les  formules  (A)  et  (B).  Les  formules  (A),  (B),  (C)  résolvent 
donc  entièrement  le  problème. 

115.  Lignes  géodésiqueB  des  surfaces  de  révolution.  — 
Si,  dans  les  formules  ci-dessus,  nous  supposons  3  =  0,  nous 
aurons  la  trajectoire  suivie  sur  'notre  surface  de  révolution 
par  un  point  matériel  animé  d'une  vitesse  initiale,  sans 
qu'aucune  force  agisse  sur  lui;  nous  savons  que  cette  tra- 
jectoire est  une  ligne  géodésique  de  la  surface;  en  faisant 
varier  r„  6,,  f„  «,,  on  aura  toutes  les  lignes  géodésiques. 

L'équation  (A)  donnera,  en  faisant  —  =  r  : 


V  étant  constamment  égal  à  v.  dans  ce  cas,  la  formule  (i), 

donnera  : 

(3)  ■  r  cos  a  =  -  =  i. 

C'est  la  propriété  caractéristique  des  lignes  géodésiques 
des  surfaces  de  révolution,  et  c'est  d'elle  qu'il  faudra  partir 
en  général  pour  trouver  les  équations  de  ces  lignes;  elle 
exprime  qu'en  chacun  des  points  d'une  de  ces  lignes,  le 
produit  de  la  distance  de  ce  point  à  l'axe  de  la  surface,  par 
le  cosinus  de  l'angle  que  fait  en  ce  point  la  ligne  géodésique 
avec  le  parallèle,  est  constant. 

Proposons-nous  comme  application  de  trouver  les  lignes 
géodésiques  du  cône  de  révolution.  On  aura  pour  l'équation 
tlinerentielle  des  lignes  géodésiques  du  coue  : 

r^^l~k' 
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Soit  3  l'aiiy'c 

uu  sommet  du  cône,  on  a  : 

lionc  : 

et 

par  suite  : 

smf 

;  =  r  colg  ?, 

f{r)  =  r  cotg  5, 

r 

,.K^   ^ 

f 

d'où  on  déduit 

arccos*=smM«-«.), 

*=cos|(9-6.)smp(. 

i 

"cos[(9  — V  sin  M" 
On  déterminera  les  constantes  k  et  e„  en  écrivant  que  la 
1^8  géodésiqu»  passe  par  deux  points  donnés. 
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APPUCinOH  AD  HOWEHENT  BO  PENDULE  CONIQUE. 

116.  Considérons  un  pendule  simple  formé  par  un  point 
matériel  pesant  M,  de  masse  m,  suspendu  à  un  point  fixe  O, 
par  l'intermédiaire  d'un  fil  OM;  si,  après  avoir  écarté  ce 
„  pendule  de  la  verticale  0:, 

^  T\  ^  °"  imprime  au  point  M 

^^  j    \  une  vitesse  qui  ne  soit  pas 

^^  I        \  contenuedansleplanzOM, 

\(i  ce  pendule  se  déplacera  en 

\         tournant  autour  de  la  ver- 
■  Kg.  169  ,•''         ticale,  en  s'élo^nant  et  en 

p  se  rapprochant  alternati- 

I  vement  de  cette  verticale  ; 

*  ce  sera  ce  qu'on  appelle 

un  pendule  conique.  Le  point  matériel  M  pourra  être  consi- 
déré comme  assujetti  à  rester  sur  la  surface  d'une  sphère, 
ayant  le  point  O  pour  centre,  et  pour  rayon  la  longueur 
l^  OM  du  pendule;  la  réaction  de  la  surface  sera  rem- 
placée par  la  tension  du  fil. 

Nous  supposerons  l'axe  Oz  vertical  et  dirigé  vers  le  bas; 
nous  prendrons  des  coordonnées  polaires  r  et  9  sur  le  plan 
xOy,  de  manière  que  les  coordonnées  du  point  M  seront  z, 
T  et  6.  On  aura  : 

1»'  +  y'  +  î*  ^  /*;      a:  =  r  cos  6;       y—  rsin  8, 
=•  4-  r'  =  /*. 
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Le  principe  des  forces  vives  donnera  : 
v'-igz  +  C. 
Celui  des  aires  a  lieu  sur  le  plan  xOy;  on  aura  donc  : 


D'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment,  les  constantes 
c  et  o'  auront  pour  valeurs  : 


(«) 

c  =  r. 

c»  cos  a,, 

m 

(?=«, 

-il,.. 

On» 

d'ailleurs  : 

«• 

ilr'  + 

r'  Ile  +  dz- 
if 

Donc 

en  BOmme, 

nous  avons 

les  équations 

(1) 

r'  = 

'-s; 

m 

ll«  = 

eit 

m 

dr_ 

+ 

r'  if  + 

^^m* 

On  tire  de  (3),  en  y  remplaçant  rfe  et  r  par  leurs  valeurs 
(2)  et  {\)  : 

(A)  it=.-  =^"' 


|/(ÏJ3  +  c')(/'-3»)-c' 

(2)  donne  ensuite  : 
(B)  d»  =  - 


On  prendra  dans  ces  formules  le  signe  +  quand  le  mobile 
descendra,  c'est-à-dire  quand  z  croîtra,  et  le  s^ne  —  dans 
le  cas  contraire. 
Les  formules  (A)  et  (B)  résolvent  le  problème;  on  ne  peut 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


DYK&MIQUl':.  71 

iDtégrfr  sans  le  secours  An  intégrale*  elllptlqu«i,  mais  on 
est  rainené  aux  quadratureB,  et  on  peut  discuter,  comm? 
nous  le  verrons  tout  i  l'heure. 

11-7,  Discussion,  —  posons  ; 
et  nous  aurons  : 

Cherchons  à  séparer  les  racines  de  l'équation  ç (z)  =  0; . 
remarquons  d'abord  que  l'on  doit  avoir  :  ^ (z,)  >  0;  autre- 

ment  -r;  senùt  imaginaire  pour  x  =  z.  et  pour  les  valeurs 

voisines;  on  peut  du  reste  le  constater;  on  a  en  effet  : 

ou  bien,  en  remplaçant  o  et  c'  par  leurs  expressions  (a)  et  (((), 
et  V  —  z,'  par  r,'  : 

(6)  f  (2,)  =  u,'  r*  —  c,*  r."  cos*  «,  =  r,*  r»*  sin'  «,. 

On  trouve  ensuite  : 

ç  (—  oc)  =  +  »;      ^  (—  /)<  0;      r  (2.)  >  0; 

T  (+  0  =  ~  C. 

Donc,  l'équation  f  (z)  =  0,  qui  est  du  troisième  degré,  a  ses 
trois  racines  réelles  et  comprises,  la  première  entre  —  ao 
et  —  (,  la  seconde  entre  —  l  et  z„  et  la  troisième  entre  z, 
et  +  i. 

Soit  —  fia  racine  négative  pins  grande  que  î,  en  valeur 
absolue,  <x  et  ^  les  deux  autres  racines,  0  <  a;  on  aura  : 

(V)  V^rgdt^  ^"^ 


i/(.-2)^--- 
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z  +  y  étant  toujours  positif,  à  cause  de  y  >  /,  on  voit  que 

pour  que  l'expression  de  dt  soit  réelle,  z  devra  toujours 

être  compris  entre  g  et  a;  g  est  le  minimum  de  z,  «le 

maximum. 

Supposons  que,  à  partir  de  z„  z  aille  d'abord  en  croissant, 
il  croitra  jusqu'à  «,  puis 
fig.  190  décroîtra  jusqu'à  ^  pour 
croître  ensuite  jusqu'à  a. 
Si  nous  considérons  les 
petits  cercles  horizontaux 
de  la  sphère,  répondant  : 
CA  à  z  =  a,  DB  à  z  =  p, 
la  courbe  sphérique  décrite 
par  le  point  M  sera  com- 
prise tout  entière  entre  ces 
petits  cercles,  qu'elle  tou- 
chera, le  premier  aux.points  A  et  A',  le  second  en  B.  La 
formule  (B)  nous  donnera  : 


(i*- 


î')K(a-3){!-p)(z-l-T) 


n  est  évident  que  la  trajectoire  se  composera  d'une  infinité 
de  parties  égales  à  ABA';  car,  pour  deux  de  ces  parties, 
dans  les  formules  (A')  et  (B'),  z  reçoit  les  mêmes  valeurs. 
Il  y  a  plus,  les  deux  arcs  AB  et  BA'  sont  symétriques, 
relativement  au  plan  vertical  mené  par  le  point  B  et  par  le 
centre  dé  la  sphère,  et  ces  deux  arcs  sont  parcourus  de  la 
même  manière.  Soient  en  effet  M  et  M'  deux  points  corres- 
pondants de  ces  arcs  situés  à  la  même  hauteur.  Le  temps  (' 
que  met  le  mobile  pour  aller  de  M  en  B,  est  donné  par  la 
formule  : 


,v^=/' 


-â: 


|/(:.-;)Cs-B(î  +  -()    •'f  l/(a-3(J-B(:  +  T) 
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le  temps  Ç.  cju'il  emploie  pour  aller  de  B  en  M'  est  donné 
par  la  même  formule. 

On  verra  de  même  en  partant  de  la  formule  (B')  que,  si 
l'on  désigné  par  $'  et  6' les  angles  décrits  par  le  rayon  vecteur 
de  la  projection  du  mobile  sur  le  pian  xOy,  quand  le  mobile 
va  de  M  en  B  et  de  B  en  M',  on  a  : 


J.      ((•  _  ; 


■jKU-î)  (j-«(j  +  y) 


=X' 


(i._3.)(/(,_3)(j_P)(3  +  ^) 


et  que  6'  a  la  même  valeur. 

Nous  allons  calculer  l'angle  6  décrit  par  le  rayon  vecteur 
de  la  projection  du  mobile  sur  le  plan  xOy,  quand  le  mobile 
passe  d'un  maximum  au  minimum  suivant,  ou  inversement. 

Remarquons  d'abord  que  l'équaUon  «  (r) = 0  peut  s'écrire  : 

les  racines  de  cette  équation étanta, 3, — y,  on  a  les  relations  : 


d'où  1 

l'on  tire  ; 

•  ?ï  = 

sj     ■ 

(8) 

T  = 

!■  +  .? 

.+  S  ' 

«Sï 

=f;+i'c.+e 

-ï), 

et,  en 

éliminant 

y: 

W 

c'  = 

-w^ 

J5; 
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lu»  formules  (A')  et  (B')  pourront  s'écrire  en  vertu  de  (8) 
et  (9)  comme  il  suit  : 


<*''V^)''=^ 


I^(.-i)(»-»1(.  +  Kj+1"  +  «S1 


(B-)  «  =  ± |/(i--.-)if-y)H: 


{?-.-')  l^C. -  :)  (î  -  S)  [(.  +  P) .-  +  !•  +  .»] 
on  en  déduira  : 


Jf    (I"-J')k'(.-I)(2-?)  KC.+  SjïH-l'+.l 

M.  Puiseux  a  démontré  d'une  manière  générale  (Liouville, 
tome  VII)  que  cet  angle  ©  est  toujours  supérieur  i  ='  Voici 
sa  démonstration  :  lorsque  z  varie  de  3  à  2,  l'expression 

(•  +  »  a  +  I'  +  «S, 
reste  comprise  entre 

P+2aJ  +  P'=l'— ei'+(«+S)'  et  l'+2»S  +  «'=''— P'*(«  +  P)''. 
si  donc  on  désigne  par  |à  une  moyenne  entre  Ki*  +  4«S  +  &' 
et  t^/*  +  2ap  +  a',  la  formule  (10)  donnera  : 


e 


„  K(l'-»')(l'-»')f M= 


(l'-.-')K(.-iKî-p) 
Or,  on  trouve  (')  ; 


<"'  X" 


(l'-=')K(.-s)(:-P) 

î  (  K(l  -  .)  y  -  W      k'tf  +  .)  (J  +  P)  ) 


(1)  La  farmule  (11)  peut  être  démontrée  de  le 
Changeons  de  variable  «t  posons  : 
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En  remplaçant  it  successivement  par  ses  deux  limites  données 
plus  haut,  et  faisant  : 


„     «Kfi 

+  a)(iH-B)+V(l-.)(i-B) 

'      2 

0    î^f' 

KC  H-  2.f  +  «■ 

+  .)(l  +  B  +  >'(l-a)(l-P) 

0^, 

l^e+  SaJ+f 

Mbien: 
iToà; 

Soit  U  la  valeur  de  Tinlégrale  cherchée;  on  aum  : 


r,  A  «t  B  déaipiloA  des  qQantilés  positives,  oi 


^    '     '  '  +OT.t. 

f5 rft » 

J.'A»in*t  +  Bees'ï     o  \/ÂB 


:e  qni  est  bien  U  formule  (11). 
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on  aura  : 

p<e 

<0; 

or,  à  cause  de  l'identité  : 

K(l+.)(l+B  +  |/(l-.)CI-« 

=VCI+<.KI+B+(I— )(l-f)+ 

■ÎKtf+.jll+SjX 

k-i-^X). 

-^) 

=  V'2I- 

+  2.J  +  2K(i^ 

■«■)(''- 

n- 

On  peut  écrire  les  expressions 

de  P  et  Q  comme  il  suit  ; 

p    .|/,  ,(^-.■)  +  2l/(P-a•)(C- 

=1^ 

'    2  V  •  '         «•  - 

-  f)  +  c  +  P)' 

n       «l/.    ,   (i*-n  +  2l^(''-«')(l'- 

-»' 

"2V"                (P- 

-  «■)  +  (•  +  w 

et  à  cause  de 

.     f  —  «•  >  0, 

i-  -  P'  >  0 

il  en  résultera  : 

P>|; 

Q>ï 

Donc,  Q  qui  est  compris  entre  P  et  Q,  sera  lui-même  plus 
grand  que  à- 

118.  Projection  de  la  courbe  ephérique  bot  le  plan  hori- 
zontal. —  Considérons  la  projection  de  la  courbe  sul-  le  plan 
horizontal  tcOy;  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
cette  courbe  sont  r  et  6;  on  aura  pour  déterminer  cette 
courbe  les  équations  : 

(12)  r  —  WF^^*, 


(13)  di=±\^(P~2')(P-n-;=  ,  '  -^==i- 

K(a-.)(=-3)[--(«+g)  +  /'  +  a^] 
En  éliminant  z,   on  aurait  l'équation  différentielle  de  la 
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courbe  cherchée;  mais  il  vaut  mieux  garder  les  équations 
précédentes.  Soient  r'  et  r'  les  rayons  des  petits  cercles  de 
la  sphère,  qui  ré- 
pondent à  r  =  a 
:p, on  aura: 

r"  <  r  <  r*. 

La  courbe  sera 
tout  entière  com- 
prise entre  les 
circonférences 
OBetOA: 

OB  — r',OA  =  r'. 
Fig.  191       \^^\^    ^/^^^  gQit  V  l'angle 

formé  par  la  tan- 
gente à  la  courbe  en  un  point  quelconque  avec  le  prolonge- 
ment du  rayon  vecteur,  on  a  : 

ar 
en  remplaçant  r  et  6  par  leurs  raleurs  (12)  et  (13),  on  trouve  : 


^V=^^^^ 


zV(a-s)  ^2-  p)[s(*+  ^)  +  r  +  «M 


On  voit  que,  pour  2  =  a  ou  pour  z  =  ?,  V  =  90",  donc 
la  courbe  est  tangente  aux  deux  circonférences -aux  points  A 
etB. 

D'api'ès  ce  qui  a  été  démonti-é,  l'angle  AOB  est  supéi-ieur 
à  90».  Si  cet  angle  s'était  trouvé  égal  à  90»,  la  courbe  se  serait 
fermée  au  bout  d'un  tour. 

Cherchons  quelles  doivent  être  les  conditions  initiales  pour 
qpe  le  mobile  décrive  un  cercle  horizontal  de  la  sphère, 
autrement  dit  pour  que  le  pendule  décrive  un  cône  de  révo- 
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lution,  ayant  pour  axe  la  verticale  menée  par  son  point  de 
suijpeQBion.  Il  est  clair  qu'il  faut  pour  cela  que  les  deux 
voleui-a  limites  «  et  |3  entre  lesquelles  z  oscille,  deviennent 
égaies  toutes  deux  à  z,;  il  faut  donc  écrire  que  l'équa- 
tion ç(3)  =  0  a  deux  racines  égales  â  c„  c'est-à-dire  que 
l'on  a  . 

On  a: 

9(2)=(2j;-HC')(i'-3»)-C', 

ou  bien,  en  remplaçant  c  et  c'  par  leurs  valeurs  (1)  et  (2) 
et  V  par  z,'  +  r,'  : 

ç  (s)  =  i  D„'  +  2i/  (2  —  2.)  j  (r,*  +  r.*  —  2')  -  r,'  c.»  ces'  a„ 
ç'  (:)  ==  2  )  j;  (r.'  +  3,'  -  s')  -  2  W  +  2ff  (-  -  .%)]  1, 

d'où: 

ç(2,)  =  r,'  r,*  siû'  a,  =  0, 
f'  (1.)  =  ï  (flir,"  —  ï,  0,*)  =  0. 
On  tire  de  là  : 


V!- 


La  vitetae  initiale  doit  donc  être  horizontale  et  avoir  la  gran- 
deur trouvée  ci-dessus.  La  formule 

f '  —-  =  c  =  r,  ti.  cos  3,  =  f'  c, 
at 

nous  dontie  ensuite,  à  cause  de  r  ^  r,  : 
d'où,  9,  désignant  la  voleur  initiale  de  6  : 
ce  (|ui  montre  que  le  mouvgment  du  pendule  est  uniforme, 
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et  qu'U  met  un  temps  égal  ù  2r  j/jpour  faii-e  un  tour 

entier  autour  de  la  verticale. 
On  peut  lésoudi-e  directement  la  même   ([uestion;  la 

formule  : 

t'  =  V,'  +  2ff  (--  -  :X 

nous  monU-e  que  z  étant  toujours  égal  à  z„  v  est  toujours 
égal  à  y,;  ainsi,  les  condiUûna 
initiales  doivent  être  telles  que 
le  mobile  soumis  à  l'action  de 
son  poids  MP,  et  de  la  ten- 
sion MN  du  fi],  et  par  consé- 
quent rendu  libre,  décrive  un 
cercle  d'un  mouvement  uni- 
forme; il  faudra  donc  que  la 
résultante  MA  de  ces  deux 
forces  aoit  dirigée  vers  le  centre 


r,gl9Z 


du  cercle,  et  soit  é 
On  en  conclut  ; 


f. 


AM 
AN" 


MC 
OC" 


••  =  VI 


la  vitesse  v  étant  toujours  horizontale,  il  en  sera  de  même 
de  «,;  on  retrouve  donc  bien  les  condiUons  énoncées 
ci-dessus. 

lie.  Calonl  de  la  tension  du  til.  —  Soit  M  un  point 
quelconque  de  la  trajectoire  du  mobile;  la  normale  à  la 
surface  en  ce  point  est  le  rayon  MOi  «oit  MT  la  tangente  à 
la  courbe;  par  celte  tangente  el  la  normale  MO  ftisons 
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passer  un  plan  qui  coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  ; 
la  formule  générale 

qui  fait  connaître  la  pression 
dans  le  cas  d'une  surface 


A \             quBiLaJuyue,  uuuue  ici . 

(^> 

^    '\.       y         N  =  ^4-»ij^cosPMQ. 

l     \^ 

^"■■---^.NL        La  composante  Q  est  bien 

\ 

""■ ^^V.  positive  dans  le  cas  actuel, 

\ 

/  /       puisqu'elle  est  dirigée  en 

\-_ 

____„,-^      ;         sens   contraire    du   rayon 

MO;  on  a: 
■'"'S'^^             cosPMQ=cosZOM  =  ^ 

Donc  ; 

■     N.^.'^. 

N  =  "(»'  +  JJ), 

Or: 
donc: 

»■  =  »,■  +  2j  (î  -  I,). 

N=?Ct---4 

N  est  maximum  pour  z  =  a,  minimum  pour  z  =  3. 

120.  Autre  manière  de  déterminer  N.  —  Les  équations 
du  mouvement  du  point  M  soumis  aux  forces  mt/  et  N,  et  par 
conséquent  rendu  libre,  sont  : 

[   de~      m'  l' 

,,.,  M!» iJ, 

'  iTl  _  _  N     • 

\  dl'~      m"l*  ^' 
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,,„,     d*x         d*p         rf'j  N  a;'  +  w'  +z* 

<'=)^3ïï  +  »3|-*-'ïF-9--  =  -S 7 = 

Or  on  a  :  x'  +  y'  +  2*  =:  I'  ;  on  en  conclut  : 
d^         dif        dz 


Ou  a  donc,  en  portant  dans  (15)  : 

—  !!*  —  flJ  = l, 

comme  ci-dessus. 

121 .  Cas  des  petites  oacillationa. — Nous  supposerons  que 
le  pendule  ne  fasse  que  de  très  petites  oscillations,  dg  part 
et  d'autre  de  la  verticale,  ce  qui  exige  que  la  position  initiale 
soit  très  voisine  de  cette  verticale,  et  que  la  vitesse  initiale  u, 
soit  trôs  petite. 

Nous  aurons  les  équations  : 


(V) 

d'x 
dl'  '^ 

m  l' 

\*/ 

d'y 

If- 

m  (' 

oùN 

a  la  valeur 

W 

N=»f;^'.3.-..-. 

On  a 

du  reste  : 

-=.(.-^-1^)'. 

DeSpeTROIS.  —  Hécauigue.  II, 
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d'où,  en  série  très  convergente,  puisque  7  et  ^  sont  très 
petits  : 


il  8^ 


on  aura  une  éi{uutioii  unalogue  en  remplaçant  l,  x,  y,  z 
respectivement  par  ï„  x„  y,,  z,;  (2)  donne  ensuite  : 


5(x* 


+  y')  ^  a;.'  •*•  y,'      ) 


On  a  donc,  en  négligeant  les  petites  quantités  du  second 
ordre,  v,',  x,*,  y,*,  x',  y*  : 

et  alors,  les  ^nations  (1)  donnent  : 

d'où  en  intégrant  : 

x  =  A<mt  l/|  +  B  sin  /  l/?. 

tf=  A'cosïl/^  +  B*sinïl/^-  ■ 

On  déduit  de  ces  équations  : 

Nous  supposerons  que  l'on  ait  pour  t  =  0  : 

.  =  ...     g  =  0;      ,  =  0,     lf  =  ... 
ce  qui  revient  à  faire  passer  le  plan  zOx  par  l'un  des  points 
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les  plus  élevés  ou  les  plus  bas  ;  il  en  résultera  : 


ic.  =  A;     0=:A', 


Donc  : 


9 
(3)  '  '    ' 


y  = 


égale  à  2x  r/  -  ' 


La  durée  T  de  la  révolution  est 
des  équations  précédentes  : 


La  courbe  décrite  a  donc  pour  projection  une  ellipse  rap- 
portée à  son  centre  et  à  ses  axes. 

Pour  avoir  une  approximation  plus  éleirée,   il  faudrait 
prendre  : 

^-9  +  9ljî 2(r-+Tj' 

en  y  remplaçant  xety  par  leurs  valeurs  (3)  fournies  par  la 
première  approximation,  on  aurait  ainsi  : 

S=»-'^('-l-'v1)-V('-l''"'Vf> 

En  portant  cette  valeur  dans  les  équations  (1),  elles  dcvier^- 
dront : 
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On  aura  «Jonc  à  inlégrei"  deux  équations  linéaires  à  coefiî- 
cients  constant=i  et  avec  seconds  membres.  On  peut  ainsi 
prouver  qu'à  la  deuxième  approximation  la  courbe  décrite 
en  projection  est  une  ellipse  dont  le  plan  tourne  autour  de 
la  verticale  Os  dauw  le  sens  du  mouvement  pendulaire  avec 
une  vitesse  angulaire  constante  (')■ 

5   (;lovêPs,    voii-  le    Mémoire   Je 
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CHAPITRE  XVI 

THfiORIE  DES  HODTEHENTS  RELATIFS. 

122.  Énoncé  du  problème.  —  On  connaît  la  résultante  R 
des  forces  qui  sollicitent  un  point  matéi-iel  M  de  masse  m; 
on  sait  former  les  équations  diiréreiitielles  du  mouvement 
absolu  de  ce  point,  relativement  à  trois  axes  rectangulaires 
fixes  AX,  AY,  AZ,  et  on  en  déduira  par  l'intégration  pour 
les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  moljile  à  l'époque  t  : 

.  X  =^  F,  (0,      Y  =  F.  (0.      Z  =  F,  {/). 

Cela  posé,  considérons  un  système  Hgide  en  mouvement, 
et  soient  Ox,  Oy,  Oz  trois  axes  rectangulaires  liés  à  ce 
système;  si  le  mouvement  de  ce  système  est  connu,  on 
pourra  trouver  à  l'époque  t  les  valeurs  des  coordonnées  du 
point  M  par  rapport  aux  axes  mobiles, 

»  =  /.(().     y=:A(0.     ^  =  A(0. 

Mais  on  peut  demander  de  trouver  ces  expressions  de  x,  y,  z, 
c'est-à-dire  de  déterminer  le  mouvement  relatif,  sans  passer 
par  la  détermination  du  mouvement  absolu;  c'est  ce  dont 
nous  allons  nous  occuper. 

Soit  M  le  point  du  système  où  passe  le  mobile  à  l'époque  t; 
ce  point  qui  est  lié  invariablement  aux  axes  Ox,  Oy,  Os 
prendra  un  mouvement  absolu'  qui  est  ce  qu'on  appelle  le 
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mouvement  d'entraînement  du  point  M.  On  sait  du  reste 
que,  lorsqu'un  corps  est  en  mouvement,  la  vitesse  d'un 
quelconque  de  ses  points  est  à  chaque  instant  la  même  que 
si  le.  corps  avait  une  vitesse  de  translation  égale  et  parallèle 
à  celle  d'un  point  arbitrairement  choisi  dans  le  corps,  et 
tournait  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point,  avec  une 
vitesse  angulaire  déterminée  u;  quel  que  soit  le  point  choisi, 
la  direction  de  cet  axe  de  rotation  sera  la  même,  et  aussi  la 
vitesse  de  rotation  u.  Cela  posé,  le  théorème  de  Coriolis 
nous  apprend  que  :  L'accélération  du  mouvement  absolu 
est  la  résultante  de  trois  accélérations  : 

1"  L'accélération  du  mouvement  relatif  y'; 

2"  L'accélération  du  mouvement  d'entraînement  du 
point  M,  f';  _ 

3°  L'accélération  •f  =  2uii  sin(M,  v),  v  désignant  la 
vitesse  relative,  et  («,  v)  l'angle  de  cette  ntesse  relative  avec 
la  direction  de  l'axe  instantané  qui  passe  en  M;  y*  est  per- 
pendiculaire sur  la  vitesse  relative  v  et  sur  l'axe  instantané, 
et  relativement  au  plan  de  ces  deux  droites,  elle  est  située 
■  du  côté  où  la  rotation  entraîne  la  vitesse  relative  ;  on  peut 
donc  écrire  entre  ces  quatre  quantités  géométriques  la 
relation  : 

On  en  conclut  : 

Soit  R  la  résultante  des  forces  physiques  qui  agissent  sur  le 
mobile  ;  on  a  : 

R 

d'où  on  conclut  : 

my  =  R  —  m-7  —  «Y*. 

Imaginons  deux  forces   fictives,   l'une   F,  *■  —  «iy'; 
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l'autre  F,  =  —  my";  joignons-les  aux  autres  force»  physi- 
ques dont  la  résultante  est  R,  et  désignons  par  R'  la  résut 
tante  de  l'ensemble;  nous  aurons  : 


Ainsi,  l'accélération  du  mouvement  relatif  est  dirigée  suivant 
la  force  R'  et  elle  est  égale  au  quotient  de  cette  force  par  la 
masse  du  mobile. 

C'est  là  le  théorème  fondamental  rencontré  au  début  de  la 
Dynamique;  on  peut  l'appliquer  comme  si  les  axes  étaient 
fixes  ;  mais  on  voit  qu'outre  la  force  R,  il  a  fallu  introduire 
deux  forces  fictives.  La  force  F,  est  égale  et  contraire  à  celle 
qui  produirait  te  mouvement  d'entraînement;  la  force  F,  a 
pour  expression  Qmuv  sin(u,  v);  elle  est  perpendiculaire  au 
plan  mené  par  l'axe  instantané  et  la  vitesse  relative,  et  en 
sens  inverse  du  côté  où  la  rotation  entraine  la  vitesse  relative; 
on  lui  donne  le  nom  de  force  centrifuge  composée. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  R  relativement 
aux  axes  mobiles,  et  X„  Y„  Z,  celles  de  la  force  fictive  F„ 
X,,  Y„  Z,  celles  de  la  force  fictive  F„  par  rapport  aux 
mêmes  axes. 

On  aura,  pour  déterminer  le  mouvement  relatif,  les 
équations  : 


dC 


Après  avoir  intégré  ces  équations,  on  déterminera  les 
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constantes,  en  écrivant  que  pour  t  =  0, 


^1)  y»  *t  étant  les  valeurs  des  coordonnées  relatives  à 
l'époque  f  =  0,  et  v,,  a,,  0o,  y,  désignant  les  grandeurs  à  la 
itiêine  époque  de  la  vitesse  relative  et  des  angles  qu'elle  fait 
avec  les  axes  mobiles  Ox,  Oy,  Oz. 

Cas  particuliers.  —  J..a  force  centrifuge  composée  est 
nulle  dans  les  trois  cas  suivants  :  i"  quand  la  vitesse  relative 
est  nulle,  alors  v  ^  0  et  F,  =  2m(.iv  sin(wt')  =  0;  c'est  le 
cas  de  l'équilibre  relatif;  2"  quand  la  direction  de  l'axe 
instantané  se  confond  avec  celle  de  la  vitesse  relative,  car 
alors  (<i),  V)  =  0;  3°  quand  le  mouvement  des  axes  est  une 
simple  translation,  car  alors  u  =  0. 

123.  Application  au  mouvement  d'une  planète  autour  du 
Soleil.  —  Nous  savons  que  nous  pouvons  réduire  le  Soleil 

etlaplanéteàdeux 
points  matériels  S 
et  P,  de  masses  M 
et  m;  le  Soleil  est 
y  en  mouvement  ; 
par  chacune  de 
ses  positions,  nous 
menons  des  axes 
rectan^l^res  Sx, 
Sy,  Sr  parallèles 
aux  axes  fixes  ; 
nous  nous  propo- 
sons de  trouver  le  mouvement  relatifde  la  planète  par  rapport 
aux  axes  mobiles  Sx,  Sy,  Sz;  l'accélération  ■;•'  du  mouvement 


K- 
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d'entraînement  est  la  même  que  l'accélération  du  mouvement 
absolu  du  Soleil;  la  force  d'attraction  de  la  planète  sur  le 

Soleil  est  dirigée  suivant  SP,  et  a  pour  valeur  ~ir'>  o"  ^ 

donc  :  y'  =  -»'  et  cette  accélération  est  dirigée  suivant  SP; 

l'attraction  du  Soleil  sur  la  planète  est  dirigée  suivant  PS 

et  égale  à  — ^î-;  l'accélération  -;  du  mouvement  absolu  de  la 

planète  eât  donc  égale  à  -j-  et  dirigée  suivant  PS;  la  formule 


ï  —t-"l 
nous  montre  donc  que  l'accélération  du  mouvement  relatif 
est  dirigée  suivant  PS  et  égale  à 

elle  est  la  même  que  si  le  Soleil  était  fixe  et  avait  une  masse 
^^le  à  M  +  m.  C'est  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé  d'une 
autre  manière,  en  partant  de  la  considération  des  mouve- 
ments absolus  du  Soleil  et  de  la  planète. 

124.  Cas  où  le  monvement.  d'eatraînement  est  une 
rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe.  —  C'est  le  cas 
qui  se  présente  le  plus  sou- 
vent dans  les  applications. 
Soit  AP  l'axe  de  rotation, 
ta  la  vitesse  angulaire  cons- 
tante de  cette  rotation;  le 
mouvement  d'entraînement 
du  point  M  consiste  à  dé- 
crire d'un  mouvement  uni- 
forme le  cercle  MC  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à 
l'axe;  dans  ce  mouvement  l'accélération  tangentielle  est 
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dt) 


nulle,  puisque  la  vitesse  est  constante,  par-suite  57=  0; 

l'accélération  est  donc  dirigée  suivant  la  normale  MC  et 
elle  est  égale  à 

y*  _  ta'  MC' 

MC  ~     MC     ' 


.*MC  = 


la  force  F,  est  diiigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  G  M, 
et  elle  a  pour  valeur  F,  =  miù'r;  on  lui  donne  le  nom  de 
force  centrifuge,  à  cause  de  sa  direction;  mais- c'est  une 
force  purement  fictive.  L'axe  instantané  de  la  rotation,  pour 
un  point  quelconque,  est  parallèle  à  l'axe  fixe,  et  la  vitesse  " 
angulaire  de  la  rotation  est  égale  à  w. 

125.  Problèsie.  — Déterminer  le  mouvement  d'un  point 
pesant  placé  dans  l'intérieur  d'un  tube  rectiligne,  qui  décrit 
un  cône  droit  autour  de  la  verticale  d'un   mouvement 
uniforme. 
Soit  OB  le  tube,  M  la  position  du  mobile  à  l'époque  t, 
OM  =  s;  comme  nous  étudions  le 
mouvement  relatif  du  point  matériel, 
il    faut    introduire    les    forces    ficti- 
ves F,=mw'  MA  =  m(D*  a. sin  «;  la 
force  F,  perpendiculaire  à  la  vitesse 
relative   est   normale    au    tube;    les 
autres  forces  sont  :  le  poids  MP  =  mg 
et  la  réaction  du  tube  qui  lui  est  nor- 
male;   projetons    ces    forces   sur   la 
droite  OM,  nous  aurons  : 
dt 
'  =  Tt' 


^  =  y  CO8  a  +  w'  sm'  : 
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La  réaction  du  tube  et  la  force  centrifuge  composée  n'inter- 
Tïennent  pas  dans  cette  équation;  on  peut  écrire  : 

„  /        0  cos  «  \ 

\        lu'sm'  a./         ,   .  ,     /  ff  cos  a  \, 

■— ^^ —z =w'siD'ii(»  +    \   .  ,    ]> 

dl'  \        u*  sin'  a/ 

en  intégrant,  il  vient  : 

w'  sin'  a 
d'où  : 

(2)    .  ^  =  usins[Ae'— ^"-Bc— ••^«]. 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires,  nous  suppose- 
rons qu'à  l'époque  initiale  t^O,ie  mobile  soit  placé  en  0 
sans  vitesse  initiale;  nous  devrons  avoir  pour  t  =  0  : 

.  =  0,    l;  =  0; 

les  équations  (1)  et  (2)  donnent  ;  • 


2id*  sin*  a 
et  il  en  résuite  : 


gCOSi 


2u 


-L^-,=^T 


Le  mouvement  est  entièrement  connu  par  ces  formules. 

On  peut  avoir  aisément  l'équation  de  !a  projecfion  sur  le 
plan  horizontal  de  la  courbe  décrite  dans  le  mouvement 
absolu  du  point  matériel;  soient  en  effet  r  et  6  les  coor- 
données polaires  d'un  point  quelconque  de  cette  projection  ; 
on  a: 

raisin»,     ftBi»^ 
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l'équation  clierchée  est  donc  : 


C'est  l'équation  d'une  spimle. 

i26.  Remarque  sur  l'exteasion  des  théorèmes  généraux 
de  la  Dynamique  aux  mouvements  relatifs.  —  On  pourra 
appliquer  ces  théorèmes,  en  ayant  soin  d'avoir  égai-d  aux 
deux  forces  fictives  ;  on  peut  remarquer  toutpfois  que  dans 
l'établissement  de  l'équation  des  forces  vives,  il  n'y  aura 
pas  à  s'inquiéter  de  la  force  centrifuge  composée,  dont  le 
travail  est  nul,  puisqu'elle  est  constamment  normale  à  la 
trajectoire  relative. 

i27.  Mouvements  relatifs  à  la  surface  de  la  Terre.  — 
Considéi-ons    d'a- 
Hg.13/      ^^_P___  ^„    bord  le  repos  rela- 

tif à  la  surface  de 
la  Terre;  soitOP 
l'axe  de  rotation 
_ .  de  la  Terre,  ta  la 
j  vitesse'  angulaire 
/  de  rotation,  AM 
un  pendule,  A  le 
point  fixe,  M  le 
point  matériel. Les 
forces  physiques  qui  agissent  "sur  ce  point  sont:  la  ten- 
sion MT  du  fil,  dirigée  suivant  MA,  et  l'attraction  MB. 
Pour  avoh'  le  repos  relatif,  il  faut  introduire  la  force 
fictive  MF,  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  MQ 
du  paralliilo  du  point  M.  Ou  a  : 

MF,  r^MwM«Q  =  mù)V. 
Les  trois  forces  MT,  MF,,  MB  doivent  se  faire  équilibre; 
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donc  MT  sera  égale  et  opposée  à  la  résultante  MG  de 
l'attraction  et  de  la  force  centrifuge.  Ainsi,  la  direction  du 
fil  ne  sera  pas  celle  de  l'attraction;  la  pesanteur  apparente 
sera  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  MG;  toute- 
fuis,  cette  pesanteur  apparente  différera  peu  de  l'attraction, 
parce  que  w  est  petit;  en  effet,  la  Terre  tourne  sur  elle-même 
en  un  jour  sidéral,  c'est-à-dire  en  86  \Gi  secondes  de  temps 
moyen;  on  a  donc  : 

La  plus  grande  valeur  de  l'accélération  due  à  la  force 
centrifuge,  wr,  a  lieu  à  l'équateur,  où  on  la  trouve  égale  à 
0° ,033  852;  si  on  compare  cette*  accélération  à  celle  qui  est 
due  au  poids  du  corps,  et  que  nous  avons  représentée  par  jy, 
on  trouve  qu'elle  est  environ  289  fois  plus  petite  que  cette 
dernière  accélération.  Ainsi,  la  force  centrifuge  est  très 
petite,  par  rapport  à  la  pesanteur  apparente  et  par  suite  par 
rapport  à  l'attraction.  La  rotation  de  la  Terre  sur  elle-même 
n'a  donc  qu'une  influence  assez  faible  sur  l'intensité  de  la 
pesanteur,  et  sur  la  direcliori  de  la  verticale.  On  a  :  289 
:=  17*,  de  sorte  que,  si  la  Terre  tournait  17  fois  plus  vite, 
la  force  centrifuge  à  l'équateur  serait  égale  à  l'attraction  et, 
par  suite,  à  l'équateur  le  poids  apparent  d'un  corps  se 
réduirait  à  zéro. 

Dans  les  mouvements  relatifs  terrestres,  nous  avons  à 
considérer  trois  forces  :  l'attraction  G  et  les  forces  fictives  F, 
et  F,  ;  dans  les  limites  des  petits  mouvements  terrestres  G 
et  F,  sont  constantes  en  grandeur  et  en  direction.  On  pourra 
remplacer  G  et  F,  par  leur  résultante,  qui  sera  constante  en 
grandeur  et  en  direction;  cette  direction  sera  celle  de  la 
verticale;  nous  n'aurons  donc  plus  qu'à  considérer  la  force 
centrifuge  composée. 
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128.  Calcul  des  composantee  de  la  force  centrifage 
composée.  —  Soient  0  un  point  de  la  surface  de  la  Terre, 
OP  la  parallèle  menée  par  ce  point  à  la  partie  nord  de  l'axe 
de  rotation,  OA  la  parallèle  à  la  vitesse  relative  v,  OB  la 
direction  de  la  force  centrifuge  composée,  perpendiculaire 
sur  le  plan  AOP, 
et  en  sens  con- 
tniire  de  celui  où 
la  rotation  directe 
autour  de  O  P  en- 
traîne la  vitesse 
relative  OA;  soit 9 
l'angle  AOP.  Pre- 
nons trois  axes  rec- 
tangulaires 0  X , 
Fi<)  198  Oy,  Oz,  liés  à  la 
Terre,  et  tels  que, 
pourj  un  obser- 
vateur couché  le 
long  de  0  z,  les  pieds  en  0,  et  la  tète  en  z,  et  regardant  0  x, 
l'axe  Oy  soit  à  la  droite  de  cet  observateur.  Soient  : 

a,  b,  c  les  cosinus  des  angle»  de  OP  avec  les  axes, 
fl'.fc'fc'  —  —  OA  - 

a',b',cr  —  '—  OB  — 

On  aura  : 

aa'  +  bb'  4-  ce'  =0, 
a'  a'  +  b'b'  +  c'  c'  =  0, 


\. 


'  —  cb'      ca'  —  ac'       ab'  —  ba' 


k'((»c'  —  cb')'  +  {ca'  —  ac'Y  ■+■  (ab'  —  ba')' 
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S(fcc'  — c6')'=(o*  +  6'  +  c*)  {a'* 

il  viendi-a  donc  : 

.  fcc'  -  eb' .    ,,,  _  ^ 


Hc'')  — {««'+  66'  + ce')* 
=  !  —  cos'  ô  =  siti'  6, 


(I)  a': 


Reste  ù  savoir  le  signQ  qu'il  faut  prendre,  et  qui  est  du  reste 
le  même  dans  les  trois  formules. 

Considérons  pour  le  moment  un  nouveau  système  d'axes 
rectangulaires  Ox„ 
Oy„  Oz„  disposé 
comme  le  précédent, 
pouvant  par  consé- 
quent coïncider  avec 
lui;  faisons  coïnci- 
der Or,  avec  OP,  et 
le  plan  z,  Ox,  avec 
le  plan  AOP;la  rota- 
tion ayant  lieu  de  y, 
vere  z„  entraîne  la 
vitesse  relative  OA 
du  côté  du  plan  z,  Ox,  opposé  à  Oy,;  donc  la  force  centri- 
fuge composée  OB  sera  dirigée  suivant  Oy,;  on  aura  dans 
ce  cas  : 

fl„  =  0, 

La  deconUe  des  formules  (1)  donnei'a  : 


/  a\  =  sin  8,  .    a\  —  0, 
'  h'.=0,  b\  =  -h  I, 

cos  0,  '   c\  =  0. 


il  faut  donc,  dans  ce  cas,  prendre  les  signes  supérieurs,  et 
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l'on  a  : 

(.1.-.='-=^ 

~fab'„_   ,  ,       Cjfl'o  — a,c'j_ 

_a.fr'. 

-b,a\ 

Je  dis  que  le  signe,  une  fois  choisi,  se  coiiseiTe  et  qu'on 
aura,  dans  tous  les  cas  : 


(3) 


sin  0     '  sin  â     '  sin  6 


En  effet,  si  nous  déplaçons  d'une  manière  continue  notre 
nouveau  système  d'axes,  les  cosinus  abc,  a'b'c',  a'b'c'  des 
angles  qu'ils  forment  avec  les  directions  OP,  OA,  OB, 
varieront  d'une  manière  continue;  si  le  signe  commun  des 
seconds  membi-es  des  équations  (3)  venait  à  changer, 
c'est  que  a'b'c'  se  seraient  annulés  tous  les  trois,  ce 
qui  est  impossible,  puisque  l'on  a  a''  +  b"  +  c"  =  1. 
On  pouira  ainsi  amener  le  nouveau  système  d'axes  à 
coïncider  avec  l'ancien.  Donc,  les  formules  (3)  ont  toujours 
lieu. 

Soient  maintenant  p,  g,  r  les  projections  de  la  rotation  a 
sur  Ox,  Oij,  Oz.  On  aura  : 


h='^ 


'  V  dt'  V  dt 


Il  en  résulte  que  l'on  a,  sans  ambiguité  : 

1       /    dz         dy\ 

"  '=:;Fsi^nVdi~''rir 
h'  —    *    /  ^  _  îi\ 

""wusinô  \  dt      ^  dt}' 

i       (  dtf         dx\ 

'='^v-sï^^Vdi'^Tt)' 
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X. 

=  -('^^■- 

'1) 

ï, 

=  -(^^3f- 

':-^) 

z. 

-4g- 

^S) 

Nous  choish'ons  de  la  manière  suivante  les  axes  Ox,  Oy,  Oz  : 
Oz  vertical,  et  dirigé  vers  le  haut; 
Ox  horizontal,  dirigé  vers  le  nord; 
Oy  horizontal,  dirigé  vers  l'oBt. 

Ces  axes  auront  bien 
la  disposition  que  nous 
/y  avons  supposée.  L'an- 
gle POx,  ou  la  hau- 
teur du  pôle  au-dessus 
de  l'horizon  du  lieu, 
sera  égid  à  la  latitude  ' 


On  aura  : 
j)  :=  w  cos  X;      5=0; 
et  par  conséquent  : 


du  lieu  î,. 


s(|-x)  =  .s 


Z,  =  3mu  CCS 


''  dt' 


129.  Application  an  monvemeiit  relatif  des  projectiles 
en  négligeant  la  résistance  de  l'air.  —  Les  équations  du 

D^a-EVnous.  —  Jfe'caBtf/ne,  II,  7 
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mouvement  seront  : 


On  peut  intégrer  une  première  fois;  nous  supposerons  qu'on 
ait  pris  pour  origine  la  position  initiale  du  projectile,  et  nous 

désignerons  par  o,  b,  c  les  valeurs  initiales  àe-rj'  j:'  ^; 

nous  avirons  : 

^^^  57" 

1    ^t~'~^      '  *"'^°*''-!'- 

On  a  là  un  système  de  trois  équations  linéaires  simul- 
tanées, avec  seconds  membres;  on  pourrait  les  int^rer 
aisément;  mais  les  formules  que  l'on  obtiendrait  ainsi 
seraient  assez  compliquées,  et  d'un'emploi  peu  commode. 
Il  est  préférable  d'effectuer  les  intégi'ations  par  approxima- 
tion, en  partant  de  ce  que  w  est  très  petit  ;  dans  une  première  i 
approximation,  en  négligeant  u,  nous  aurons  : 

/  ar,  =  al, 

(i)  )  y.  =  fr', 


Nous  BuronR  la  eeconde  approximation  en  remplaçant  dans 
les  aecondç  membres  dei  équations  (3)  x,  y,  z  par  «„  y„  x„ 
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ce  qui  donnera  : 

-7-  =  a  — 8(0  frsin  X.l, 
al 

~  —  b  +  2(1)  (a  smî..(  — ccos  >,.(  +  ^gcQsX.Vy 

j2  =  c  —  gl-i-ïm  fecosX.ï. 

On  en  déduira,  pour  la  seconde  approiimation  : 
/  X,  =  aï  —  6ù)  sin  X.(*, 
\  y,  =  6ï  +  M  {a  sin  X  —  c  cos  >.)  ï'  +  ^  ga  cos  X.  C, 


On  pourrait  obtenir  aussi  facilement  l'approximation  sui- 
vante. 

Cas  de  la  chute  libre.  —  On  n'aura  qu'à  faire  dans  les 
formules  (5)  a  =;  0,  b  =;  0,  c  =  0.  On  en  déduira  : 

1  1 

(6)  a-,  =  0;     il,  —~\S<^  cosX-C;      -,  —  —  5?''- 

Soit  h  la  liauteur  de  cfiute;  on  aura  : 

y,  étant  positif,  il  y  a  une  petite  déviation  vei-s  l'est.  Appli- 
quons cette  formule  à  des  expériences  qui  ont  été  faites  par  - 
M.  Reech,  dans  un  puits  de  mine  à  Freyboi^;  on  avait  : 
h  =  ISS^jO;  X  =  M";  en  remplaçant  X  et  h  par  ces  valeure, 
et  mettant  aussi  pour  t»  et  ^  leui's  valeurs^  on  trouve 
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y,  =  O^jOSTd  pour  la  déviation  à  l'est.  L'expérience,  répétée 
un  grand  nombre  de  fois,  a  donné  pour  cette  déviation 
le    nombre    0™,0283,    nombre   qui   diffère    très    peu    du 


130.  Mouvement  relatif  d'un  point  pesant  assujetti  à  se 

moovoir  sur  on  plan  horizontal.  —  En  désignant  par  N  la 

réaction  du  plan  borizontal,  les  équations  du  mouvement 

seront  : 

d'j;  „      ■    .  dy 

— -  =  —  2u  sin  ï, -ï7 . 

1    dt'  dt 

\  d*y      ^    { .    ^dx  ^  dz\ 

-';  =  2(1»  (  sm  X -^  —  cos  X -r- Il 

I    dt*  \         dt  dt) 

I  d*s      „  ^  .  dy 

■  Or,  on  doit  avoir  constamment  c  =  0,  d'où  ^  =  0,  -^s".  =  0  ; 
il  en  résulte  donc  : 


(7)  N  =  s-2« 


•il' 
(Il 


,  L'équation  (7)  donnera laréaction  N  ;  les  deux  autres  peuvent 
être  intégrées  rigoureusement,  d'une  manière  très  simple; 
on  en  déduit  d'abord  : 


-^»S=«. 


(te' 


Ainsi,  la  vitesse  est  constante;   en  intégrant  ensuite  les 
équations  (8)  et  (9),  et  désignant  par  a,  l'angle  que  fait 


Digitizcû  by  LiOOQ  IC 


-    DYNAMIQUE. 

avec  Ox  la  vitesse  initiale  v„  il  vient 
f  dx 


(H) 


f  ^  =;f.  sin  «n  +  2u  sin  à.:e; 
\  dt 

et  en  portant  ces'valeurs  dans  (10),  on  trouve  ; 

2w8inX/  ~r      2MsinxJ  "^  ^*      îwsinX/' 
ce  qui  est  l'équation  d'un  cercle,  dont  le  rayon  est  s — ^r^' 
à  la  latitude  de  30",  ce  rayon  a  pour  valeur  —  =  13698  v,  ; 
ainsi,  le  mobile  devrait  décrire  un  cercle  d'un  très  grand 
rayon,  et  le  décrire  d'un  mouvement  uniforme. 

On  peut  arriver  au  même  résultat  d'une  manière  un  peu 
différente.  Les  trois  forces  qui  agissent  sur  le  mobile,  la 
pesanteur,  la  réaction  du  plan,  la  force  centrifuge  composée, 
étant  normales  à  la  trajectoire,  leur  travail  est  nul,  et  le 
principe  des  forces  vives  nous  montre  que  la  vitesse  est 
constante;  ainsi  v  :=;  v,;  les  composantes  X,  et  Y,  de  la 
projection  de  la  force  centrifuge  composée  ont  pour  expres- 
sions : 

X,  =  —  SmusinX-:?:      Y,  =  2musin  X  -j-- 
Ut'  dt 

Soit  X  l'angle  de  la  vitesse  avec  Ox;  on  a  : 

dx  dy 

—  =  fn  cos  s:      :ît  =  »»  sm  a.. 
dt  at 

I)  en  résulte  : 

i  X,  =  2fB(i)  lî,  sin  X  cos  (a  +  5)) 

'"'  I      A 

I  Y,  =  2mu  p,  sin  X  sin  la  +  xj- 
Ce  qui  montre  que  la  force  motrice  fait  avec  Ox  l'angle 
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a+  "-et  que  l'intensité  de  cette  force  est  égale  à  2mw,  sin Xv,  ; 
elle  est  donc  normale  à  la  courbe,  et  constante;  mais  on  sait 
que  la  composante  normale  a  pour  expression  générale  —  » 
p  désignant  le  rayon  dé  courbure  ;  on  a  donc  :    ■• 

— -  =2m<D  r,  sin  X, 
doti  : 

_  '"o 

''  ~  a^iïTx' 
Ainsi,  le  rayon  de  courbure  est  constant;  la  courbe  décrite 
est  donc  un  cercle.  Le  temps  T  employé  par  le  mobile  à 
décrire  son  cercle  sera  : 


Soit  T'  la  durée  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  elle-même; 

on  a  : 

«Tt 

"     r' 

il  en  résulte  : 

T' 

T  =  ^  .    ■- . 

2  sm  A 

quantité  indépendante  de  v,.   , 

Rkmarque.  —  Soient  OA  la  direction  de  la  vitesse  à  un 
moment    quelconque ,     0  B 
Fig  201  peiie  de  la  force  centnfu<îe 
composée;  l'angle  AOB  est 
yi  "  droit,  et  OB  est  situé  à  droite 

/■^^  deUA;  donc,  un  corps  quel- 

\^-'' conque  en  mouvement  dan^ 

■"  un  plan  horizontal  tend,  en 

vertu  de  la  rotation  de  la  Terre,  à  dévier  vers  la  droite  ; 
l'intensité  de   la    force    déviatrice  2»tùi  v,  ein  ï.  varie  de 
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zdro,  à  réijtuteur,  à  2mu  v,  qui  eat  son  maximum  au  pâle. 
Ainsi,  un  goi^b  en  mouvement  dans  un  plan  horizontal 
silué  sur  l'hémisphère  nord  a  une  tendance  à  dévier  à 
droite  de  sa  vitesse.  Les  fleuves  rjui  coulent  dans  l'hémi- 
sphère nord,  sous  des  latitudes  élevées,  exercent  en  moyenne 
une  plus  grande  pression  sur  leur  rive  droite  que  sur  leur 
rive  gauche;  la  force  qui  tend  à  dévier  le  fleuve  à  droite, 
est  2mùi  V  sin  X;  elle  peut  être  grande  à  cause  de  ïh;  la  rive 
droite  sera  entamée  peu  à  peu. 

■tSl .'  Pendule  de  Foucault.  —  Nous  allons  étudier  les  petits 
mouvements  du  pendule  simple  à,  la  surface  de  la  Terre, 
en  tenant  compte  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre. 

Prenons  le  point  de  suspension  pour  origine  :  soient  Ox  la 
portion  nord  de  la  méridienne,  Oy  la  perpendiculaire  à  Oar, 
dans  le  plan  horizontal,  dirigée  vers  l'est,  Or  vertical  et 
dirigé  vers  le  has.  Nous,  repré- 
senterons la  tension  MA  du  fil 
par  mN,  m  désignant  la  masse 
du  point  M;  les  forces  réellement 
appliquées  au  point  M  sont  :  la 
pesanteur  MP  =:  mg  et  ia  force 
mN;  il  faut  y  joindre  la  force 
centrifuge  composée,  dont  les 
composantes  seront  X„  Y„  Z,; 
nous  aurons  ainsi,  pour  les  équa- 
tions du  mouvement,  en  représen- 
tant OM  par  l  : 

(Px  „  »     X. 

,5?  =  -"  7-*- S' 

(I)  I  d^ 


dt*  l      m 

dU  „  z      Z, 
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On  déduira  les  expressions  de  X„  Y,,  Z„  de  celles  données 
récédemment,  en  y  changeant  z  en  —  z,  et  Z,  en  —  Z„  ce 
ui  donnera  : 


x,_ 

1    m 

!) 

si„xg  +  î 

w  cos). 

....-.% 

,es 

équations  (1)  (le\iendront  donc  : 

i) 

fr'- 

...■Jl. 

^7  = 

0, 

i) 

il' 

-  ï»  sin  À 

f?-^--4^ 

N 

») 

g-» 

cos  X  $^  +  N 
Al 

f-s 

=  0 

)n 

a  d'ailleurs  : 

B) 

X 

+  ?*  +  :■  = 

c. 

Le  problème  est  ramené  à  la  détermination  des  quatre 
nconnues  x,  y,  s,  N,  à  l'aide  des  équations  (3),  (4),  (5) 
!t  (6)  ;  on  ne  sait  pas  int^rer  rigoureusement  ces  équations, 
'tous  nous  bornerons  au  cas  des  petites  oscillations;  on 
ire  de  (6)  : 


l 
>n  aura,  en  série  convei^ente 


('-'-^T' 


Dans  le  cas  des  petites  oscillations,  -j  et  ^  sont  des  quan- 
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tités  petites;  y  diffère  de  1  d'une  quantité  petite  du  second 

ordre;  il  en  sera  de  même  de  ^  qui  ne  différera  de  zéro 

.  que  de  petites  quantités  du  second  ordre,  7  et  ^  étant  consi- 
dérés comme  étant  du  premier  ordre;  l'équation  (5)  donnera 
donc  : 

et  cette  valeur  sera  exacte,  aux  quantités  près  du  second 
ordi'e  ;  les  équations  (3)  et  (4)  deviendront  : 

I,es  quantités  négligées  dans  (7)  et  (8)  Bont  de  l'ordre  i-.) 

et  f  .1  :  dans  ces  mêmes  équations,  les  termes  en  w^  jT' 

Mff  rfi'  "  Tt'  ^*^^*-  ^^  l'ordre  de  u  (-ri  J  u  (tJ  ;  négligeons 
encore  ces  quantités  et  les  équations  (7)  et  (8)  vont  devenir 
simplement  : 

en  posant,  pour  abr^er, 

lù'  =  0)  sin  X. 
Pour    intégrer,  nous  déduirons  des- équations  (A)  et  (B), 
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multipliées  respectivement  par  1  el  V  —  i  et  ajoutées  : 

et  cette  équation,  à  elle  neule,  tiendra  Heu  des  équations 
(A)  et  (H).  C'est  une  équation  linéaire,  à  coefficients  cons- 
tants, dont  l'intégrale  générale  sera  : 

(»)  x+ij  V^i  —  Ac-'v^i  +  Be"' v'=n. 

A.  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires,  r'  et  r'  étant 
les  racines  de  l'équation  : 

(■'  -  î«'  V^l  r  +  ?  ^  0, 


donc  : 


r-  =  W'  -  h)  V~\; 


i=^.'M-f. 


en  posant  : 

(D) 

il  en  résulte  : 

(10)        1»  -+-  y  k!^  =  Ac"*'+«'v'^  +  Bp'"'-*"  V^, 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires,  nous  suppo- 
serons que  le  pendule  ait  été  amené  en  0M„  et  abandonné 
à  lui-même  sans  vitesse  initiale  apparente;  soit  m,  la  projec- 
tion de  M,  sur  le  plan  a'Oy.  Posons  : 

on  devia  avoir  pour  f  ^  0  : 

rfj      „      dti 
«  =  a  cos  «,      y  =  a  sin  a:     — -  =  0,     -t^  =  0 
ai  at 
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Los  éqtiatioDfl  (10)  «t  (H)  donneront  : 


Faisons  un  changement  de  variables,  en  posant,  %tt  r,  étant 
de  nouvelles  variables  réelles  : 

(«)  x  +  tf  1^^  :=  e-<->''  +  »>  V~'  (s  +  T,  y^), 

il  en  résultei'a  : 

ç  +  ïi  l/^  =  (?(cos  Ar  —  ^  K^  sin  Am- 

(D)  ^  — a  coi  ht, 

(E)  '^  ~  ^  "  T  *'"  *'■ 
On  déduit,  du  reste,  de  (12)  : 


(F) 
<0) 


»  =ï:  Ç  C08  (w'  (  +  a)  —  ii  lia  (w'  1  +  a), 
y  i±Ê  (  siD  (w'  f  +  a)  +  1)  cgs  (w'  (  +  «). 
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La  solution  générale,  dans  le  cas  des  petites  oscillations, 
est  donc  fournie  par  les  équations  (D),  (E),  (F),  (G). 

SigoificatiOQ  géométrique  des  variables  Ç  et  y;.  —  Conce- 
vons un  système  d'axes  rectangulaires  0?,  Oij  mobiles, 
l'axe  0;  faisant  avec  Om,  l'angle  ta't,  et  Ot;  faisant  avec  Om, 
l'angle  90°  +  w'(;  5  et  i) 
seront  les  coordonnées 
■j  de  la  projection  du  mo- 
bile M  sur  le  plan  hori- 
zontal, coordonnées  rap- 
portées aux  axes  mobiles 
0?  et  Oy;.  Des  équations 
(D)  et  (E),  on  tire  : 

"  m 

Bonc,  le  jjendule  décrit  une  ellipse,  et  le  grand  axe  de  cette 
ellipse  tourne,  d'un  mouvement  uniforme,  de  x  vers  y, 
c'est-à-dire  du  nord  vers  l'est,  avec  la  vitesse  angulaire 
u'  =  id  sin  X'.  Reste  à  examiner  dans  quel  sens  l'ellipse  est 
parcourue.  En  désignant  par  r  et  8  les  coordonnées  polaires 
du  point  m  de  l'ellipse,  rapportées  à  0;  et  Oi;,  on  tire  de 
(D)et(E): 


-  d'w'; 


donc  ô  décroit  sans  cesse,  et  le  mouvement  sur  l'ellipse  se 
fait  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  ;  donc  le  mouvement 
du  pendule  et  le  mouvement  du  grand  axe  de  l'ellipse  sont 
de  sens  contraires.  Dans  le  cas  des  petites  oscillations  du. 
pendule  conique,  au  contraire,  le  grand  axe  de  l'ellipse 
tourne  dans  le  sens  même  du  mouvement  du  pendule. 
L'ellipse  est  très  aplatie;  en  effet,  son  grand  axe  est  2a, 
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son  petit  axe, 

2a  o)'       2a(i>sin^ 


\/-'-?    v/f 


le  rapport  du  petit  axe  au  grand  axe  est ^  ■ 

Dans  l'expérience  faite  par  Foucault  au  Panthéon,  on  avait  : 

X  =  48"50'49';      /  =  67'";      a  =  3'". 
On  trouve  : 

,000143, 


=  u  1/  ~  sin  X  =  0,0 


le  petit  axe  où 

2aM'y/]  =  0-»",86. 

Ainsi  le  petit  axe  avait  moins  d'un  millimètre;  le  pendule 
paraissait  donc  décrire  un  plan,  et  ce  plan  tournait  d'un 


'Y^ 


mouvement  uniforme.  La  durée  d'une  oscillation  est  r.  ., 

y  9 
=  8*  environ.  La  durée  de  la  révolution  du  plan  d'oscillation 
est  égale  à 

u         sin  X 

Pendant  une  double  oscillation  de  IG»,  l'extrémité  de  la 
course  du  pendule  se  déplaçait  de  2  """,3,  en  vertu  du 
mouvement  de  rotation  du  plan  d'oscillation;  les  observa- 
tions pouvaient  donc  s'étendre  à  5  ou  6  heures,  alors  la  • 
déviation  était  de  60"  à  70". 

A  l'ëquateur,  la  déviation  serait  nulle  ;  dans  l'hémisphère 
austral,  elle  changerait  de  sens. 
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CHAPITRE   PREMIER 

PROPRifiTt  StHtRALB  DV  HOnTEHEIlT  DES  8T8TÊ1IES. 

1 .  Tout  corps  est  considéré  comme  un  système  de  pointa 
matériels  agissant  les  uns  sur  les  autres;  l'action  qui  s'exerce 
entre  deux  points  matériels  M  et  M'  de  masses  m  et  m' 
agissant  à  la  distance  r,  consiste  en  deux  forces  égales  et 
opposées  dirigées  suivant  MM'  et  M'M,  appliquées  la  pre- 
mière au  point  M,  la  seconde  au  point  M';  la  valeur  de 
cIiHCune  d'elles  i)eut  être  représeiitée  pur  mm'  sir),  ç(r) 
êlatit  une  certaine  Ibniitioii  dti  la  dÏKlunce  rlos  deux  pointu. 
Quand  cette  double  force  tend  à  rajuu-oclier  les  deux  points, 
on  dit  qu'il  y  a  attraction;  quand  elle  tend  à  les  éloi(ïner,  i) 
y  a  répulsion.  Outre  ces  forces  intérieures  qui  s'exercent 
entre  les  divers  points  matériels  composant  le  système 
considéré,  .des  forces  extérieui'es  peuvent  encore  être 
appliquées  à  divers  points  de  ce  «ystème;  ces  forces 
extérieures  proviennent  des  actions  exercées  sur  lex  points 
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du  premier  système  par  les  divers  points  d'un  ou  de 
plusieurs  autres  systèmes  situés  à  de  certaines  distances 
■  du  premier. 

Soient  m  la  masse  d'un  point  matériel  quelconque  du 
système,  x,  y,  z  les  coordonnées  par  rapport  à  trois  axes 
rectangulaires  fixes.  Il  est  clair  que  le  mouvement  de  chaque 
point  matériel  est  produit  par  l'ensemble  des  forces,  tant 
extérieures  qu'intérieures  qui  agissent  sur  ce  point.  Si 
donc  on  désigne  pai'  F  l'une  quelconque  de  ces  forces  et 
par  X,  Y,  Z  ses  composantes,  on  aura  les  trois  équations  : 


le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le 
point  considéré.  On  aura  trois  équations  semblables  pour 
chacun  des  autres  points  du  système;  si  n  est  le  nombre 
des  points,  on  aura  donc  3n  équations  simultanées  à  3» 
inconnues;  les  seconds  membres  contiennent  toutes  les 
inconnues  mêlées;  la  détermination  des  mouvements  des 
divers  points  du  système  dépendra  donc  de  l'intégration  de 
3n  équations  diffërentieltes  simultanées  du  second  ordre, 
problème  généralement  très  difficile,  et  qu'où  ne  parviendra 
à  résoudre  que  dans  un  nombre  de  cas  très  restreint.  On 
peut  faire  avec  ces  équations  certaines  combinaisons  élimi- 
nant les  forces  intérieures,  ce  qui  donne  des  équations  ou 
des  lois  générales  du  mouvement  des  systèmes. 

2. ,  Mouvement  du  centre  de  gravité.  —  Ajoutons  membre 
à  membre  toutes  les  équations  (1)  relatives  à  l'axe  des  x; 
faisons  de  même  pour  celles  lelatives  à  l'axe  des  i/  et  à  celui 
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des  z  et  nous  aurons  les  trois  équations  suivantes  : 

^       rf'-C  _  V  Y 

Le  signe  S  dans  le  premier  membre  s'étend  à  tous  les 
points  du  système.  Or,  les  actions  mutuelles  que  les  divers 
points  du  système  exercent  les  uns  sur  les  autres  étant  deux 
à  deux  égales  et  opposées,  leurs  projections  sont  aussi  deux 
à  deux  égales  et  opposées,  et  par  conséquent  se  détruisent 
dans  tes  seconds  membres  des  équations  (2). 

Ainsi,  les  équations  (2)  soiit  indépendantes  des  forces 
intérieures  et  ne  dépendent  que  des  forces  extérieures.  On 
peut  donner  à  ces  équations  une  forme  un  peu  dilîérente  et 
les  écrire  : 

1   dt"     dt^'^    * 

Soit  V  la  vitesse  de  l'un  quelconque  M  des  points  du 
système,  dont  la  masse  est  m;  le  produit  mv  se  nomme  la 
quantité  de  mouvement  du  point.  Il  convient  de  considérer 
ce  produit  comme  une  grandeur  géométrique  portée  sur  la 
tangente  à  la  trajectoire  du  point  considéré  dans  le  sens  de 

la  vitesse  de  ce  point;  ses  projections  seront  m  jT'  ""  j?' 
d2 

dans  les  premiers  membres  des  équations  (3),  et  la  première 
I>£aPEïiU)t;i>.  —  Uècaniqite.  II.  S 
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de  ces  équations  donne  le  théorème  aulvant  (en  l'emarquant 
que  l'axe  des  x  peut  être  une  droite  quelconque)  ; 

Théorème.  —  La  dérivée  par  rapport  av.  temps  de  la 
somme  des  projection»,  sur  un  axe  fixe  quelconque,  des 
quantités  de  mouvement  des  divers  points  du  système,  est 
égale  à  la  somme  des  projections  des  forces  extérieures  au 
système  sur  ce  même  axe. 

Lorsque  lea  points  du  système  ne  sont  sollicités  par  aucune 
force  extérieure,  lea  seconds  membres  des  âquations  (3)  Ront 
nuls,  et  les  sommes  des  projections  des  quantités  de  mouve- 
ment ayant  leurs  dérivées  nulles  Kont  constantes.  Ainsi  : 

Lorsque  les  divers  pointa  du  système  ne  sont  soumis  qu'A 
leurs  actions  mtituelles,  la  somme  des  projections  des  quan- 
tités de  mouvement,  sur  un  axe  fixe  quelconque,  est  constante. 

Le  théorème  précédent  acquiert  une  si^rnillcution  très 
simple,  quand  on  fuit  intervenir  le  centre  de  gravité  du 
système  des  points  matériels  donnés.  Soient  x„  y,,  z,  les 
coordonnées  de  ce  point.  Elles  seront  définies  par  les 
équations  ; 

■  M-p,  =  -/«J^, 
(4)  My,  -  2»»y, 

où 

On  en  déduit,  par  différentialion  : 

dx,  dx 

Ces  équations  font  connaiti-e  à  chaque  instant  la  vitesse  du 
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centre  de  gravité  en  grandeur  et  en  direction  ;  en  fonction 
des  vitesses  des  divers  points  du  système.  En  dilTérentiant 
de  nouveau,  nous  aurons  l'accélération  du  même  point  par 
les  formules  : 

M  '''■"i  _  V     ^'^ 
^      IF       '"'Jt'' 

En  vertu  de  ces  dernières  équations,  les  équations  (2) 
peuvent  s'écrire  : 

Ces  équations  sont  celles  du  mouvement  d'un  point  matériel 
de  niasBe  M  sollicité  par  une  force  dont  les  projections  sur 
les  axes  eont  égales  respectivement  aux  sommes  des  projec- 
tions de  toutes  les  forces  du  système.  On  a  donc  ce  théorème. 

TiltonÈiiE.  —  Le  mouvement  da  centre  de  gravité  d'un- 
système  est  le  même  que  si  toute  sa  masse  y  était  concentrée, 
et  que  si  toutes  les  forces  extérieures  y  étaient  transportées  ■ 
parallèlement  à  elles-^nêmes. 

On  voit  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  ne  dépend 
nullement  des  forces  intérieures,  et,  par  conséquent,  qu'il 
n'est  influencé  en  rien  par  les  changements  qui  peuvent  se 
produire  dans  la  constitution  physique  du  système,  tels  que 
'des  chocs,  des  explosions,  des  ruptures  de  liens,  ...,  entant 
que  ces  phénomènes  se  passent  exclusivement  entre  des 
corpa  faisant  partie  du  système  considéré. 
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Cette  proposition  importante  est  connue  sous  le  nom  de 
principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de 
gravité.  En  particulier,  si  le  système  n'est  soumis  à  aucune 
force  extérieure,  le  mou^■ement  du  centre  de  gravité  est 
rectiligne  et  unifoiroe;  si  sa  vitesse  initiale  est  nulle,  il 
reste  forcément  en  repos. 

3.  Exemples  de  l'application  de  ce  principe.  —  i"  Notre 
système  planétaire  étant  extrêmement  éloigné  des  étoiles, 
on  peut  admettre  que  ses  divers  points  n'en  éprouvent 
aucune  action  sensible;  ce  système  n'est  donc  soumis  qu'à 
des  actions  intérieures,  et  dès  lors  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  du  système  solaire  doit  être  rectil^ne  et  uniforme; 
les  observations  ont  mis  ce  mouvement  en  évidence. 

2°  Recal  des  bouches  à  feu.  —  Supposons  un  canon  placé 
sur  un  plan  de  glace  parfaitement  poli;  soient  M  la  masse 
du  canon  et  de  son  affût,  m  celle  du  boulet;  le  canon  et  le 
boulet  forment  un  système  dont  le  centre  de  gravité  G  est 
primitivement  immobile.  L'explosion  de  la  poudre  ne  déve- 
loppant que  des  forces  intérieures,  le  centre  de  gravité  doit 
rester  au  repos;  si  donc,  au  bout  d'un  certain  temps,  la 
projection  sur  l'horizon,  de  l'espace  parcouru  par  le  boulet, 
est  X,  le  centre  de  gravité  du  canon  et  de  son  afTùt  aura  dû 
parcourir  en  sans  contraire  un  espace  x'  tel  que  l'on  ait  : 

Ma;'  —  »iir  =  0, 
d'où  : 


On  aura  aussi  pour  les  vitesses  : 


La  vitesse  de  recul  du  canon  v'  est  très  petite  devant  celle 


Digitizeû  by  ^lOOQ  IC 


DYNAMIQUE.  H7 

du  boulet  V  parce  que  m  est  très  petit  devant  M.  L'équation 
précédente  n'est  toutefois  exacte  qu'en  négligeant  la  masse 
de  la  poudre  devant  m. 

3"  Ascension  des  fusées.  —  L'inflammation  progressive  de 
la  poudre  qui  entre  dans  la  composition  d'une  fusée,  projette 
en  dehors  des  quantités  de  matière  de  plus  en  plus  grandes, 
par  un  orifice  situé  à  la  partie  inférieure  du  corps  de  la  fusée; 
celui-ci  doit  donc  reculer,  c'est-à-dire  prendre  un  mouve- 
ment ascensionnel  ;  il  est  vrai  que  la  pesanteur  est  une  force 
extérieure  qui  doit  influer  sur  le  phénomène  ;  mais  elle  ne 
fait  que  diminuer  la  vitesse  de  la  fusée, 

4°  Explosion  des  bombes.  —  Quand  une  bombe  fait  explo- 
sion avant  d'avoir  touché  le  sol,  le  centre  de  gravité  des 
divers  éclats  continue  à  parcourir  la  parabole  suivant  laquelle 
se  mouvait  le  centre  de  gravité  de  la  bombe  entière  jusqu'à 
ce  que  l'un  des  éclats  vienne  toucher  le  sol.  Alors  une 
nouvelle  force  intervient,  la  réaction  du  sol  sur  le  fragment, 
et  cette  force  modifie  nécessairement  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  du  système.  Il  faut  toutefois  remarquer 
que  le  centre  de  gravité  d'une  bombe  ne  décrit  pas  en 
réalité  une  parabole  à  cause  de  la  résistance  de  l'air.     ^ 

5°  Marche  de  rhomme  et  des  animaus.  —  Le  principe  de 
la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  s'étend 
aux  êtres  vivants.  La  volonté  fait  naître  des  actions  mutuelles 
entre  les  diverses  parties  de  l'oi^'anisme;  elle  met  en  jeu 
des  actions  musculaires;  mais  ces  forces,  comme  toutes 
celles  de  la  nature,  sont  deux  à  deux  égales  et  opposées,  et 
par  conséquent  n'ont  pas  d'influence  sur  le  mouvement  du 
centre  de  gravité.  Aussi  n'est-ce  qu'en  réagissant  sur  les 
corps  extérieurs  qu'un  être  vivant  peut  modifier  le  mouve- 
ment de  son  centre  de  gravité.  Quand  un  homme  veut 
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commencer  à  marcher,  et  qu'il  porte  une  jambe  en  avant, 
l'autre  jambe  tend  à  reculer  d'après  le  principe  en  question; 
elle  le  ferait,  si  rien  ne  s'y  opposait,  et  le  centre  de  gravité 
du  corps  n'avancerait  pas.  Mais  la  seconde  jambe  ne  peut 
reculer  qu'en  glissant  sur  le  sol,  et  c'est  alors  que  se  déve- 
loppe le  frottement  qui  détermine  le  mouvement  en  avant 
du  centre  de  gravité.  Un  homme  placé  sur  un  plan  de  glace 
paifaitement  poli  ne  pourrait  ni  avancer  ni  reculer. 

Remarque.  —  Lorsque  les  points  du  système  ne  sont 
soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles,  on  a  les  équations  : 


I         dz 
.-"'rfl^f' 

K,  3,  Y  désignant  trois  constantes  arbitraires;  ce  sont  là  trois 
intégrales  du  problème. 

On  peut  intégrer  les  équations  (8),  après  les  avoir  multi- 
pliées par  di;  en  désignant  par  a',  p',  y'  trois  nouvelles 
constantes,  on  aura  : 

I    lmx=at  +  a'. 

On  a  donc  ainsi,  dans  (8)  et  (9),  six  intégrales  du  problème. 

4.  Théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvemeat. 

—  Des  deux  premières  équations  (i)  mullipliées  respective- 
ment par  —  y  et  H-  x,  on  déduit  : 

A  chaque  point  du  système  correspond  une  équation  sem- 
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blable;  faisoQS  la  Romme  de  toutes  ces  équations,  et  nous 


ou  bien  : 


Or,  icY  —  yX  représente  le  moment  de  la  force  X,  Y,  Z 
appliquée  au  point  jt,  y,  z  relativement  à  l'axe  des  e.  Les 
forces  ihtérleures  étant  égales  deux  à  deux  et  opposées^  il 
en  est  de  même  de  leurs  moments  relativement  â  une  même 
droite;  ainsi  le^i  seconds  membres  des  équations  (dO)  ne 
contiennent  que  les  forces  extérieures  au  système.  Si  l'on 

remarque  encore  que  m  l-c ^  —  y  ^  1  est  le  moment  de  la 

quantité  de  mouvement  du  point  x,  y,  z  relativement  à  l'axe 
des  s,  on  voit  que  les  équations  (10)  sont  la  traduction  du^ 
the'orème  suivant  : 

Théorème.  —  La  dérivée  de  la  somme  des  moments,  par 
rapport  à  un  axe  fixe  quelconque,  des  quantités  de  mouve- 
ment des  divers  points  du  système,  est  égale  à  la  somme  des 
moments  des  forces  'extérieures,  par  rapport  au  même  axe. 

Nous  nous  occuperons  particulièrement  du  cas  où  les 
seconds  membres  des  équations  (10)  sont  nuls;  cela  aura 
lieu,  d'abord  si  les  forces  extérieures  sont  nulles,  ensuite  si 
les  forces  extérieures  se  font  constamment  équilibre  sur  le 
système  solidifié,  ou  bien  si  elles  ont  une  résultante  unique 
passant  toujours  par  l'origine.  On  a  alors,  en  désignant 
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par  C,  C,  C  trois  constantes  arbitraires  : 


, -•»h;-î'5ï)='=' 

\  ^     /   dx  dz\       „, 


Ce  sont  trois  nouvelles  intégrales  du  problème. 
Donc,  dans  ce  cas  : 

La  somme  des  moment3  des  quantités  de  mouvement  par 
rapport  à  un  axe  fixe  quelconque  est  constante. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  ia  conseruation 
des  moments;  ii  subsiste,  quelles  que  soient  les  actions 
mutuelles  qui  viendraient  à  naître  entre  les  divers  points 
du  système. 

Ce  principe  peut  être  énoncé  d'une  manière  difTérente  en 
se  servant  de  la  considération  des  couples. 
Soient  M  l'un  quelconque  des  points  matériels  du  système, 
MP  la  direction  de  sa 
vitesse  V,  sur  laquelle 
nous  portons  la  quantité 
de  mouvement  MP=mv; 
considérons  MP  comme 
une  force;  ses  projections 

sur  les  axes  seront  ;  w  — . 

dy       d:    ^ 
»(-v-'  m  --•  Transportons 

^  la  force  ftt  P  parallèlement 

à  elle-même  au  point  0,  cequiintroduii-ale  couple  M  P,  OQ; 
ce  couple  pourra  être  décomposé  en  ti'ois  autres,  agissant 
dans  les  plans  coordonnés,  et  dont  lés  moments  seront 
représentés,  en  grandeur  et  en  signe,  d'après  les  principes 
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de  la  Statique,  par  : 

/    dz        ilv\  I   ix-         iz\         I   dg         dx\ 

•'{'di-=7iy  "VT.-'dip  "'{'d,^''dir 

Si  l'on  fait  de  même  pour  tous  les  points  du  système,  on 
verra  que  tous  les  couples  pourront  se  ramener  à  trois 
agissant  dans  les  pians  coordonnés,  et  ayant  pour  moments  : 

■       ^     I  II'        i'l\     ..      ,    M*         l'A 

ii  =  --«[':„ -y,,)- 

Les  équations  (11)  nous  donneront  donc  : 

L  =  C,      M  =  C',      N  =  C'. 

En  composant  ces  trois  couples,  on  aura  le  couple  résultant 
des  quantités  de  mouvement,  dont  l'axe  sera  représenté 
par  OG,  et  le  moment  par  G,  et  l'on  aura  : 


G  =  l^L'  +  M'+  N';  cosGOj  — r;;  cosGOy^^;  cosGO;=-. 
On  en  conclut  : 


Ainsi,  t'axe  du  couple,  résultant  des  quantités  de  mouve- 
ment conserve  pendant  tout  le  mouvement  une  direction 
constante,  et  le  moment  de  ce  couple  reste  invariable. 

Si  on  prenait  d'autres  axes  passant  par  le  point  0,  on 
trouverait  encore  les  équations  (H);  seulement  les  cons- 
tantes G,  C',  C'  n'auraient  plus  la  même  valeur;  mais, 
quel  que  soit  le  système  d'axes,  l'origine  restant  au  même 
poinl  0,  la  quantité 

C  +  C"  +  C"  =  fl' 
restera  invariable. 
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Le  moment  G  du  couple  résultant  varie  quand  on  prend 
une  auti-e  origine  0. 

5.  Principe  de  la  conservation  des  aires.  —  Prenons  une 
origine  détet-minée,  et  considérons  l'équation  : 


^=^»Hf-'sf)='^'' 


Soient  N  la  projection  de  M  sur  xOy,  r  et  ô  les  cooi^ 
données  polaires  de 
ce  point,  de  manièi-e 
que  : 

a;=rcosO,  y=rs)nft. 

On  aura  : 


dt 


"(tt- 


dt 


dt 


en  représentant  par 
o'  l'aire  du  secteur 

N,ON  décrit  par  le  rayon  vecteur  ON  depuis  t  =  0  jusqu'à 

l'époque  t.  On  aura  donc  : 

y     rfo'  _  0' 
""  dt~  s' 
et,  en  intégrant  : 

On  aura  de  même,  pour  les  autres  plans  coordonnés  : 
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On  a  donc  le  théorème  ftuivant  : 

Théorème.  —  Si  les  forces  extérieures  au  systèrtie  sont 
nulles,  ou  si  elles  se  font  constamment  équilibre,  sur  le 
système  solidifié,  si  Von  considère  un  point  quelconque  0, 
et  les  rayons  vecteurs  OM,  OM'.,.  menés  de  ce  point  aux 
divers  points  du  système,  la  somme  des  aires  décrites  par 
les  projections  de  ces  rayons  vecteurs,  sur  un  plan  quel- 
conque, multipliées  par  lesmassesm,  m'..,  des  divers  points 
du  système,  sera  proportionnelle  au  temps,  pourvu  que  l'on 
considère  comme  positives  les  aires  décrites  d'un  mouvement 
direct,  et  comme  négatives  celles  g«t  sont  décrites  d'un 
mouvement  rétrograde.  (Cela  résulte  de  ce  que  l'on  a  : 


et  que  les  parties  de  l'intégrale  correspondantes  aux  valeurs 
négatives  de  37  sont  elles-mêmes  négatives.) 

Dans  Je  cas  où  toutes  les  forces  extérieures  composées, 
comme  si  le  système  était  solide,  auraient  une  résultante 
passant  par  le  point  fixe,  le  théorème  aurait  encore  lieu  en 
prenant  l'origine  des  rayons  vecteurs  à  ce  point  fixe. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conservation 
des  aires. 

6.  Plan  du  maximum  des  aires.  —  Les  constantes  C,  C ,  C 
représentent  les  doubles  des  aires  décrites  dans  l'unité  de 
temps  sur  les  plans  coordonnés  (ces  aires  étant  multipliées 
par  les  masses);  pour  comparer  ces  aires,  qui  croissent 
proportionnellement  au  temps,  il  suffît  donc  de  comparer  C, 
C,  C  La  quantité  C  qui  repond  à  la  somme  des  aires 
décrites  sur  le  plan  xOy  a  pour  expression  : 

C  =  G  cos  (GOz). 

G  est  constant;  si  l'on  prend  un  autre  plan  des  xy,  C 
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variera  proportionnellement  à  cos  GOz;  C  sera  donc  le 
plus  grand  possible,  quand  on  aura 
cos  (GOî)  —  1 
ou  quand  Or  se  confondra  avec  OG;  alors  le  plan  xOy  se 
confondra  avec  le  plan  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement;  donc,  ce  plan  jouit  de  la  propriété  que  la 
somme  des  aires  décrites  dans  l'unité  de  temps  par  les 
projections,  sur  ce  plan,  des  rayons  vecteurs,  est  la  plus 
grande  possible.  C'est  le  plan  <lu  maximum  des  aires;  il 
conserve,  comme  on  voit,  une  direction  invariable  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement;  c'est  le  plan  que  Laplace 
a  nommé  le  plan  invariable. 

Lorsque  le  plan  des  xy  est  perpendiculaire  sur  celui  du 
couple  résultant,  on  a 

GOz  =  90«;       cos  GO:  =  0,      C  =  0. 

Donc,  la  somme  des  aires  décrites  pendant  un  temps 
quelconque  sur  un  plan  perpendiculaire  au  plan  invariable 
est  nulle. 

Enfip,  si  l'on  suppose  que  le  plan  xOy  se  déplace  de 
manière  à  iaire  un  angle  constant  avec  le  plan  du  couple 
résultant,  on  aura  GOr  =  const.  et  C  ^  const.  Donc,  la 
somme  des  aires  décrites,  pendant  le  même  temps,  par  les 
projections  des  rayons  vecteurs  est  la  même  pour  tous  les  * 
plans  qui  font  un  même  angle  avec  le  plan  du  couple  résultant. 

Reuarque  I.  —  Si  l'on  prend  le  plan  invariable  pour  plan 
des  xy,  on  a  C  ^  0,  C  =  0,  par  conséquent  : 


-•"r,77 -"!?)= 

-'"{''Ti-'r,}-- 

\    lit  lit} 


Digitized  by  ^^lOOQ  IC 


DYNAMIQUE.  125 

On  a  là  des  formules  simples,  qui  peuvent  être  très  utiles 
dans  certaines  recherches;  J^acobi  en  a  tiré  un  grand  parti 
dans  son  beau  Mémoire  sur  l'élimination  des  nœuds  dans  le 
problème  des  trois  corps  (Journal  de  Ltouville,  t.  IX). 

Remarque  II.  —  Si  la  somme  des  moments  des  forces 
extéiieures  n'est  nulle  que  par  rapport  à  l'axe  0  z,  on  aura 
seulement  : 


De  là  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Si  la  somme  des  moments  des  forces  exté- 
rieures, par  rapport  à  un  axe  fixe,  est  constamment  égale  à 
zéro,  si  l'on  fait  la  somme  des  aires  décrites,  dans  un  temps 
donné  t,  par  les  projections,  sur  «n  plan  perpendiculaire  à 
l'axe,  des  droites  qui  joignent  un  point  de  l'axe  fixe  aux 
différents  point  matériels,  ces  aires  étant  multipliées  par  les 
masses  de  ces  points,  on  obtient  une  somme  proportionnelle 
au  temps  t  employé  à  les  décrire. 

C'est  la  généralisation  d'un  théorème  que  nous  avons 
démontré  antérieurement  dans  le  cas  d'un  seul  point 
matériel. 

7.  Du  principe  des  aires  dans  te  mouvement  relatif.  —  Il 
arrive  fréquemment  que  l'on  décompose  le  mouvement  d'un 
système  matériel  en  deux  mouvements  composants,  dont 
l'un  est  le  mouvement  du  système  par  rapport  à  des  axes  de 
direction  constante,  menés  par  son  centre  de  gravité,  et 
l'autre  est  le  mouvement  de  ces  axes  eux-mêmes;  ce 
dernier  mouvement  est  un  mouvement  de  translation  iden- 
tique à  celui  du  centre  de  gravité  du  système;  en  désignant 
par  x„  y„  z,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  0„  on 
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aura,  par  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  : 


Menons  pur  le 
point  0,  des  axes 
0,x„  0,y„  0,z. 
parallèles  aux  axes 
lises  Oic,  Oy,  Oz\ 
soient  Ç,  »■„  Ç  les 
coordonnées  d'un 
point  quelconque, 
par  rapport  aux 
nouveaux  axes  ; 
■*"  nous  aurons  : 

(2)  x  —  Xi  +  i;      y  =  ii,  +  r,;      j  =  *,  +  ;. 

Voyons  ce  que  deviendront  les  équations  des  moments, 
quand  nous  remplacerons  x,  y,  z,  par  leurs  valeurs  (2)  : 


nous  îtui'ons 

X 

-» 

de 

+ 

d'où  l'on  déduit,  en  '  remarquant  qu'à  urî  moment  donné, 
x„  ^„  z,  sont  les  mômes  pour  tous  les  points  du  corps  : 
„     /    rf'tf         rf*jï\  „     d'y  „     d*x 

/,  rf'V  *PiF\. 
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d'ailleui-8  : 

xy  —  j,X  =  a;,Y  —  y,X  +  gY  -  r,X, 

Les  équations  (3)  pourront  s'écrire  : 

U.(-g-2v)-v,(-^:-Ix) 

Or  on  a  : 

-''^=1^'  -g=2v;  -£=E^. 

U  eu  résulte  donc  : 

Remplaçons  maintenant  3-7  •  ^t?  ^^371  P^f  leurs  valeurs, 
déduites  de  (2),  et  nous  trouverons  : 

(6)  ■ 


|S---S-^-»(=S-^)=2«^-^). 


î^'ous  n'avons  encore  rien  supposé  relalivement  à  l'origine  0,  ; 

si  nous  admettons  qu'elle  roïnciile  avec  le  centre  de  gi-avité, 

nnua  aurons  : 

(7)  2»»;  —  0;      :Lmr,  =  0;      ^m'i  =  0. 

Donc  les  équations  (G)  vont  uouh  donner  : 


(8) 


-('g-^)=E«v-,x,, 
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De  manière  que  ces  équations  (8)  des  moments  ont  ]a 
môme  forme,  quand  on  rapporte  le  mouvement  à  des  axes 
mobiles,  mais  de  direction  fixe,  passant  par  le  centre  de 
gravité,  que  quand  on  les  rappoile  à  des  axes  absolument 
(ixes.  Ce  sont  ces  équations  (8)  que  l'on  emploie,  pour 
déterminer  les  mouvements  des  corps  célestes  autour  de 
leurs  centres  de  gravité,  tandis  que  les  équations  (i)  font 
connaître  les  mouvements  de  ces  centres  de  gravité. 

On  trouverait  encore  que  les  équations  (8)  ont  lieu,  si  le 
point  O,  origine  des  axes  mobiles  parallèles  aux  axes  fixes, 
au  lieu  d'être  le  centre  de  gravité,  était  simplement  un  point 
animé  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme.  En  elTet, 
jusqu'à  l'équation  (G),  nous  n'avons  pas  tenu  compte  précé- 
demment de  ce  que  le  point  G  était  le  centre  de  gravité;  les 
équations  (6)  ont  donc  lieu  quel  que  soit  le  point  O,;  or  ici, 
dans  notre  nouvelle  hypotbése  : 

rfC         '      (i(*         '      dt' 

Les  équations  (6)  coïncident  donc  bien  avec  (8). 
Il  en  serait  encore  de  même  si  l'on  avait  constamment  : 

d*x,       (Py,      d*2, 

.  ^dF_  _  ^  _  J^_ 

ïm;       Smi]       ïmï 

Or,  en  désignant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité, 
relativement  aux  axes  mobiles,  par  Ç„  >]„  ;„  on  a  : 


Les  équations  (9)  peuvent  donc  s'écrire  ; 


d-x, 

d'y,     d'z 

i!L 

__  df  _  dl 

il 

~    'M    ~    C, 

1  signifient  que  la  force  accélératrice  qu'il  faudrait 


Digitizeû  by  ^lOOQ  IC 


DYNAMIQUE.  129 

appliquer  au  point  0,  pour  lui  donner  le  mouvement  qu'il  a 
réellement,  doit  être  constamment  dirigée  vers  le  centre  de 
gravité  du  système. 

Ces  deux  dernières  manières  d'obtenir  la  même  forme  (8) 
pour  les  équations  des  moments  ne  sont  guère  employées; 
tandis  que  la  première  l'est  constamment. 

Si  les  forces  extérieures  sont  nulles,  ou  si  elles  se  font 
équilibre  sur  le  système  solidifié,  les  sommes  de  leurs 
moments  par  rapport  aux  axes  mobiles  seront  égales  à 
zéro;  on  aura  donc  : 

et  on  déduira  encore  des  équations  (8)  ; 

en  désignant  par  C,  C,  C  trois  constantes  arbitraires. 

Et  l'on  aura,  relativement  aux  axes  mobiles  menés  pjir 
le  centre  de  gravité,  toutes  les  conséquences  données  précé- 
demment relativement  aux  axes  Hxes  :  somme  des  aires 
décrites  en  projection,  sur  un  plan  quelconque,  proportion- 
nelle au  temps;  plan  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement  invariable;  invariabilité  du  moment  de  ce 
couple,  et  enfln  ce  plan  invariable  sera  encore  le  plan  du 
maximum  des  aires. 

Il  faut  remarquer  que  ai  les  forces  extérieures  avaient 
une  résultante  unique  passant  par  un  point  fixe  O,  les  équa- 
tions (10)  n'auraient  pas  lieu  relativement  aux  axes  mobiles 
menés  par  le  centre  de  gravité,  et  pîu-  suite,  non  plus  les 

DOPEVKOi.'S.  —  3Iicani^ne.  U,  9 
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équations  (H).  On  ne  peut  appliquer  le  théorème  des  aire» 
que  pour  les  rayons  vecteurs  issus  du  centre  fixe. 

Dans  le  cas  où  les  forces  extérieures  au  système  consis- 
teraient cependant  en  des  attractions  dirigées  vers  un  centre 
fixe,  et  proportionnelles  à  la  distance,  on  sait  que  ta  résul- 
tante de  toutes  ces  attractions  passerait  toujours  par  le 
centre  de  gravité  du  système;  donc,  dans  ce  cas  particulier, 
les  équations  (il)  aui-aient  encore  lieu. 

8.  Application  an  syBtèine  planétaire.  —  En  négligeant 
les  actions  des  étoiles,  ce  système  n'est  soumis  qu'à  des 
forces  intérieures  ;  on  aura  donc,  en  désignant  par  x,  y,  z 
les  coordonnées  d'une  molécule  quelconque  m  du  système, 
rapportées  à  des  axes  de  direction  invariable,  menés  par  le 
centi'e  de  gravité  : 

.-{'r:--4f)=^. 

'  ,     I   du         àx\ 

'  ^"■('37-''s)  =  '- 

Le  plan  du  couple. résultant  des  quantités  de  mouvement 
aura  une  direction  invariable,  et  si  l'on  dési^^e  par  x,  x,  x' 
les  angles  que  fait  l'axe  de  ce  plan  avec  les  axes  des  coor- 
données, on  aura  : 


I^C'-f-C'  +  C"  KG» 


k'c'  +  C'-f-c" 
L'équation  du  plan  invariable  sera  : 
(14)  Cx'hC'i/  +  C'z  =  0. 

ï^oui'  calculer  C,  C,  C  par  les  formules  (12),  Laplace 
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réduit  les  corps  célestes,  y  compris  le  Soleil,  à  de  simples 
points  matériels,  ce  qui  n'est  pas  rigoureux  ;  car,  le  signe  }i2 
s'étendant  à  toutes  les  molécules  du  système  planétaire,  il 
y  a  lieu,  comme  l'a  montré  Poinsot,  de  tenir  compte  des 
parties  provenant  des  molécules  du  Soleil,  et  de  leurs 
vitesses  dues  à  leur  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe 
du  Soleil;  il  faudrait  faire  la  même  chose  pour  toutes  les 
planètes. 

On- peut  montrer  toutefois  que  les  parties  ainsi  négligées 
dans  tes  équations  (12)  sont  très  petites  (')  par  rapport  à 
celles  que  l'on  conserve. 

il  reste  encore  à  introduire  dans  les  équations  (12),  au 
lieu  des  coordonnées  rapportées  au  centre  de  gravité,  les 
coordonnées  rapportées  au  centre  du  Soleil,  qui  sont  celles 
que  nous  pouvons  déduire  des  observations. 

Soient  x,  y,  z,  m  les  coor4onnées  et  la  masse  du  Soleil, 
Xi,  j/i,  Zi,  m,  les  mêmes  éléments  pour  une  planète  quel- 
conque; on  a  : 


(iS) 


_,  /   dy         dx\       „      /    dyt         ix'\ 


et  l'origine  étant  au  centre  de  gravité,  on  a  : 

(16)  mx  +  "LtiiiX,  —  0;     my  +  Im^y,  —  0;     mz  +  1  miî.  =  0. 

Soient  ï,  r,i,  Xi  les  coordonnées  de  la  planète,  relatives  au 
Soleil  ;  on  aura  : 

(17)  Xi  =  x  +\i;      yi  =  y  -§-  Tj,  ;      2;  =  z  +  ;^. 
Les  équations  (16)  donnent  alors  : 

(i8)  î   yZm  =  —  2wi.7](, 
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A  cause  de  (17),  (15)  devient  : 

(du         dx\  rfv  „     ,       àx 

rf«  dp        , 
On  remplacera,  dans  celte  équation,  x,  y,  ^-  -^^  pai-  leurs 

valeurs  déduites  de  (18),  savoir  : 


2m.ï. 
21»  ' 

,!(-      Zm-^  lit 

2lM.Tl(. 

dt_        1    ,      *:i 

ff  =  — - 
et  l'on  trouvera  après  réductions  : 

--•"■''-"■s!} 


m 


c. 


■H^4-^'r)-^^n.ic 


Nous  avons  remplacé  dans  ces  équations  Stn  par  m  ~\-  S»ii. 
On  peut  transformer  ces  équations  comme  il  suit  ; 

C-(»  +  ï.»,)  =  »>2»,(5,tf-,,f) 

+  s»,  2»,  ^Ç.  ^  -  ,,  ^j  -  im,5,  im  -jj  +  1».,,,  im,  -^,  ■ 
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Les  termes  en  m]  hi  -^  —  t).-  ~1  se  détruisent,  et  il  reste  : 

De  manière  qu'en  désignant  par  c,  c',  c'  de   nouvelles 
constantes  reliées  aux  anciennes  par  les  formules 

.  =  c(..^'),  .  =  c.(..^>.  =  c-(,.^-),- 

on  aura  : 


(SI) 


^'        il      J 


On  conn^tra  à  une  époque  donnée,  pour  les  diverses 
planètes,  les  quantités  %,  r^,  ;,  et  leurs  dérivées;  si  donc  les 
masses  des  planètes  sont  connues,  les  formules  (20)  feront 
connaître  les  valeurs  de  C,  C,  C  à  l'époque  donnée,  et 
relatives  à  un  certain  système  d'axes.  Si  on  fait  le  calcul  à 
une  autre  époque  très  éloignée  de  la  première,  on  aura  des 
valeurs  de  C,  C,  C  qui  devraient  être  égales  aux  précé- 
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dentés,  si  on  pouvait  tes  rapporter  aux  mêmes  systèmes 
d'axes,  ce  qui  ne  peut  se  faire  d'une  manière  absolument 
rigoureuse.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  deux  valeurs  de  C  +  C* 
+  C"  devront  être  égales  entre  elles,  quels  que  soient  les 
changements  intérieurs  survenus  dans  le  système  solaire, 
dans  l'intervalle  de  temps  écoulé,  pourvu  qu'il  ne  soit 
survenu  aucune  action  extérieure. 

Pour  être  entièrement  rigoureux,  il  faudrait  faire  inter- 
venir les  satellites  et  les  comètes  dans  les  équations  (20), 
mais  leurs  masses  étant  très  petites,  peuvent  être  négligées. 
On  voit  que,  pour  faire  le  calcul  indiqué  ci-dessus,  il  faudrait 
.  connaître  avec  une  grande  précision  les  masses  des  planètes; 
on  ne  les  connaît  pas  encore  toutes  avec  toute  l'exactitude 
que  l'on  pourrait  désirer. 


Remarque.  —  Dans  les  équations  (20),  les  seconds  termes 
des  seconds  membres  sont  très  petits,  relativement  aux 
premiers,  à  cause  du  diviseur  m  -f  2m,  qui  est  grand,  à 
cause  de  la  pré- 
sence de  la  mas- 
se du  Soleil  m. 

On  peut  conce- 
voir, comme  il 
Y  suit,  la  possibili- 
té d'obtenir  dans 
notre  système 
planétaire  un 
système  d'axes 
absolument  fixes. 
Le  centre  de 
gravité  du  systè- 
me solaire  décrit  une  droite  d'un  mouvement  uniforme  ;  par 
on  point  arbitraire  0,  menons  une  parallèle  DP  à  cette 
droite,  un  plan  NX  parallèle  au  plan  invariable,  et  conce- 
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vons  une  sphère  de  rayon  4  ayant  pour  centre  le  point  0. 
Supposons  que  nous  sachions  déterminer  à  chaque  époque 
la  position  du  plan  invariable  et  de  la  droite  OP  relativement 
à  UD  système  d'axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz.  Soit  OX 
la  projection  de  la  droite  OP  sur  le  plan  invariable; 
prenons  XY  =  XZ  =  90".  Notre  système  d'axes  absolument 
fixes  serait  OX,  OY,  OZ.  On  peut,  c'est  notre  hypothèse, 
déterminer  la  position  des  axes  OX,  OY,  OZ,  relativement 
aux  axes  Ox,  Oy,  Oz;  on  pourra  donc  aussi  déterminer  la 
position  des  axes  Ox,  Oy,  Oz  relativement  aux  axes  abso- 
lument fixes. 

Si  xy  est  le  plan  de  l'écliptique,  on  pourrait  donc 
rappoi-ter  la  position  de  ce  plan  si  important  à  des  axes 
abi-olument  fixes,  et,  par  suite,  suivre  ses  variations  dans  le 
eoui-s  des  siècles.  Il  faudrait  toutefois  que  la  droite  OP  ne 
fût  pas  perpendiculaire  sur  le  plan  invariable,  car  alors  le 
point  X  ne  serait  pas  déterminé. 

Mm,  si  la  position  du  plan  invariable  est  difficile  à 

déterminer  avec  précision,  il  est  infiniment  plue  difficile  de 

t/e'ierminer  la  position  de  la  droite  OP,  de  sorte  que  ce 

que  nous  venons  de  dire  ne  présente  qu'un  intérêt  pure- 

"îent  théorique. 

®-  Principe  des  torcea  vives.  —  Considérons  l'un  .  des 
points  matériels  du  système  dont  la  masse  est  m,  et  v  la 
^tesse  à  l'époque  t;  on  a,  en  tenant  compte  de  toutes  les 
Mrces    tant  intérieures  qu'extérieures  qui  agissent  âur  ce 


point  : 


"7?--^'     '«rfïï--^'     •«dïî--^' 


"f*  eti    déduit,  en  multipliant  ces  équations  respectivement 
P*ï*  dcc,dy,dz: 

rf  .  ^  =  2  (Xrfa  4-  \dy  +  Zdz). 
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Faisons  la  somme  de  toutes  les  équations  semblables 
relatives  à  tous  les  points  du  système,  et  nous  aurons  en 
int^rant  : 

(1)  Imv* 


•  =  i'^fi'Kdx  +  Ydp  +  Zrfj), 


V,  est,  d'une  manière  générale,  la  valeur  initiale  de  v; 
Xdx  +  Ydy  +  Zdz  est,  comme  on'sait,  le  travail  élémen- 
taire de  la  force  F,  aux  composantes  X,  Y,  Z,  appliqué  au 

point  X,  y,  z;  j  Qidx  +  \dy  +  Zdz),  ou  bien  /   (x  ^ 

+  Y  ^  +  Z  jT  1  d(,  est  le  travail  de  cette  force  pendant  le 
temps  t  ;  l'équation  (i)  équivaut  donc  au  théorème  suivant  : 

Théorème  général  des  forces  vives.  —  La  variation 
de  la  somme  des  forces  vives  de  tous  les  points  d'un  système 
en  mouvement,  pendant  un  temps  quelconque,  est  égale  au 
double  de  îa  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces,  tant 
intérieures  qu'extérieures,  qiii  agissent  sur  tous  les  points 
du  système,  pendant  le  même  temps. 

Travail  des  forcée  intérieDres.  —  Considérons  deux  points 
matériels  M  {x,  y,  z),  M'  {x',  y',  z')  de  masses  m  et  m', 
posons  : 

MM'  =  r; 

l'action  mutuelle  de  ces  deux  points  se  compose  de  deux 
forces  MA  =  M'A',  dirigées  suivant  la  droite  MM',  chacune 
de  ces  forces  étant  égale  à  mm'  ç  (r).  Les  composantes  de  la 
force  MA  sont  : 
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Le  travail  élémentaire  de  cette  force  est  égal  à  : 
Hdx+Ydy  +  ldz 

=  —  mm'  ^  [{x  —  x')dx  +  (y  —  y'>(iy.é-'(3  —  z')  dz]. 

On  aura  de  même,  pour  le  travail  élémentaire  de  la 
force  M'A',  dont  les  composantes  X',  Y',  Z'  sont  égales  et 
opposées  à  X,  Y,  Z  : 

X'dx'+Y'dy'  +  Z'dz' 

m(r) 

=  mm'  -î-^  [(x~x')dx'  +  (y  —  y')  dy'  +  (s  — z')dï']. 

En  ajoutant,  on  aura  pour  le  travail  élémentaire  de  l'action 
mutuelle  des  deux  points  matériels  : 


+  (j-j')«!j- 

-<lî% 

ce  qui,  en  vertu  des  relations  : 

r'  =  (a:- 

-^}'  + (s -!')•+ (.'-''); 

rdr  =  («  —  «')  idx  - 

-dx')+{s-y)idy-âs') 

+  (i-i')idi 

-  ds'). 

se  réduit  à  : 

—  mm'^(r)dr. 

ou  à: 

+  mm'  d.tji  (r). 

1 

En  posant  : 

-ç  ('•)=*'('■). 

la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  intérieures 
sera  donc  : 

2  mm'  d.-Sfir)  =:rf.  ^  mm'  4(0, 
et  la  somme  des  travaux  des  mêmes  forces,    pendant  le 
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temps  f,  sera  : 

en  désignant  par  r,  la  valeur  initiale  de  r. 
L'équation  (i)  s'écrira  donc  ; 


=  S  [2  mm'  -KO  -  2  ""»'  'K'"*^] 

-+-  2  V  Ç(s.dx  +  Ydfj  +  Zrfî). 


où  X,  Y,  Z  ne  doivent  plus  représenter  que  les  composantes 
des  forces  extérieures. 

On  voit  la  différence  entre  ce  théorème  des  forces  vives 
et  le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  ou  celui 
des  aires;  il  n'élimine  pas  les  forces  intérieures.  Ces  forces 
intérieure);  disparaîtront  dans  le  cas  où  les  distances  mu- 
tuelles des  divers  points  du  système  vérifieront  l'équation  : 

2  mm'  4  (r)  —  V  mm'  it  (r,)  =  0, 

pendant  If;  temps  considéré.  Cela  aura  lieu,  en  particulier 
pour  les  corps  solides,  dans  lesquels  on  considère  les 
distances  i3ntre  les  molécules  comme  constantes,  quand  on 
néglige  leis  déformations.  Dans  ce  cas,  on  voit  qu'on  a  ce 
théorème  : 

La  variation,  pendant  un  temp»  donné,  de  la  somme  des 
forces  vives  des  divers  points  matériels  du  système  est  égale 
à  la  sommn  des  travaux  des  forces  extérieures  qui  agissent 
sur  les  diviirs  points  du  système,  pendant  le  même  temps. 

Ce  théor'ème  trouve  son  application  dans  les  machiner, 
où  les  circcnstances  qui  permettent  son  emploi  sont  à  peu 
près  réalisées. 

Dans  le  cas  où  les  forces  extérieures  sont  nulles,  l'équa- 
tion (3)  donine  ; 

Im«'  —  ïme,'  =  i  [^mm'  ^  (r)  —  "^mm'  ^  (r,)]. 
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Ce  que  l'on  peut  écrire,  en  remarquant  que  a^mwt'  -ji(r)e3t 
une  fonction  des  coordonnées  des  divers  points  du  système, 
et  désignant  par  C  une  constante  arbitraire  : 


(i) 


fax'      rfy'      d?'\       _,  .     ,     ,     ,      „ 


C'est  là  une  int^rale  du  problème,  —  Ce  cas  est  réalisé 
dans  le  système  planétaire.  En  réduisant  chaque  corps 
céleste  à  son  centi-e  de  gravité,  on  a  : 

J_ 

la  somme  des  travaux  des  forces,  qui  sont  toutes  inté- 
rieures, sera:/.--  '  ''  en  faisant  abstraction  d'une  constante, 

r,rj 

et  l'on  aura,  en  considérant  les  vitesses  absolues  des  centres 
de  gravité  du  Soleil  et  des  diverses  planètes  : 

Revenons  au  cas  général,  où  les  forces  extérieures  ne 
sont  pas  nulles^  supposons  que  l'expression 

soit  la  différentielle  d'une  fonction  de  x,  y,  z,  x',  y',  z',  ,,., 
c'est  ce  qui  arrivera  lorsque  les  forces  extérieui-es  seront 
constamment  dirigées  vers  des  centres  fixes,  leurs  intensités 
étant  fonction  seulement  de  la  distance,  ou  quand  ce  seront 
des  forces  perpendiculaires  à  un  plan  fixe,  ou  à  une  droite 
fixe,  les  intensités  ne  dépendant  que  des  distances  des  points 
d'application  à  ce  plan,  ou  à  cette  droite. 
On  aura  alors  : 

22  Axrfaj  +  ïdy  -.-  Zdz)  =  Cd.f  (a;,  y,  z,  »',  y',  z\  ...) 
^*(!c,  y,  z,  x',  y',  i',  ...)  —  *(«„  y„  z„  ;»'„  y\,z\,  ...), 
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et  au  lieu  de  l'équation  (3)  : 

2m(j*  —  SmtV  =  2  [2)  »»»»'  "t  W  —  ^mm'  4]  (rj 

+  2  [*  {X,  y,  z, ...)  -  *  (or,,  y,.  2,,  ...)], 
ou  bien,  en  faisant  : 

2  m»»' 'KO  "t-^Car,  y,  2,  ...)  =  W  {x,y.s,  3^',  y',  z', ...), 

(5)  2mi)'  —  Smi',' 

=  2  [M^  (J^,  y,  s,  x\  y-,  z,  ...)  -  M'  (x„  y.,  s„  x\,  y\,  z' )], 

ou  bien  : 

(6)  Smp'  =  2  W  (x,  y,  z,  x',  y',  z' ,  ...)  +  C. 

Dans  ce  cas,  qui  se  présente  souvent,  le  théorème  des  forces 
vives  donne  donc  une  intégrale,  l'intégrale  des  forces  vives. 

Quand  la-somme  des  travaux  de  toutes  les  forces,  tant 
intérieures  qu'extérieures,  est  constamment  nulle,  la  force 
vive  reste  constante  pendant  toute  la  durée  du  mouvement; 
le  système  conserve  sa  force  vive,  et  on  a,  dans  ce  cas 
particulier,  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 

Il  existe  une  relation  très  simple  entre  la  force  vive  du 
mouvement  d'un  système  par  rapport  à  des  axes  fixes,  et 
celle  de  son  mouvement  relatif  par  rapport  à  son  centre  de 
gravité.  Menons  en  effet  par  ce  centre  de  gravité  des  axes 
parallèles  aux  axes  fixes;  soient  x,  y,  z  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  M  du  système  par  rapport  aux  axes 
fixes,  Ç,  1),  ç  les  coordonnées  du  même  point  par  rapport 
aux  nouveaux  axes  qui  sont  mobiles,  a:,,  j/,,  z,  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  du  système  par  rapport  aux 
axes  fixes.  On  aura  : 

ar  =  a!,4-5;      y  =  y,  +  r,;      z  =  2,  4- C, 

dx dx,      rf|       dy dy,      dr„       dz dz,      rf; 

rf7~rf7'^rf7'    di~Ti'^l,ï'    Tt~Tt'*'dt' 
, dx*  -H  dy*  +  rfa' dx*  ■+■  rfy,'  +  di,' 


dt 

lil,  di       dy,  dr, 
dt  dl       dt  dl 

df 
d:,  dl\ 
*lidl)* 
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On  en  conclut,  en  désignant  par  V  la  vitesse  du  centre  de 
gravité,  par  «  la  vitesse  du  point  M  dans  le  mouvement 
relatif,  autour  du  centre  de  gravité  : 

dy,  rfr,      rfa,  rfï\ 
~  dt  di  "^  dt  dt) 

En  multipliant  par  m,  et  faisant  la  somme  des  équations 

anal(^es  qui  correspondent  à  tous  les  points  du  système, 

,        .    ,,    dx, 
on  aura,  en  remarquant  qua  un  moment  donne,  V,  -^i 

■jj>  -^'  sont  les  mêmes  pour  tous  les  points  du  système  : 

at        at         at        dt 

■>-^Tt-"di- 
Or,  l'origine  des  coordonnées  ï,  >;,  ï,  étant  au  centre  de 
gravité  du  système,  on  a  constamment  : 

d'où  ; 

dt  dt  at 

Il  en  résulte  donc  : 

(7)  ïmc*=:  V  2m  +  2mH'. 

Ainsi,  on  a  le  théorème  suivant  : 

La  force  vive  totale  d'un  système  est  égale  à  la  force  vive 
de  la  masse  eiitière  concentrée  au  centre  de  gravité,  plus 
la  force  vive  de  ce  système,  dans  son  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravité. 

10.  Application  de  l'intégrale  des  forces  vives  au  sys-. 
tème  planétaire.  —  Nous  réduirons  le  Soleil  et  les  planètes 
à  leurs  centres  de  gravité,  négligeant  ainsi  les  forces  vives 
provenant  de  la  rotation  de  ces  corps  sur  eux-mêmes  (ou 
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plutôt,  les  variations  de  ces  forces  vives)  ;  nous  auroas,  en 
désignant  d'une  manière  générale  par  v  la  vitesse  absolue  du 
point  M  dont  la  masse  est  m,  par  Xj  la  distance  mutuelle 
des  points  M^  et  Mj,  dont  les  masses  sont  m,  et  m  : 

(t)  2mr*  =  2/-2^  +  Const. 

Considérons  maintenant  le  mouvement  relatif  du  système 
autour  de  son  centre  de  gravité  ;  soient  V  la  vitesse  absolue 
du  centre  de  gravie,  u  la  vitesse  relative  du  point  M,  M  la 
masse  totale  du  système;  on  aura  : 

Zmv*  =MV'  +  Iwm', 
et  l'équation  (1)  deviendra  : 

(«)  MV  +  ïwju»  =  ifl  -p  +  Const. 

Or,  la  vitesse  V  est  constante;  si  donc,  on  pose 


(3)  V=fz" 


l'équation  (2)  donnera,  en  désignant  par  C  une  constante 

arbitraire  : 

(4)  Ziau>  =  iV  +  C. 

Convenons  maintenant  que  M  désigne  le  Soleil,  dont  les 
cooi-données  rajiportées  aux  axes  mobiles,  de  directions 
invariables  passant  par  le  centre  de  gravité,  soient  x,y,z; 
soient  x,,  (/;,  z^  les  coordonnées  correspondantes  d'une  pla- 
nète quelconque.  L'équation  (4)  deviendra,  en  mettant  à 
part  ce  qui^se  rapporte  au  Soleil  : 

(5,    „  ''^•  +  V  +  '>='  +  ,,„,  teii_^^M^'  ^  ,„  ^  c 

En  opérant  comme  au  n"  (7),  nous  poserons  : 

(6)  X  =x  +  lr,      fi=Lf  +  iu;      t,  =  :  +  ^. 
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On  voit  que  %,  r^,  ?<  seront  lea  coordonnées  de  la  planète  M,, 
rapportées  à  des  axes  parallèles  aux  axes  fixés,  et  ayant 
leur  origine  au  centre  du  Soleil.  On  trouvera  aisément  que 
l'équation  (5)  devient,  en  ayant  ^ard  à  (6)  : 

(7)  («14-  S  «0 -^ 


-rr""dt  '  -"■'  dt'  —  ■  "■ 

Or  on  a  : 

(m  +  Swi)  J>  =  —  -m,^!, 
(m  +  Inti)  y  =  —  -"'■Tn 
(m  +  2m;)  2  =  —  SWii. 

On  portera  ces  valeurs  de  x,  y,  z,  et  les  valeurs  correspon- 
dantes de  j-'  -7-<  ~  dans  le  premier  membre  de  l'équation 
(7)  qui  deviendra  : 

dV  -t-  dr,?  +  dl^* 
I„, _ _ 

j»  +  ïfii((\        dt/      \        dt)  àt)  s 

en  mettant  à  part  dans  l'expression  (3)  de  U  les  distances 
des  planètes  an  Soleil,  on  aurj,  en  désignant  par  r,  la 
distance  de  la  planète  au  Soleil  : 


M^fml-  +fZ 


mmj 


où  les  signes  D  s'étendent  seulement  aux  planètes,  et  â  leurs 
combinaisons  deux  à  deux,  le  Soleil  étant  mis  à  part  ;  iinale- 
ment,  l'équation  (7)  deviendra  : 


d%*  ■+  dr,?  +  dÇi* 


l(--g)*-(-ë)' 


2/mï; 
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Telle  est  la  forme  qui  prend  l'intégrale  des  forces  vives 
dans  le  système  planétaire,  quand  on  rapporte  les  mouve- 
ments des  planètes  au  centre  du  Soleil. 

On  peut  transformer  cette  équation  (A)  en  multipliant  ses 
deux  membres  par  m  +  Soij;  le  premier  membre  devient, 
comme  on  s'en  assure  aisément  : 


On  trouve  finalement,  au  lieu  de  la  forme  (A),  la  suivante  : 

(B)  +  Immj j^, 

,  =  %f{m  ■*•  2m,)  (ml  —  H ^-^1  +  G. 

11.  DigressioQ  sttr  l'applicatioD  du  principe  deB  forces 
vives  au  système  du  monde.  —  Commençons  par  donner, 
sous  une  forme  simple,  les  équations  des  mouvements  des 
divers  points  qui  remplacent  le  Soleil  et  les  planètes;  nous 
aurons,  en  conservant  les  notations  précédentes,  et  traitant 
le  Soleil  comme  l'une  quelconque  des  planètes,  afin  de  ne 
pas  altérer  la  symétrie  : 

et  deux  autres  équations  analogues,  en  remplaçant  x  par  y, 
puis  par  z  ;  voilà  pour  le  mouvement  du  point  M,. 
Or,  on  a  : 

à\j  =  {xi  -  xjf  +  (y.  -  yj)'  +  (Zi  -  sj)*, 
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d'où,  en  prenant,  ies  dérivées  partielles,  par  rapport  à  Xi  : 
ce  qui  permettra  tl'écrire  l'équation  (1)  comme  il  suit  ; 


di*  dxi 

ou  encore  : 

w  '^i^-^d^rv'^:^)' 


Dans  le  second  membre  de  cette  équation,  sous  le  signe  S, 
i  doit  rester  constant,  et  j  prendre  les  valeurs  qui  corres- 
pondent à  tous  les  autres  points,  M,„i,  Mi^,>  ...;  M.  +  i, 
M,+  ,  ...;  on  peut,  si  l'on  veut,  faire  varier  aussi  l'indice  i, 
car  les  termes  ainsi  introduits  dans  le  signe  2  ne  contien- 
dront pas  la  coordonnée  Xi  de  la  planète  considérée  spécia- 
lement; si  donc  on  pose 

(3)  v=n'^, 

OÙ  i  et  j  prennent  chacun,  et  indépendamment  l'un  de 
l'autre,  les  valeurs  1,  2,  ...  n,  n  désignant  le  nombre  des 
corps,  sans  que  l'on  ait  jamais  i  =;  y,  on  déduira  de  (1)  les 
équations  suivantes,  pour  le  mouvement  de  la  planète  Mi  : 

(        d'Xi      rfU 
1         dr       dxi 

J  rfi'  dy^ 

J  éPzi  dU 

I  df  dz. 
DESPEvnors.  —  Mécanique.  II.  10 
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En  donnant  à  i  dans  ces  équations  (4)  les  valeurs  i, 
2,  ...,  n,  U  étant  une  fonction  de  a:,,  x„  ...,  x^;  y„  y,, ...,  j/„; 
z„  :„  ...,  z„  définie  par  l'équation  (3),  on  obtiendra  les 
3n  équations  différentielles  du  mouvement  des  n  corps 
considérés;  U  est  la  fonction  des  forces. 

On  déduit  de  (4)  la  combinaison  suivante  : 

,  /dxt*  -h  dy?  +  dz?\      ^  /dV  ,         dU  .         dM  ^  \. 

en  donnant  à  i  les  valeurs  4,  2,  ...,  n,  et  faisant  la  somme 
des  équations  ainsi  obtenues,  on  trouvera  : 

Or,  la  fonction  U  ne  contenant  pas  le  temps  explicitement, 
on  a  : 


^  /dU  ^         dU  ^         dM  _,   \ 


On  déduira  donc  de  (5)  en  intégrant,  et  désignant  par  h.  une 
constante  arbitraire  : 


1MJ1^'  =  2(U..»). 


Or,  on  tiré  des  équations  (4),  et  des  autres  qui  corres- 
pondent aux  autres  corps  du  système  : 


/    d'ic,         (fw,         d'îA      ,/    dU         dD        d\i\ 

ction  U  est,  en  vertu  de  sa  i 
homogène  de  degré  —  1  dei 
connu,  relatif  aux  fonctions 

/    dU  dU  dU\ 


Mais  la  fonction  U  est,  en  vertu  de  sa  définition  même  (3), 
une  fonction  homogène  de  degré  —  1  des  quantités  as*,  yt,  zr, 
un  théorème  connu,  relatif  aux  fonctions  homogènes,  donne  : 
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et  l'équation  (7)  devient  : 

/    (P*,         iPyi         rf*zA        •  „ 

En  combinant  cette  équation  avec  (6),  on  trouve  : 

Soit  r,  la  distance  du  point  M,  à  l'origine  des  coordonnées, 
on  a: 

r('  =  iri'  +  y,'  +  z,', 
l  d  (ri*)         dxi         dvi         dxi  , 

1  d' fn')      dXi*  +  dV(*  +  dZi*  d*Xi         d't/i         (fj, 

et  l'équation  (8)  peut  s'écrire ,: 

m 

On  peut  transformer  cette  équation  de  manière  à  y  intro- 
duire les  distances  mutuelles  Aj,j  au  lieu  des  distances  r,^; 
on  a  les  identités  : 

:   StUi  IniiOs*  —  (IniiXi)*  =  ^vi,m}  {xt*  +  x/  —  iXiXj), 

(10)    I  Zmt  ï-viipi* —  (Iniiy. y  =I.m,mj{gi*  +  y j* —iy,jfj), 

[imi'S.miZi*  —  (ÏMiZ,/  =lmimj{Zi*  +  z/  —iZtZf); 


\',j=iXi''  +  xj*  •~iXiXj)  +  (ii,*  +  9/  —iy^yj)  +  {z,*  +  z/—23iZj). 
En  ajoutant  les  trois  équations  (10),  on  aura  donc  en  faisant 

<H)  M2i%r,*  —  l(2m.3;.)'  +  (Zm^y.)'  +  (£m.2.)']  =  Sm^fflj  i'..;. 
Soient  Ç,  ir;,  C  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du 
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système;  on  a  : 

On  sait  qu'en  désignant  par  a,  p,  y,  »',  p',  y'  six  constantes 
arbitraires,  on  a  : 

d'où  : 

(2m.a;.)'  -H  {tmiy.y  +  (2m.î.)'  =  M'  [a*  +  P*  +  y* 

4-  2  (m'  +  pp'  +  yt')  '  +  (*"  +  P"  +  ï")  '']■ 
En  portant  dans  (11),  el  prenant  deux  fois  la  dérivée  par 
rapport  à  (,  on  trouve  : 


en  tirant  de  là  — j^~  '  pour  le  porter  dans  (9),  et  désignant 
par  /('  une  nouvelle  constante  arbitraire,  il  viendra  : 

M— !/—="'  +  "• 
ou  bien  : 

(12)  i^»jA'y  =  8;'="'+U', 

équation  remarquable  dont  Jacobi  a  tire  des  conséquences 
intéressantes  relativement  i-  la  stabilité  du  système,  plané- 
taire; voir  .lacobi  :  Vorlesungen  ûber  Dynamik,  p.  27-30. 
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12.  l^'  Problème.  —  Deux  points  matérieh  M  et  M',  de 
masses  m  et  m',  réunis  par  xtne  lige  rigide,  de  longueur 
.  invariable,  dont  on  néglige  la  masse,  sont  assujettis  à  se 
mouvoir  dans  un  plan  horizontal;  on  demande  d'étudier 
leur  mouvement. 

Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  montre 
que  le  centre  de  gravité  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne 
et  uniforme. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  position  de  la  tige  pour  t  =  0, 
pour  origine  la  position  Gj  du  centre  de  gravité  à  cette 
éporfue. 

Puisqu'il  n'y  a  pas  de  forces 
extérieures  au  système,  le 
centre  de  gravité  décrira  une 
droite  GjG,  d'un  mouvement 
uniforme  : 

Soit  G  sa  position  à  l'épo- 
que t;  soient  G,x  et  G,i/ 
deux  axes  rectangulaires  si- 
tués dans  le  plan  du  mou- 
vement, GÇ  et  Gr,  deux  axes 
parallèles  aux  précédents, 
M  et  M'  les  positions  des  deux  points  à  l'époque  t, 
s  l'angle  MG5. 


fig.209 
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Le  principe  des  aires  aura  lieu  dans  le  mouvement  relatif, 
autour  du  centre  de  gravité;  soient  sur  G5,  M,  et  M',  les 
positions  initiales  des  deux  points;  le  rayon  vecteur  du 
point  M  aura  décrit  le  secteur  circulaire  M,GM,  d'aire  a; 
de  même  celui  du  point  M'  aura  décrit  le  secteur  M'.GM', 
d'aire  o'  ;  en  posant 

f  =  GM;      r'=GM', 
on  aura  : 

*   .  *    ,.  . 

Soit  C  une  constante  arbitraire  ;  l'application  du  principe  des 
aires  donnera  : 

ffl3  +  m'c'  ^  C(, 
ou  bien, 


âi^''^  +  m'r'*)  ç  =C/, 


r  et  r'  sont  constants;  soit  donc  p  une  nouvelle  constante 
arbitraire;  on  aura  : 

Ainsi,  le  centre  de  gravité  G  des  deux  points  M  et  M'  se  ■ 
meut  sur  la  droite  G,G  d'un  mouvement  uniforme,  et  cette 
droite  MM'  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  du 
point  G;  par  là,  le  mouvement  de  la  droite  MM'  est  entière- 
ment déterminé;  on  aura  ensuite  les  positions  des  points  M 
et  M'  eux-mêmes,  en  tenant  compte  des  formules 


dans  lesquelles  l  désigne  la  longueur  de  la  tige,  enveloppe 
de  la  droite  MM'. 
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Soient  (fig.  210)  G  et  G,  les  positions  du  point  G  aux 
époques  (  et  i  +  Ai,  G  M  et  G,  M,  les  positions  correspon- 
dantes de  la  tige;  l'angle  MGA  varie  proportionnellement 
au  temps;  on  aura  donc,  en  désignant  par  «,  w  et  u,  trois 
constantes  : 

G.G  =  at. 

Soit  H  le  point 
d'intei-section  de  GM 
et  G,M„  on  aura: 

GG,  =  a((  +  AO. 
M,G,A =(.>(/+ 40+»,, 

d'où: 

GG.  =  «  iï. 


Le  triangle  G  G,  H 
donne  : 


,       _  s_m(<^ 


Soit  I  la  limite  du  point  H  lorsque  Xt  tend  vers  zéro,  l'équa- 
tion précédente  donne  : 


IG  =  lim.  HG,  =■  sin  (uf  +  w,)  lim, 


GG, 
H  ' 


ou,  en  tenant  compte  de  (1)  : 

IG  =  -  sin  (fût  +  (1),), 
ou  bien,  en  posant  -  =  a  : 
(2)  IG^asinHGA. 

Élevons  au  point  I  la  perpendiculaire  à  G  H,  et  au  point  G 
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la  perpendiculaire  à  G  A  ;  soit  K  le  point  de  rencontre  de  ces 
droites;  l'enveloppe  demandée  sera  le  lieu  du  point  I,  et  IK 
sera  la  normale  à  cette  courbe.  Le  triangle  rectangle  KIG 
donne  : 

IG 
'sinHGA' 
ou,  en  tenant  compte  de  (2)  : 

KG  =  fl. 

OiTen  conclut  que  le  cercle  décrit  sur  KG  comme  diamètre 
a  un  diamètre  constant  a,  et  l'enveloppe  cherchée  est  la 
cycloïde  décrite  par  un  point  de  ce  cercle  roulant  sans  glisser 
sur  la  droite  G, G. 

13.  2"  Problème.  —  On  donne  deux  droites  rectangu- 
laires Ox  et  Oy;  deux  points  matériels  M  et  M'  de  masses 
m  et-m'i  réunis  par  un  fil  MM'  de  longueur  invariable  l; 


le  point  M  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  Ox;  étudier  le 
mouvement.  —  Le  point  M  est  soumis  à  la  tension  MA  =  T 
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et  à  la  réaction  normale  N  de  la  droite  Ox;  le  point  M'  à  la 
tension  M' A'  =  T.  Les  équations  du  mouvement  seront,  en 
posant  OM  =  x,  et  désignant  par  x'  et  y'  les  coordonnées 
du  point  M'  : 


(i) 


if  m       T  (X'  —  a:) 

ie          1      • 

lex'        Tiif  —  x) 

if                   1 

.=îf: 

/•>■        Ty 
77- — T' 

P  =  {x'  —  xy  +  y"; 
puisque  l'y  du  point  M  reste  constamment  nul,  on  a  : 

0  =  T^  — N,     d'où    N  =  T^- 

Mais  ces  équations  ne  nous  sont  pas   nécessaires  pour 
déterminer  le  mouvement. 

Appliquons  en  effet  le  principe  du  mouvement  du  centre 
de  gravité,  seulement  pour  Ox;  nous  éliminerons  les  ten- 
sions; N  n'intervient  pas;  donc  on  a  : 

d*x         .  d*x' 

d'où,  en  intégrant: 

dx'       ,  dx' 
(î)  „_  +  „._.  =  C'. 

Le  principe  des  forces  vives  nous  donne,  en  remarquant 
que  la  force  N  étant  normale  au  déplacement  du  point  M 
donne  un  travail  égal  à  zéro,  et  qu'il  en  est  de  même  de  la 
somme  des  travaux  des  tensions  T  appliquées  en  M  et  M', 
parce  que  là  distance  MM'esl  invariable  : 
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OU  bien  : 

(3)  m-^-^m  — ^^i =C. 

Ces  équations  (2)  et  (3)  pourraient  d'ailleurs  être  tirées 
des  équations  (i).  Pour  déduire  de  ces  équations  les  lois 
du  mouvement,  remarquons  que  l'on  a  : 

,,,  i  x'  =x  +  Icm  ft, 

(  y'  =  I  sin  ô, 

(2)  et  (3)  vont  devenir  : 

dx 


\       dt*  [^dt*  dt*  dt  dtj 

On  en  tire  : 

.        C  +  m'Jsin  S  — 


(C  +  ni'Isin  0  -r-] 
dt/ 

,„(iÔ'      Zm'fsinfldO  /  ,         ,,  .      ri8\ 

+  "  '^  TS r  T-,  (  C   +  m' i  SMl  6  —  )  - 

(//*        m  H-  m    rf(  \  'iï/ 

C"  +  (m"I'  cos'  8  +  mm'  l*)  j^  =  ("•  +  *"')  *^' 


Ut' 


/-r- k'm'^cos'O  +  mm'  =  k'(nt  +  m')C  — C". 
Soit  w  la  valeur  initiale  de  j  '  répondant  S  6  =  6„  on  aura  : 


-;    lût  Vm  +  m'  cos'  6, 


''*        Vm  -t-  m'  ços'9 

=  /    Vm  +  m"  cos*  6  dô; 
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l'expression  de  t  en  fonction  de  8  dépend  des  intégrales 
elliptiques. 

6  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  car  le 
i-adica!  k'm  +  m'  cos'  6  est  toujours  réel. 

Pour  trouver  x  en  fonction  de  (,  remarquons  qu'on  déduit 
de  (2)  et  de  (4),  en  appelant  G,  une  nouvelle  constante 
arbitraire  : 

mm  +  m'x'  ^  C  f  +  C„ 
(«1  +  I»')  *  =  C  /  +  C,  —  m'  /  cos  9, 

d'où  l'on  déduirait  x  en  fonction  de  (  en  remplaçant  6  par  sa 
valeur  en  f,  conclue  de  l'équation  (6). 

Courbe  décrite  par  le  point  H'.  —  De  (2)  et  (5)  on  tire  : 
(m  +  m')  -T-=  —  m/sin  0^  +  C, 
d'où,  en  remplaçant  dt  par  sa  valeur  tirée  de  (6)  : 


w  Km  +  m'  cos'  fl, 
/   (m  -+-  m')  (aï'  —  x',)  —  m/  cos  0 

)  =  —  /  Km  +  m'  cos*  fl  dfl, 

I  M  Km  +  m'  cos'  Oo-/ 

l  y  =  f  sin  e. 

Ces  deux  équations  font  connaître  x'  et  y'  en  fonction  de 
la  variable  auxiliaire  e  et  par  suite  donnent  la  trajectoire 
cherchée. 

Cas  particulier  :  C  =  0.  —  On  a  alors  : 

(m  +  m')  (*'  —  a;,')  =  ml  cos  6, 
mtj'  =  mf  sin  6, 
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ce  qui  est  l'équation  d'une  ellipse  dont  les  axes  sont  paraJ- 
lèles  aux  axes  de  coordonnées. 

On  aurait  pu  voir  à  priori  que  le  point  M'  doit  décrire 
une  ellipse;  soit  en  effet  G  le  centre  de  gravité  du  système 
des  deux  points  M  et  M'  ;  désignons  son  abscisse  par  x,» 
on  aura  : 

(m  4-  m')  X,  =  mx  +  m' x' , 
"  dx,  _     ix 


-— i  =  0,      x,=i  Const. 
dt 

Ainsi  le  centre  de  gravité  G  ne  doit  pas  sortir  de  0,y, 
parallèle  à  Oy;  donc  la  droite  MM'  a  deux  de  ses  points  Cl 
et  M  assujettis  à  se  mouvoir  sur  deux  droites  rectangulaires 
0,a;  et  0,y,\  donc  un  quelconque  de  ses  points,  M'  par 
exemple,  décrit  une  ellipse. 

14.  Même  problème  en  supposant  le  point  H'  pesant.  — 
On  aura  encore  : 

dx         ,  dx'      „, 

Le  principe  des  forces  vives  nous  donnera  : 

dx'        ,  dx'*  •+■  dtf"      „      ^   .     , 
"ÏF*"  jjr--  =  C  +  2«'s». 

On  a  d'ailleurs  : 

x'  =x-t-  Icos  % 

y'  =  /  sin  ft. 

On  tirera  de  là  : 


,dx 
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On  en  déduit  : 


+  înj'  (m  +  ra')s/sinO; 
pour  (  :=  0,  on  aura  : 

m' P  (m  -¥■  m'  cos'  8,1  o>*  =  (m  +  m')  G  —  C" 

+  2ffl'  (m  +  m')  gl  (sin  6  —  sin  %), 

.  V^m  +  m'  cos'  8  dO 

ai  =  ±  - 


1/  (m  4-  f»'  cos'  6,)  w'  -I-  2  (nu-  m')  ?  (sin  6  —  sin  %) 

EIn  posant  : 
(m  +  m'  cos'  6o)  w'  —  2  (m  H-  m')  ^  sin  8,  =  2  (w  +  m')  |  H, 

ou  bien  : 

„  .    „       m  -I-  m'  cos'O.  w*/ 

H  =  — sin  8,  4-  —s- ~ — • 

'         2  (m  +.  f«  )      g 

iJ  viendra  : 


Vm  +  m'  cos*  8  de 
d(  =  ± 

l/«  (m  +  m')  I  KH  +  sin  8 
ïl/2(m+m')^=  /     —  dfl- 

On  ne  peut  pas  intégi"er  sous  forme  finie. 

Si  H  >  i,  9  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  possibles, 


car  le  radical  Kh  +  sin  6  sera  toujours  réel. 

Si  H  ■<  1,  on  fera  H  =  sin  p,  et  8  ne  pourra  prendre  que 
les  valeurs  pour  lesquelles  on  a  : 

sin  3  +  sin  8  >  0. 
Le  mouvement  sera  oscillatoire. 

Resterait  à  examiner  le  cas  de  H  =  1  ;  le  pendule  ne 
pourra  atteindre  la  verticale  qu'au  bout  d'un  temps  infini. 
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Ici  encore  pour  C  =  0,  la  courbe  décrite  par  le  point  M' 
est  une  ellipse.  On  a  comme  un  pendule  elliptique. 


15.  3<  Problème.  ■ 


«^'9 


212. 


On  donne,  dans  un  même  plan 
vertical,  deux  cour- 
bes C  et  C  ;  deux 
points  ■nuttériels  pe- 
sants M  et  M',  de 
masses  m  et  m', 
sont  astreints  à  se 
mouvoir  sur  ces 
deîix  courbes;  Us 
sont  réunis  par  une 
tige  rigide  et  in- 
flexible, dont  on 
néglige  la  masse. 
Trouver  leur  mou- 
vement. —  Prenons, 


dans  le  plan  vertical  donné,  deux  axes,  Ox  horizontal,  Oy 
vertical  et  dirigé  vers  le  haut.  Les  équations  des  deux 
courbes  seront  : 


(0  f(.x,  y)  =  0; 

avec  la  relation 


(2) 


?(*,y)  =  o. 


(3) 


(«■  —  *)'  +  (y'  —  yy 


Les  forces  qui  agissent  sur  M  sont  la  force  MP  =  mg,  a 
réaction  normale  N  et  la  tension  T  =  MA. 

Sur  M'  la  force  M' P'  ^  m' g,  la  réaction  N'  normale  à  C 
et  la  tension  T  =  M'A'. 

Le  principe  des  forces  vives  est  applicable;  il  élimine  les 
réactions  et  les  tensions,  parce  que  la  distance  MM'  est 
invariable  ;  on  a  donc  ;    ■ 

wir'  +  m't'*  =:  C  —  ig  {my  +  m'y'). 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


ou  bien  : 

,,,  dx*  +  dp'  ,  rfj!"  +■  rfy"  n         a      , 

(4)    tu — ;ïir-^+"*  ^^r^=C-2ff(»itf +  ».>')■ 

Des  équations  (1),  (2)  et  (3)  on  peut  tirer  les  valeurs  de 
y,  y',  x'  en  fonction  de  x;  l'équation  (4)  donnera  ensuite 
une  équation  de  la  forme 


il' 
d'où 

1^  problème  sera  ramené  aux  quadratures,  on  aura  ; 


^fjWd^y 


t  = 
On  trouvera  ensuite  aisément  N,  N'  et  T.  Posons  : 


W  1  ±  N' 


Viëhm 


et  nous  aurons  ; 


m 


dt'  dx  l 

,d'x' 


dt'  dy         "  l 
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N,  J^  +  N  J^  =  t»  -T-r 

ax  dx  dV 


dy 


'dy- 


-  mg  +  m' g  -h  m  -r 


^'^y  ^ 


dC 


En  remplaçant  dans  ces  équations  x,  y,  x',  y'  par  leurs 
valeurs  en  fonction  de  t,  déduites  de  (1),  (2),  (3),  (5),  on  en 
conclura  N,  et  N'„  et  par  suite  Net  N',  par  les  équations  (6); 
l'une  des  équations  (7)  donnera  ensuite  T. 

■16.  Application.  — La  courbe  C  se  réduit  à  l'axe  Oa: 
etC  à  l'axe  Oy;  les  coor- 
données du  point  M  sont  : 

a;  =  /cosfl;     y  =  0, 
celles  de  M'  : 

x'  =0;      y'  =«isin  6. 
Les  vitesses   v   et  v'  des 
points  M  et  M'  sont  respec- 


tivement : 


-  i  sin  fl 


»'=:+(  COS 

Le  principe  des  forces  vives  donnera  ici  : 

mv*  +  m'c"  =  C  —  2m'jy'  =C  — 2m'jisin  6, 
p  ~{m&in'  6  -I-  ffl'  cos' 0)  ^  C  —  2m'  jcisinO; 

d'où  on  tire.: 


de 


dt 


y™^ 


im'  glsin  6 


_     r".  /m  sin'  0  +  t«'  cos*_6 
'  ~  je.  V  ^ -'S^TiTn  0 
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Supposons  0,  =  0  et  lançons  le  point  M'  suivant  Oy  avec 
la  vitesse  a.  Nous  aurons  : 

a*  m'  =  C, 
et  par  conséquent  : 


j.      ij.  ■  ■/«•sin'e  +  m'  cos'8 
y    m'  («■  —  igl  8in  6) 


ou,  en  posant  : 


=  igh. 


,,„  a  /nisin'6  +  m  cos'O 

at  =;  (a8  1/  •= rrr ;—■ — 7:7* 

Y    23  m'  {A  — isin  6) 


v?-xv' 


/c 


Si  l'on  a  h  >  i,  le  radical  sera  réel  pour  toutes  les  valeurs 

de  6;  6  ira  en  croissant  de  0  à  s»  et  la  barre  arrivera  à 

coïncider  avec  Oy.  Pour  h  <  i,  on  pourra  faire  7=  sin  P; 

0  ira  en  croissant 
-y  de  0  à  g,  puis  dé- 
croîtra de  p  à  0. 

47. 4*  Problême. 
~iS.etM'  sont  deux 
points  matériels  pe- 
sants, de  masses  m 
et  m',  assujettis  le 
premier  à  rester 
sur  le  plan  hori- 
zontal xOy,  le  second,  sur  la  verticale   Oz;  ces  deux 

Desfetrous.  —  Mieaniqve.  U.  11  ■ 
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points  sont  réunis  par  un  fil  inextensible  de  longueur   l, 
gui  passe  sur  une  petite  poulie  placée  en  O.  Étudier  U 
mouvemenCde  ces  deux  points. 
Désignons  par 

»,  y,  r,  0 
les  coordonnées  rectangulaires  et  polaires  de  M.  Posons  : 

En  désignant  encore  par  T  Ja  tension  du  fii,  le  point  M 
sera  soumis  à  la  tension  T,  à  la  reaction  normale  du 
plan  xOy  et  à  son  poids,  et  pourra  être  considéré  comme 
libre;  il  en  sera  de  iriême  du  point  M'  qui  sera  soumis  aux 
forces  M'A'  =  T  et  M'P  =  m'g\  on  aura  donc,  pour 
déterminer  le  mouvement  des  points  M  et  M',  les  équations 
suivantes  : 

dl'  r' 


rfC 


-=m'g- 


'   z'  +  r  =  I, 

On  déduit  de  ces  équations  l'intégrale  des  forces  vives  : 

dx*  +  rfw'         ,  dz"  ,       «    ,    _, 

m ^  .  ■ .    +  m'  -j-z-  =  consl.  +  îm  az", 

or  ai 

ou  bien  : 

Le  point  M  étant  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale,  on 
a  l'intégrale  des  aires  : 
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(2)  et  (3)  donnent  la  solution  du  problème.  On  en  déduit 
sans  peine  : 

(4)  d6  =  ±  C  ym  +  m'      '^!_. 

(5)  dt=±  k^wi  +  m'  -^^, 
en  faisant  : 

(6)  fir)  =  r'{G-im'9r)-mG\ 
On  est  conduit  à  des  intégrales  etlipti<iues. 

Détennination  des  constantes  G  et  G'.  —  Soient  r,  la 
rayon  vecteur  initial,  v,  la  vitesse  initiale,  r„  l'angle  que  fait 
cette  vitesse  avec  le  prolongement  de  r,;  on  a  : 


f  a  COS  »i. 

=  ©.' 

i\  sin  -r,. 

=  ('a- 

Les  formules 

(2) 

et  (3)  donneront  : 

•0,         i 

G  = 

=  r,riSini[i„ 

C'  = 

=  im'gi\  + 

tij'  (m  +  m 

cos'  r„) 

On  pourra  écrire  : 

(8)  /■(r)  =  r'jr,'(m  +  m'  cos*j;„) +2»i'fl'(r,— r)}— mWsin*-fi,. 
Discussion.  —  On  a  : 
/■(—  00)  >  0:      /-(O)  <  0;      /«(r.)  >  0;      /^(+  «=)<  0. 

Donc,  l'équation  /(»■)  =  0,  qui  est  du  3»  degré,  a  ses  trois 
racines  réelles,  deux  a  et  P  positives,  une  —  y  négative. 
On  aura  : 

rdr 


dd 


=  -V^ 


i»J    |/(r_j)(._r)(r  +  Y) 
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rdr 


-  /  2w'g  _  r  rdr 


K(r-g)(a-r)(r  +  Y) 

La  courbe  décrite  par  le  point  M  est  comprise  tout  entière 
entre  les  cercles  r  =  p  et  r  =  a,  qu'elle  touche  aux  points 
où  elle  les  rencontre. 

Pour  que  le  mobile  M'  ne  passe  pas  par-dessus  la  poulie, 
on  devra  avoir  l  —  a  >  0;  alors,  z'  restera  compris  entre 
ï  —  a  et  Z  +  p. 

Coaditîoa  poor  que  le  mobile  H  décrive  un  cercle.  —  On 
devra  avoir  ; 

a  =  p  =  r„ 
fir,)  =  0,      f  (r.)  =  0. 


2r, 


/(r,)  =  r,'v,'  (m  +  m')  cos'  i],, 


:-v/^ 


telles  sont  les  conditions  cherchées. 


Calcul  de  T.  —  On  déduit  de  (1)  : 
Trfr  =  mtï'  =m -—. =  C' 


J    "'       r^  {m  +  m')  ^  m  -un'       m  +m' 


r'db' 


r*  (m  +  m') 
imm'dr 
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d'où  en  difTérentiant  : 


-  2C'  mm'       2  mm' g 


mm'    r       Tj' «„*  sin*  »}, "1 


18.  5"  Problème.  —  Mouvement  d'une  chaîne  pesante  et 
homogène,  su^endue  sur  le  bord  d'un  plan  horizontal.  — 
B  »  f,      Soit  p  la  masse  de  l'unité  de  lon- 

gueur de  la  ch^dne,  l  sa  longueur. 
Posons  : 


OA=:x,      OB  =  i  — iF. 

A  un  moment  donné,  tous  les 
points  de  la  chaîne  ont  la  même 
dx 


fia   215 


donc  : 


dx* . 


.dx* 


dt*  *   dt* 

En  désignant  par  X  la  force  qui  agit  sur  un  élément  de  la 
chaîne,  on  aura  par  le  principe  de  l'équivalence  de  la  force 
vive  et  du  travail  l'équation  : 


-d.lmt 


'='^Xdx. 


Or  on  a  ici  : 


X  =^  gdm, 
2  Xda;  =  dx  Zgdm  =  gdx 

'Ldm  s'étend  à  la  partie  OA;  donc  : 
2dm  =  px. 


et  l'on  a  : 


pldx  j^  =  gpTdx, 
d'x      g 
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d'où,  en  intégrant,  et  désignant  par  A  et  B  deux  constantes 
arbitraires  : 

Supposons  que,  pour  (  ;=  0,  x  =  x„  et  tt  ^  0,  c'est  à 

dire  que  la  chaîne  soit  abandonnée  sans  vitesse  initiale; 
on  déterminera  aisément  A  et  B,  et  on  trouvera  : 

(2)  .  =  '^{e'^Ue-y',). 

Remarque.  —  Pour  la  partie  OB,  les  réactions  du  plan 
et  les  poids  ne  donnent  pas  de  travail. 

Tension  de  la  chaîne.  —  Proposons-nous  de  calculer  la 
tension  T  en  un  point  N  de  la  partie  AO;  posons  AN  -=  a. 
Si  l'on  coupe  la  chaîne  en  N,  on  pourra  remplacer  ta  partie 
supérieure  par  la  tension  T;  on  peut  alors  appliquer  le 
principe  des  forces  vives  à  la  portion  AN,  ce  qui  donne 
l'équation  : 


ïdx—  Idx, 


En  remplaçant  -^  par  sa  valeur  (1),  il  vient  ; 


(3) 


r  =  „.(.-î). 


Pour  calculer  la  tension  en  un  point  M  de  la  partie  OB, 
posons  : 

Si  l'on  coupe  la  chaîne  en  M,  on  pourra  remplacer  l'action 


rdbyGoOgle 
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de  la  partie  inférieure  par  la  tension  T',  et  appliquer  le 
principe  des  forces  vives  à  la  partie  MB;  on  aura  : 

(»)  r  =  ,fj.(i-f)- 

Les  formules  (2)  et  (3)  s'aceonient  à  donner  : 

pour  la  tension  en  0;  cette  tension  est  maxima  pour  x 
=  â'  elle  a  aloi-s  pour  valeur  3PT- 

19.  6°  PftOBLftME.  —  Deux  points  matériels  M  et  M',  de 
masses  m  et  m'  sont  attirés,  proportionnellement  à  la 
distance,  par  un  point  fixe  0;  ils  sont  réunis  par  une  tige 
rigide  et  inflexible,  de  longueur  l,  dont  on  néglige  la  masse. 
Le  point  M  e.st  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  droite  fixe  Ox. 
—  Étudier  le  mouvement  supposé  avoir  lieu  dans  un  plan. 

Désignons  par  n'  la  constante  d'attraction;  soient  T  la 
tension  de  la  tige,  N  la  réaction  normale  de  la  droite  Ox; 
le  point  M  sera  soumis  à  l'action  des  forces  MA  =  mn'. 
OM,  MB  :=  T  et  N;  le  point  M'  sera  soumis  à  l'action  des 
forces  M'A'  =  m'n\  OM'  et  M'B'  =T';  soient  OM  =  j;, 
et  x'  et  y'  les  coordonnées  de  M',  les  équations  du  mouve- 
ment des  deux  points  seront  : 

d'x  .         m{x'  —  x) 

,    d*^  ,       ,      ,  m    («'  —  iP) 

(1)  „■— =-m'„V-T— ^, 

\        df  l' 

\  ix'  -  X)'  -h  y''  =  /'. 
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(ma;  -i-m'a^)  _ 
a    -j-j =:  —  n  (ïBœ  +  m  se). 


ou,  en  faisant  : 


(2)    m(B  •+■  m'x'  =  (m  +  «')  X, 
rf'X  ,„ 


(3) 


Xest,  comme  on  voit,  l'abscisse 
du  centre  de  gravité  de  M  et  M' . 
Le  théorème  des  forces  vives 
donne  ensuite,  en  remarquant 
fin.  216  <^>i^  Is  travail  de  N  est  nul,  et 
qu'il   en  est  de  même  de  la 

somme  des  travaux  des  tensions  appliquées  en  M  et  M', 

parce  que  la  longueur  MM'  est  invariable  : 


(4)1» 


àx* 


,daf' 


■  dy" 


-  n»  [mx*  +  m'  (»**  +  y")]. 


où  C  désigne  une  constante  arbitraire;  nous  ferons  : 
(8)  œ'  —  a;  +  tt. 

De  (2)  et  (5)  on  tire  : 


(6)  '"^"• 

r  3/=xh i  ». 

\  m  +  m' 

L'équation  (4)  donnera  : 

du)'        ,(dX  m 


jdX 

{  dt       m  +  m'  dt 

—  C  +  fl'i»  i  X  - 


(  dt 


duy         ,d^* 


-,  «  J  +  »*m'  )  X  +  - 


+  «'m'y"  =  0. 
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En  réduisant,  on  trouve  : 

,_     ,  „ /((X'        ,„,\         mm'     idu* 

.  (  if" 

L'équation  (3)  donne  en  intégrant,  et  désignant  par  A  et  B 
deux  constantes  arbitraires  : 

(8)  X  =  A  cos  «<  +  B  sin  nt, 
on  a  aussi  : 

(9)  «=:/cos8,      y'=(sin9; 

en  tenant  compte  de  (8)  et  de  (9),  (7)  devient  : 

n'  (M  +  m')  {A'  +  B')  +  -,  /■    sm*  0  j-;  +  »■  cos'  6 

m  +  m      [  ai  ) 

+  mT  î  cos*  8  Tiï  +  »'  sin*  6  j  =  G, 

d'où  ; 


j^lmsiD*6  +  (n 

+  m')  ce 

•«l  +  n- 

m  cos' fi 

+ 

(m 

+  m 

jsin'fij 

= 

C, 

n'ta 

+  »'i», 

dô» 

C,  1»  -  I»'  sin"  » 

tt"  dt'  " 

m  +  m 

cos'» 

et  par 

conséque 

nt  : 

*  —  IJA 

■ 

/m'  cos' 

8  +  m 

/; 

~cW 

ô  +m 

H  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 
On  aura  ensuite  : 
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(12)  x'  =  \  eos  nï  +  B  sin.B(  +  :  l  sin  0, 

m  +  m 

(13)  y'  =  l  sin  6. 

I^es  formules  (iO),  (11),  (12),  (13)  résolvent  com[)lètenient 
le  problème,  qui  dépend,  dans  le  cas  général,  d'intégrales 
elliptiques  ;  lorsque  H  ^  0,  on  peut  effectuer  la  quadrature 
(10)  sous  forme  finie. 
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THÉORIE  DES  MOMENTS  D'WERTIE. 

20.  Considérons  un  corps  solide.  Soient,  relativement  à 
trois  axes  rectangulaires  fixes,  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M  de  ce  corps,  dm  un  élément  de  masse 
dont  M  est  le  centre;  on  est  conduit  en  Dynamique  à  la 
considération  des  intégrales  suivantes,  qui  s'étendent  à 
toute  la  masse  du  corps  : 

(1)  Ixdm,        jsdm,         izdm, 

(2)  iyzdm,      Izxdm,      jxy  dm, 

(3)  /  »'  dm,       j  y*  dm,       i  2'  dm. 

Soient  x„  y„  z,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  M  la 
masse  totale  du  corps;  on  a  : 

jx  dm:=  M*,;       i  tj  dm  =  My,;      js  dm  =  Mr,. 

De  sorte  que,  si  l'origine  est  au  centre  de  gravité  du  corps, 
les  trois  intégrales  (i)  seront  nulles. 

Nous  montrerons  que,  l'origine  O  ayant  une  position 
déterminée  par  rapport  au  corps,  on  peut  toujours  déter- 
miner la  direction  des  trois  axes  Ox,  Oy,  Oz,  de  manière 
que  les  trois  intégrales  (2)  soient  nulles.  Quant  aux  trois 
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intégrales  (3),  si  l'on  pose  : 

(4)  A=r(y»  +  2')(lm;     S  =  f(t'  +  x')dm;    C  =  f{x'  +  s*)dm, 


on  aura  : 

iCi:'  dm  =  B  +C 

m 

2J's'i».  =  C  +  A 

'  ifz-  dm  =  ln-B 

On  sera  donc  ramené  au  calcul  des  quantités  A,  B,  C. 
On  appelle,  en  général,  moment  d'inertie  d'un  corps  par 

rapport  à  une  droite  quelconque  la  somme  /  p'dm,  p  dési- 
gnant la  distance  de  l'élément  dm  à  la  droite  considérée, 
et  la  somme  s'étendant  à  toute  la  masse  du  corps.  Ainsi, 
A  est  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'axe  Ox, 
B  et  C  par  rapport  â  Oy  et  Oz. 

21.  Détermination  des  momenta  d'inertie.  —  Cette  déter- 
mination revient  à  un  problème  de  calcul  intégral. 

i"  Un  des  exemples  les  plus  simples  est  celui  du  moment 
d'inertie  d'un  parallélipipède  rectangle  homogène,  par 
rapport  à  l'une  de  ses  arêtes. 

Prenons  pour  axes  Oa;,  Oj/,  Oz,  trois  arêtes  contiguës, 
dont  les  longueurs  soient  a,b,c;  on  aura  : 


■'=!"' 


:')dm  =  pj     /     /     iy' +  z^)  dx  dg  dz 

=  pa  I    I    (y'  -»-  3*)  rfy  di, 

^  {y'  +  ^*)d3  =  c(ff'-4-|)- 
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*     k  —  fae£  (y* +  3)  t'y. 


A  =  p  aftc-  — ^ —  » 
ou  en  désignant  par  M  la  masse  du  parallélipipède  : 


2°  Moment  d'inertie  d'nne  sphère  homogène  par  rapport 
à  un  de  ses  diamètrea.  —  Rapportons  la  sphère  à  trois  axes 
rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz  passant  par  son  centre.  Nous 
aurons  : 

A  =  f{if*  +  3*)  dm;    B  =j{z^  +  a;')  dm;     C  =  Aip'  +  y»)  dm, 

d'où: 

A  +  B  +  C  =  2  Aai'  4-  »'  +  3')  dm. 

La  symétrie  montre  que  A  =  B  ^  C;  donc  : 

A  =  ^j{x*  +  y"  +  1')  dm  =  ^Jr'  dm, 

en  posant  : 

X*  +  S*  +  i*  ~  r'. 

Prenons  pour  élément  de  volume  une  couche  sphérique 
comprise  entre  les  rayons  r  elr  +  dr;  nous  aurons  : 

dm  =  4icpr'  dr, 

p  désignant  la  densité  de  la  sphère  ; 

»        8xp    n  ,  .         8i:pR'       4      „.    2R» 
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OÙ  R  représente  le  rayon  de  la  sphère.  Donc  k 

30  Moments  d'inertie  d'un  ellipsoïde  homogène,  par  rap- 
port à  ses  trois  axes  de  figure. 

(!)  A  =  C{y*  +  j»)  dm  =  pjTTcy'  +  s')  àx  dy  dz. 

les  intégrations  s'étendent  à  tous  les  points  intérieurs  à  la 
surface,  qui  a  ici  pour  équation  : 


(«) 


a* 


X,  y,  z  désignant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  N, 
faisons-lui  correspondre  un  point  N'  (x',  y',  z'),  par  les 
formules  : 
(3)  X  =:  ax'  ;      y^by';       z  ^cz'; 

à  l'élément  de  volurae  (lv=:  dx  dy  dz,  répondra  l'élément 
de  volume  dv'  =dx'  dy'  dz'\  les  formules  (3)  donneront  : 

Av  =  abc  dv'; 

à  l'ellipsoïde  (2)  répondra  la  sphère  : 

flj"  +  y'»  +  3"  —  j, 

et  nous  aurons  : 

dm=  prfc  =  pabcdo'; 

la  formule  (1)  donnera  : 

w  ;ï5i*  =  '■/'■■  "•■*'■/''■''•■■ 

Les  intégrations  s'étendent  maintenant  à  tous  les  points 
intérieurs  à  la  sphère  : 

a-'  +  y-  +  -«  =  l 
de  rayon  1. 
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On  aura  : 

fx"  dv' 

i«'  =  Ur"  dr', 

'+»■■ 

•de', 

donc  : 

[)■•  d^  =p'  it'  = 

4 

i 
15 '• 

La  formule  (4)  donnera  ensuite  : 

A  =  o*c(l.'  +  e')j^ip  =  |  = 

J,' 

aficp- 

'  +  «■ 

b      ' 

ou  bien, 

en  désignant  par  M  la  masse 

:  de  l'ellipsoïde  ; 

.  =  M.^, 

B=M.ii^, 

c  «.»•:'■. 

22.  Cnps  homogène  terminé  par  une  surface  de  révo- 
lution. —  Le  moment  d'inertie  d'un  corps  homogène  se 
réduit  à  une  seule  quadrature,  quand  ce  corps  est  terminé 
par  une  surface  de  révolution,  et  qu'on  prend  le  moment 
par  rapport  à  l'axe  de  figure. 

Ckinsidérons  un  corps  terminé  par  la,  surface  engendrée 
par  la  révolution  de  la  ligne  CD  autour  de  Ox.  Posons  ; 

OP  =  aî,      OP'  —x-vix, 
AP  =  r,      BP  =r  +  iir. 

Le  volume  engendré  par  le  rectangle  ABA'R'  tournant 
autour  de  Oac  est  : 
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son  moment  d'inertie  relativement  à  Ox  est  : 

2îcp  dx.r  drxr'  =  2xp  dx  r*  dr. 

Il  faut  intégrer  de  P  en  M, 
c'est-à-dire  de  r  ^  0  à  r  =  i/, 
y  désignant  l'ordonnée  PM  ;  on 
aura  ainsi  : 

■^  dx  !,\ 

On  aura  donc  : 

3'  où  y  doit  être  remplacé  pat 

l'ordonnée  f{x}  de  la  courbe  méridienne  et  où  «  et  g  dési- 
gnent les  limites  entre  lesquelles  x  est  compris. 

23.  Comparaison  des  moments  d'inertie  d'un  même  corps 
par  rapport  à  deux  axes  parallèles.  —  1"  L'un  passe  par  le 
centre  de  gravité  du 
corps. 

On  connaît  le  mo- 
ment d'inertie  d'un 
corps  par  rapport  à 
un  axe  Gz  passant 
par  son  centre  de  gra- 
vité G.  On  demande 
le  moment  d'inertie 
du  même  corps  par 
rapport  à  un  axe  AB 
parallèle  au  premier. 
Soient  «,  g,  0  les 
coordonnées  du  point 
A  où  la  droite  AB  perce  le  plan  xGy; 
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Soient  M  un  point  quelconque  du  corps,  x  ety  ses  coor- 
données, MI  ^  p  sa  distance  à  l'axe  AB;  MH  =  g  sa 
distance  à  Oz;  on  aura  ; 

p'  =  (aî-a)'  +  (p-g)", 
p*7=x^  -h  îf'  — 2aa:  — 23y  +  «'  +  g*, 

g*  =  a^  +  y%  1 

'S.mp*  =  Z  mq*  —  2a  S  ma!  —  î&  2  my  +  (a*  +  ?>*)  Xm, 

ou,  en  posant  GA  =  a  et  remarquant  que 

Lma!  =  0,      Zmp  =  0, 
parce  que  l'origine  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  : 

a'  =  a'  +  ^', 
Sm  ^  M  (masse  du  coi'ps). 

Li«jï'  =:  Zmq*  -j-  Ma*. 

De  là  ce  théorème  :  Le  moment  d'inertie  d'un  corps  par 
rapport  à  un  axe  quelcoîique  est  égal  au,  moment  d'inertie 
par  rapport  à  l'axe  parallèle  mené  par  le  centre  de  gravité, 
augmenté  du  produit  de  la  masse  du  corps  par  le  carré  de 
la  distance  des  deux  axes. 

On  en  conclut  que  si  l'on  prend  les  moments  d'inertie 
d'un  corps  par  rapport  à  une  série  d'axes  parallèles,  on 
obtient  le  moment  minimum  lorsque  l'axe  passe  par  le 
centre  de  gravité. 

2"  Les  axes  sont  quelconques  à  des  distances  a  et  a'  du 
centre  de  gravité.  —  On  a,  d'après  le  théorème  précédent  : 

.  Srap*  =  '^mg*  +  Ma*, 

lmp"~  Zmq^  +  Ma", 

Zmp'*  =  Imp*  -+•  M  {a"  —  o'). 

Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  moments  d'inertie, 

DlSPEYROUS.  —  Mécanique.  II.  12 
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Smj)'  et  Hmp"  relatifs  à  deux  axes  parallèles  distants  de  a 
et  a'  du  ceatre  de  gravité. 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  comparer  les  moments 
relatifs  à  deux  axes  qui  passent  par  un  même  point,  et 
pour  cela  nous  allons  «l'abord  cliercher  l'expression  du 
moment  d'inertie  d'un  corps,  par  rapport  à  un  axe  passant 
par  l'or^ine. 

24.  Soient  M  un  point  quelconque  du  corps,  x,  y,  z  ses 
coordonnées,  MI  sadis- 
p    tanc«  à  l'axe  OP  qui 
fait  avec  les  axes  coor- 
données les  angles  a, 
vy    P,  Y-  Nous  aurons  : 

Mi  =p'  =  a;'  +  y* 

+  2'  -  Ôï', 
0I  =  itco8a  -J-  y  cosp 
Fig.  219  -l-îcosY, 

p'  =  3t'  +  y'  +  s*  —  (a:  cos  »  +  y  cos  g  +  3  cos  y)', 
p'  =  (a;*  +  y*  +  z')  (cos'  a  +  cos'  ^  +  cos*  f) 

—  (;ï!  cos  a  +  y  cos  3  4-  3  cos  y)', 

p'  =  cos*  a  (j'  +  z')  +  cos'  g  (2*  +  X*)  +  cos*  Y  (*'  +  y*) 

—  2  cos  p  cos  Y  yz  —  2  cos  Y  cos  a  aia:  —  2  cos  «  cos  g  a;y, 

d'où  : 

Smp*  =  cos*  a  Zm  (y*  +  s')  +  cos'  p  2m  (z*  +  a;') 
+  ces'  Y  2in{a;'  +y')  —  2  cos  ^cosf'Zmyz  —  2cosYCosaïma!2 
—  2cos  p  cos  %Zmxy. 
Posons  : 

A  =  SiM  (y*  +  z'),  D  =  Zmyz, 
B  —  2ra  (-'  +  x'),  E  =  Smxj, 
C  =  2m  (.C  +  y'),      F  =  2miry, 
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et  nous  aurons  : 

(i)  Zmp*  =  A  cos'  a  +  B  cos'  p  +  G  cos'  y  —  2  D  cos  p  cos  ^ 

—  2  E  cos  ï  cos  7  —  2  F  cos  a  cos  g. 

Donc,  pour  trouver  le  moment  d'inertie  relativement  à 
une  droite  quelconque  passant  par  l'origine,  il  suffira  de 
connaître  les  six  constantes  A,  B,  C,  D,  E,  F.  Remarquons 
que  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  du  corps  relative- 
ment aux  axes  Ox,  Oy,  Os. 

25.  Représentation  géométrique  de  la  vanation  dn 
moment  d'inertie,  quand  la  droite  tonrne  autour  du  point  0. 
—  Sur  OP  portons  une  longueur  : 


et  soient  5,  i^,  Ç  les  coordonnées  du  point  P  ;  on  aura  : 
cos  a  cos  g 

En  tirant  de  là  les  valeui-s  de  cos  a,  cos  g,  cos  y,  et  les 
portant  dans  (-1),  il  vient  : 

AÇ'  +  Bi)'  +  Gï*  -  2  D15I;  -  2Ei;5  -  2F  513  =  ï. 

Le  lieu  des  points  P  est  donc  une  surface  du  second  degré 
ayant  le  point  0  pour  centre.  Tous  les  rayons  vecteurs  de 
Ja  surface  sont  finis  ;  cette  surface  est  donc  un  eUipsoïde, 
Poinsot  l'a  nommé  ellipsoïde  central  (les  moments. 

Si  l'on  avait  pris  pour  axes  de  coordonnées  les  axes 
principaux  de  cet  ellipsoïde,  son  équation  eût  été  : 

AS' +  Br,'  +  Gi;*  =  l, 
et  on  aurait  eu  : 

0  =  0,      E  =  0,      F  =  0. 
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Ainsi,  relativement  à  ces  axes  : 

Intf/z  =  0;      Ijuxz  :=0;      ^mxy  =  0. 

Réciproquement,  si  ces  quantités  sont  nulles,  les  axes 
Ox,  Oy,  Os  sont  les  axes  de  l'ellipsoïcie .  Si  l'on  a  seulement  : 

Imys  =  0;      Imxz  =  0, 

il  en  résulte  D  r=  0,  E  =  0  ;  dans  ce  cas,  Oz  est  un  axe 
principal  de  l'ellipsoïde. 

Définition.  — "  Les  axes  principaux  d'inertie  sont  les 
axes  de  l'ellipsoïde  central.  Les  quantités  A,  B,  C,  moments 
d'inertie  relativement  aux  axes  de  cet  ellipsoïde,  sont  dites 
les  momenta  principaux  d'inertie  relativement  au  point  0. 

En  général,  l'ellipsoïde  admet  un  système  d'axes  prin- 
cipaux et  un  seul  ;  dojic,  en  généi'al  en  un  point  donné  0, 
il  existe' un  système  d'axes  rectangulaires  Ox,Oy,  Oz  et 
un  seul,  tel  que,  relativement  à  ces  trois  axes,  on  ait  : 

2;my3  =  0;      2nia:i  =  0;      :^mxy=0. 

Si  l'ellipsoïde  central  est  de  révolution  autour  de  Oz,  il 
y  a  une  infinité  de  systèmes  d'axes  principaux  d'inertie; 
tous  ces' systèmes  ont  un  axe  commun  Oz;  deux  droites 
rectangulaires  quelconques  OA  et  OB  dans  le  plan  a:Oi/, 
complètent  l'un  quelconque  des  systèmes. 

Si  l'ellipsoïde  devient  une  sphère,  un  système  d'axes 
rectangulaires  quelconque  OA,  OB,  OC  est  un  système 
d'axes  principaux. 

Soit  r  la  longueur  interceptée  sur  une  droite  quelconque 
OA,  entre  le  centre  de  l'ellipsoïde  et  sa  surface;  soit  t».  le 
moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  la  droite  0  A  ;  on 
a,  comme  on  l'a  vu  plus  liaut  : 

1  ,,   .  1 

Vil.  ' 
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la  variation  du  moment  d'inertie  est  donc  très  nettement 
indiquée  par  la  variation  de  r,  lorsque  la  droite  0  A  tourae 
autour  du  point  0. 

Si  l'ellipsoïde  est  à  trois  axes  inégaux,  au  plus  petit  axe 
répond  le  plus  grand  moment  ;  au  plus  grand  axe  répond 
le  plus  petit  moment. 

Quand  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  Oz,  et 
aplati  dans  le  sens  de  Oz,  le  moment  C  correspondant 
à  Oz  est  un  maximum;  tous  les  moments  relatifs  aux 
droites  OA,  OA'  ...  situées  dans  le  plan  xOy  sont  égaux 
entre  eux,  et  leur  valeur  commune  est  le  minimum  des 
moments  d'inertie  relatifs  au  point  0. 

Remarque  I.  —  Les  coefficients  A,  B,  C  ne  peuvent  pas 
être  pris  au  hasard;  en  effet,  des  formules  : 

A  =  2m  (y"  -}-  z*);       B  =  2m  (z*  +  x*);       C  =  2m  (a;'  +  y'), 

on  tire  : 

A  ■+■  B--C  =  22mï». 

Donc  on  doit  avoir  : 

A  +  B  —  OO;      B  +  C  —  A>0;      C  +  A  —  B>0. 

Remarque  II.  —  Un  ellipsoïde  quelconque  ne  peut  pas 
être  considéré  comme  l'ellipsoïde  central  d'un  corps. 
Soit  l'ellipsoïde  : 

x^      «'      2' 

-T  +  ïi  +  -i  =  *; 
a*       0*      c' 

supposons  : 

o'  >  &'  >  c»; 

l'écjuation  de  l'ellipsoïde  central  est  : 

Ax'  +  By'  +  Cz'  =  i. 


On  devra  avoir  : 


i=A       '=B       '=C 
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II 

en  résultera  ; 

A  <  B  <  C, 

mais  on 

devra  avoir  aussi  : 

ou 

bien 

C  <  A  +  B, 

y  a'  +  6' 

Ainsi,  a  désignant  le  grand  axe,  b  l'axe  moyen,  le  petit  axe 
doit  vérifier  l'inégalité  ci-dessus. 

Soient  0 M  et  ON  deux  droi- 
tes rectangulaires,  OM  =  a, 
ON  =  b;  OH  perpendiculaire 
sur  MN;  on  devra  avoir  c  >  OH, 
Supposons  que  l'ellipsoïde 
soit  de  révolution  autour  de 
Fig.  220  son  petit  axe,  on  aura  : 

a  =  b  >  c; 

l'inégalité  ci-dessus  donnera  : 


C>  ' 


Vi 


<  0,293. 

Ainsi,  pour  qu'un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  son 
petit  axe  puisse  être  considéré  comme  l'ellipsoïde  central 
d'un  corps,  il  faut  que  son  aplatissement  soit  inférieur 
à  0,293. 

26!  Questions  diverses  relatives  aos  momeats  d'inertie. 

—  i"  Soient  Gx,  Gy,  Gz  les  axes  principaux  relatif»  au 
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centre  de  gravité  G,  on  demande  de  trouver  les  axes  princi- 
paux relatifs  à  un  point  quelconque  0  de  Gz. 

I!  est  facile  (ie  vérifier  que 
les  axes  principaux  en  O  sont  ■ 
parallèles  aux  axes  principaux 
en  G. 
En  effet,  puisque  Gx,  Gy, 
.  Gz  sont  les  axes  principaux 
d'inertie   relatifs  au  point   G, 


i,   Zm 


=  0;    Zmzx  = 
Zmxy  =  0, 


et  en  outre,  puisque  le  point  G  est  le  centre  de  gravité  : 

(2)  Imx  —  d;      :£ray  =  0;      ^mz  =  0. 

Posons  OG  =  I;  menons  Ox'  et  Oy'  respectivement 
parallèles  à  Gx  et  Gy;  désignons  par  x',  y',  z'  les  coor- 
données correspondantes  à  x,y,z  et  relatives  aux  nouveaux 
axes;  nou^  aurons  : 

x'  =x;      y'  =  y;      ï  —  z  —  l, 
d'où  ; 

Smy'z'  =  Smy  (z  —  0  =  Smyz  —  /  Smy, 
Imz'x"  =  Zmx  (z  —  /)  ^Zmzx  —  IZmx, 
Imx's'  =  Zmxy. 

Kn  tenant  compte  de  (i)  et  (2),  ces  relations  deviennent  ; 

2mj('z'— 0;      Zmz'j^=0;      Zmx'y' ==0, 

ce  qui  prouve  que  Oz'  ou  Oz,  et  0.r',  Oy'  sont  les  axes 
principaux  d'inertie  du  corps  relativement  au  point  O. 

2*  Soient  Ox,  Oy,  Oz  les  axes  principaux  relatifs  à  un 
point  quelconque  0  du  corps;  prenons  un  second  point  0' 
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sur  Oz;  O'z  est-il  un   axe  prinàpal   relativement  att 
point  0'9 
Menons  O'x',  O'y'  parallèles  à  Ox,  Oy.  On  a: 

(3)  2my2— 0;      I.mxz  =  (i. 

On  doit  avoir  :  , 

Imy'i'  =0;      Zmx' z'  =0, 


Smy(2 


-0  = 


Znne  (?  —  /)  = 


Smyz  —  I  Imy  =  0;      Zmzx  —  l  Zmx  =  0; 

d'où,  en  tenant  compte  de 

(3): 

lmy  =  0;      Sma;  =  0. 
^.  Donc,  Oz  doit  passer  par  le 

centre  de  gravité  ;  dans  ce 

cas,   cette   droiJ,e    est   un 
p  axe  principal  pour  tous  ses 

points. 

Donc,    ai   par  un  point 

de  l'espace  on  mène  une 


Fg.222 


droite  quelconque,  il  pourra  se  faire  que  cette  droite  ne 
soit  un  axe  principal  relativement  à  aucun  de  ses  points, 
ou  qu'elle  le  soit  pour  un  de  ses  points,  ou  enfin  qu'elle 
le  soit  pour  deux  de  ses  points,  et  alors  elle  passera 
nécessairement  par  le  centre  de  gravité,  et  sera  un  axe 
principal  d'inertie  pour  tous  ses  points. 

Il  n'existe'  donc  en  général  que  trois  droites  qui  soient 
des  axes  principaux  relativement  à  deux  points  de  leur 
direction  ;  ces  trois  droites  sont  les  axea  principaux  d'inertie 
relatifs  au  centre  de  gravité. 
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3"  Un  corps  étant  donné,  peut-on  trouver  un  point  de  ce 
corps  relativement  auquel  les  trois  moments  d'inertie  prin- 
cipaux soient  égaux? 

Soient  0  le  point  cherché,  G  le  centre  de  gravité  du  corps; 
l'ellipsoïde  principal  pour  le  point  O  doit  être  une  sphère; 
une  droite  .quelconque  passant  par  le  point  0,  OG  par 
exemple,  sera  un  axe  principal  d'inertie,  relativement  au 
point  0  et,  par  suite,  relativement  au  point  G;  soient  Gx 
et  Gy  les  deux  autres  axes  principaux  d'inertie  relativement 
à  ce  point  G.  Les  axes  principaux  d'inertie  par  le  point  0 
seront  Oz,  Ox'  parallèle  à  Gx  et  Oy'  parallèle  à  Gy. 

Soient  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  Gx, 
Gy,  Gz,  les  moments  d'inertie  relatifs  à  Ox',  Oy'  et  Oz 
seront  ; 

A  +  Mf,      B+MP,      G, 

en  désignant  la  distance  OG  par  l. 
On  devra  donc  avoir  : 

d'où  : 

A  =  B,      i=±\/^- 

Donc  l'ellipsoide  central  relatif  au  point  G  doit  être  de 
révolution,  et  de  plus  il  doit  être  aplati,  auquel  cas  C  —  A 
est  positif,  et  l  réel.  Il  y  aura  donc  dans  ce  cas  deux  points 
O  et  G'  répondant  à  la  question;  ces  points  seront  situés 
sur  l'axe  de  révolution  de  l'ellipsoïde  central  relatif  au 
centre  de  gi'avité,  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  et  à  des 
distances  égales  à  l. 

27.  Trouver  les  directions  des  axes  principaux  d'inertie 
en  un  point  quelconque,  et  les  grandeurs  des  moments 
d'inertie  principaux.  —  Soient  G  le  centre  de  gravité  du 
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corps,  A  le  point  de  "ce  corps  pour  lequel  on  cherche  les 
axes  principaux,  AB  l'un  de  ces  axes,  d  sa  distance  au 
point  G,  a,  p,  Y  les  angles  que  fait  AB 
avec  les  axes  principaux  relatifs  au 
point  G,  X,  y,  z  les  coordonnées  du 
point  A  rapportées  à  ces  axes,  H  le 
lf*.^'/J  moment  d'inertie  correspondant  au 
point  A,  relativemeiit  à  la  droite  AB. 
Nous  aurons  : 

H  =  Acos'ix  +  Bcos*g4-Ccos*f  +  Mrf*, 
où  A,B,Csont  les  moments  d'inertie 
principaux  du  corps  relativement  au 
point  G;  en  posant  : 

H^M?';      A  =  Ma';       B  =  M6*;      G  =  Me*. 

p,  a,  b,  c  sont  ce  que  l'on  nomme  les  rayons  de  gyration 
correspondant  aux  moments  d'inertie  H,  A,  B,  C;  il  en 
résulte  : 

l^  =  0,*  cos*  a  +  (>'  ces'  p  +  c*  cos'  y  +  d*; 
or,  on  a  : 

d*  x:  GA  —  GE  =  »'  +  y*  +  s'  —  (œ  cos  a  +  y  cos  &  +  3  cos  y)*. 

Posons  encore  : 

r*  =  x*  +  y*  +  ï*, 
et  nous  aurons  : 

p*  =  a*  cos'  a  +  6'  cos'  &  +  c'  ces'  y  +  r' 

—  (a;  cos  a  +  y  cos  p  +  T  cos  -,■)*. 
ou  bien  : 

(1).    p'  :=  (a*  +  r')  cos'  a  4-  (b'  -h  r')  cos'  3  +  (c'  +  r')  cos'  y 

—  («  cos  a  +  y  cos  p  +  z  cos  y)'- 

Nous  allons  chercher  les  valeui-s  de  a,  g,  y  qui  rendent  p* 
et  par  suite  H  un  maximum  ou  un  minimum,  propriété 
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cantctérislique  des  axes  principaux  relatifs  au  point  À; 
nous  obtiendrons  ainsi  les  directions  en  Â  des  axes  prin- 
cipaux d'inertie.  Avec  (i)  nous  avons  la  relation  : 

(2)  cos'  a  -I-  cos'  §t  ■+■  cos*  Y  =  1- 
L'expression  (i)  de  p'  qui  doit  être  maxima  ou  minima,  est 
une  fonction  de  trois  variables  a,  g,  i,  liées  entre  elles  par 
la  relation  (2);  éci-ivons  que  dp'=;0,  et  différentions  en 
même  temps  (2)  ;  il  viendra  : 

(3)  0  =  (a'  +  r*)  cos  a  d.cos  »+(&'  +  r')  cos  0  d.cos  ^ 

+  (c*  +  O  cos  Yf^-COS  V 
—  (atcos  a  +  jfcos^  +  ZCDS  y)  (x d.cos h -t- 1/ .d cos ^  +  zdcosi), 

(4)  0  :=  cos  a  d.cos  a  +  cos  3  d.cos  P  +  cos  y  d.  cos  y- 

Formons  la  combinaison  (3)  —  î,(4),  X  désignant  un 
facteur  indéterminé,  et  annulons  dans  cette  combinaison 
les  coefficients  de  d  cos  x,  d  cos  p,  d  cos  y;  nous  aurons  : 

|(a*  +  r'  —  X)  cos  a  -=:  a;  (a;  cos  a  +  y  cos  ^  +  a  cos  y)> 
((,*  ^-  r'  —  X)  cos  3  ■=  y  (*  cos  a  +  y  cos  g  +  2  cos  y), 
(c*  +  r'  —  X)  cos  Y  =  3  (ic  cos  a  +  y  cos  g  +  3  cos  y). 
Multipliant  les  équations  (5)  respectivement  par  cos  a,  cos  ^, 
cos  Y  et  ajoutant,  on  trouve  : 

(a'  +  r*)  cos*  a  +  (6*  +  r')  cos*  g  +  (c*  +  r*)  cos*  f  —  'k 

=  (b  cos  a  +  y  cos  g  +  2  cos  y)'. 
ou  bien,  en  tenant  compte  de  (1)  : 
X  =  p'. 
Les  équations  (5)  donneront  ensuite  : 


cos  g  :=  .-j j j  {a;  cos  a  +  y  cos  g  +  z  cos  y)» 

cos  Y  =  "i ^ j   (x  cos  a  +  y  cos  g  +  2  cos  y). 
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Je  mulliplie  ces  dernières  équations  respectivement  par 
X,  y,  z,  en  les  ajoutant,  et  supprimant  le  facteur  x  cos  x 
+  y  cos  g  +  z  cos  Y)  j'obtiens  : 

(6)     ■  K    .  +  „  K'  .H- .  '".    .='■ 

a'  +  r*  —  p*      D*  H-  r'  —  p*      r  +  r*  —  p' 
Nous  avons  aussi,  en  vertu  lies  équations  (3**)  : 
_,  cos  a cos  g  cosf 

U'  +  r'  —  pV       \b*  +  r'  —  pV       yC  +  r*  —  pV 

L'équation  (6)  est  du  troisième  degré  en  p',  à  chaciune  de 
ses  racines  correspondra  un  axe  principal  dont  la  direction 
sera  déterminée  par  les  équations  (7).  Soit  a'  <  b'  <  c'. 

Les  trois  valeui-s  de  p*  sont  réelles  et  comprises  entre 
a'  +  r'  et  6'  +  r',  entre  6*  +  r'  et  c*  +  r*,  et  enfin  entre 
c'  4-  r*  et  4-  00  .  Les  trois  valeurs  de  r'  —  p'  sont  les  trois 
paramètres  X,  ji,  v  des  trois  surfaces  du  second  degré  : 

a'  +  X      &'  +  X      c"  +  X  ~   ' 

;  a'  +  V      6'  +  V      c*  +  V*  ~   * 
qui  sont  homofocales  avec  l'ellipsoïde  (<)- 

«  ?-!:-?='. 

et  passent  toutes  les  trois  par  le  point  donné  X(x,  y,  z); 
l'équation  (9)  peut  s'écrire  du  reste  : 

C)  Clebsch  a  proposé  d'appeler  cette  surface  le  tecond  etlipeoide  central. 
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L'une  de  ces  trois  surfaces  est  un  ellipsoïde,  la  seconde  un 
hyperboloîde  à  une  nappe,  et  la  troisième  un  hyperboloîde 
à  deux  nappes.  * 

Les  équations  (7)  montrent  que  les  directions  des  axes 
principaux  d'inertie  au  point  A  sont  les  normales  aux  trois 
surfaces  (8),  ou  bien,  d'après  un  théorème  connu,  les  tan- 
gentes à  leurs  intersections  mutuelles. 

On  a  en  désignant  par  pj,  p\,  p]  les  trois  racines  de 
l'équation  (6)  ; 

>.  =  r*  — pî;      (ji  =  r*  — pj;      fl  =  r"  —  pj. 


=  KiC"  +  ff'  +  2*  —  X;     p,  =  \^x*  -+-  y*  +  3'  ■ 


p,  =  Vx*  +  J*  +  z'  —  V. 

On  arrive  donc  à  ce  théorème  remarquable  dû  à  Binet  : 

Étant  donnés  les  axes  principaux  et  les  moments  d'inei'tie 
prijicipaux  relatifs  au  centre  de  gravité,  on  obtiendra  les 
axes  principaux  et  les  moments  d'inertie  principaux  rela- 
tivement à  un  autre  point  quelconque  A,  de  la  manière 
suivante  :  On  construira  le  second  ellipsoïde  central,  et  les 
trois  surfaces  du  second  degré  qui  lui  sont  komofocales  et 
passent  par  le  point  donné  A  ;  les  normales  â  ces  surfaces 
seront  les  axes  principaux  du  point  A  ;  soient  X,  i*,,  v  les 
paramètres  de  ces  trois  surfaces,  les  rayons  de  gyration 
principaux  en  A  seront  respectivement  : 

i/fi^Tx,    i/»^rr7,    i/?'^:^. 

Supposons  pour  fixer  les  idées  :  a  >  b  >  c;  supposons 
en  outre  que  : 

X  réponde  à  l'ellipsoïde  ; 

1*  à  l'hyperbololde  à  une  nappe  ; 

V  à  l'hyperboloîde  à  deux  nappes. 
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On  a: 

a*-i-\>0;      fc'  +  X>0;      c'  +  X>0, 

rt'  +  H>0;      fi*-t-ij,>0;      c'  +  ii<0, 

a'  +  V  >  0-      6*  +  ¥  <  0;      c'  +  v  <  0, 

—  \  <  c*  <  —  V  <  b*  <  —  V  <  a*; 
or  : 

p\=r'  —  'ki      p;  =  r'  — [*;       p*=r*  — v, 

il  en  résulte  donc  : 

pî  <  c*  +  r,"  <  p;  <  6*  +  r'  <  pj  <  o*  +  r*. 

Donc  le  plus  petit  moment  répond  à  l'ellipsoïde  ;  le  plus 
grand,  à  l'hyperboloîde  à  deux  nappes. 

Remarque.  —  p\,  pj,  pj  sont  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion (G),  la  somme  des  racines  est  : 

pî  +  pî  +  pî  =  Sr*  +  o'  +  6'  +  c'. 

Donc,  la  somme  des  moments  d'inertie  du  point  A  reste 
constante  quand  ce  point  se  meut  sur  une  sphère  ayant 
pour  centre  le  centre  de  gravité. 
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■ODVEMEHT  DE  ROTATION   D'UN   CORPS  SOLIDE 
AUTOtFR  Ifim  AXE  FŒ. 

28.  Dans  un  pareil  mouvement  tous  les  points  décrivent 
des  arcs  de  cercle  dont  les  rayons  sont  les  distances  de 
ces  points  à  l'axe  de  rotation.  Soit  6  l'angle  décrit  pendant 
le  temps  *  par  le  rayon  d'un  des  points;  cet  angle  est  le 
même  pour  tous  les  points.  Soient  r  la  distance  du  point 
considéré  à  l'axe,  v  sa  vitesse,  s  l'arc  de  cercle  correspon- 
dant à  l'angle  0;  on  a  : 

ds      rd^ 

/  =  -■»•     ''=S  =  -Ï7- 

On  représente  par  lo  la  quantité  -r,'  Q"'  P^^t  être  constante 
ou  variable,  on  a  donc  : 

r  =  wr; 

fa)  est  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  à  l'instant  consi- 
déré; la  formule  précédente  montre  que  w  est  la  vitesse,  à 
l'instant  considéré,  des  points  situés  à  l'unité  de  distance 
de  t'axe. 

Ck)nsidérons  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide 
autour  d'un  axe  fixe  ;  prenons  trois  axes  rectangulaires  fixes 
Ox,  Oy,  Oz,  l'axe  Oz  coïncidant  avec  l'axe  de  rotation. 
Désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
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conque  M  du  corps  à  l'époque  t,  par  X,  Y,  Z  les  compo- 
sanlés  à  la  même  époque  de  la  force  F  appliquée  en  M  ;  le 
mouvement  du  corps  solide  sera  délerminé  par  l'équation 
des  moments  relative  à  l'axe  Oz,  savoir  : 


(1) 


-,-(4-»^)=^(«--»«- 


Or,  r  et  e  désignant  les  coordonnées  polaires  de  la  projection 
du  point  M  sur  le  plan  xOif,  on  a  : 

X  =  r  ces  8,      y  =:  r  sin  6  ; 

&  est  une  fonction  inconnue  de  ^  ;  on  a  donc  : 

on  aura  : 

dp        ''^  „  1  ''& 
'^  dt~^lt~''  di' 

L'équation  (i)  donne  ensuite  : 

d  ^     .dô 

dï^*"'  rt'- 

r'est  constant  pour  chaque  point  matériel  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement;  u  est  le  même  à  aiaque  instant 
pour  tous  les  points  du  corps  solide;  On  a  donc  : 


d'où  : 

dt  ~        l.mr' 


m 


Telle  est  l'équation  dont  dépend  la  détermination  du  mou- 
vement du  corps. 

On  peut  donner  une  autre  forme  à  cette  équation.  La 
force  F  qui  agit  sur  le  point  M,  pourra  être  la  résultante  de 
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plusieturs  autres  P,  P'  ...  jsoit  Q  la  projection  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  de  l'une  quelconque  des  forces  P, 
q  la  plus  courte  distance  de  la  force  P  avec  l'axe,  on  peut 
mettre  l'équation  (2)  sous  la  forme  (2*^)  : 


(2*) 


du 


2Qî 
■  Smr' 


Qq  est  le  moment  de  la  force  P  par  rapport  à  l'axe  de 
rotation;  Smr"  est  le  moment  d'inertie  du  corps  par 
rapport  an  même  axe. 

Soient  POA  un  plan  pei^ 
pendiculaire  à  l'axe,  O  A  une 
droite  fixe  située  dans  ce 
plan  ;  comptons  les  angles  6 
dans  ce  plan  à  partir  de  OA, 
dans  un  sens  déterminé,  celui 
de  la  flèche  par  exemple; 
on  aura  : 


j  et  dans  2Qg,  on  devra  pren- 

dre chaque  moment  Qq  avec  le  signe  +  ou  le  signe  — 
suivant  que  la  composante  Q  tend  à  faire  tourner  le  corps 
dans  le  sens  de  la  flèche  ou  en  sens  contraire. 

On  sait  que  les  forces  intérieures  ne  figurent  plus  dans 
l'équation  (1);  les  réactions  que  les  divers  points  de  l'axe 
fixe'exercent  sur  le  corps,  sont  des  forces  qui  rencontrent 
l'axe,  et  dont  les  moments  sont  nuls  par  rapport  à  cet  axe  ; 
dans  l'équation  (2*^,  SQj  représente  donc  la  somme  algé- 
brique des  moments  relativement  à  l'axe  de  rotation  de 
toutes  les  forces  extérieures,  qui  agissent  sur  les  divers 
points  du  corps;  I^mr^  est  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  l'axe  fixe  ;  de  là  ce  théorème  : 

-  Mécanique.  II.  13 
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Quand  un  corps  solide  tourne  autour  d'un  axe  fixe,  la 
dérivée  de  la  vitesse  angulaire,  par  rapport  au  temps,  est 
égale  à  la  somme  algébrique  des  moments  de  toutes  les 
forces  extérieures,  par  rapport  à  l'axe  de  rotation,  cette 
somme  étant  divisée  par  le  moment  d'inertie  du  corps  relor 
tivement  au  même  axe. 

On  voit  que,  si  la  somme  des  moments  des  forces  exté- 
rieures est  constamment  nulle,  on  a  : 

d'où  u  =  const.  ;  le  mouvement  de  rotation  est  donc  uni- 
forme. L'équation  (2)  peut  s'écrire  : 

En  général,  les  moments  des  forces  données  varieront 
avec  la  position  du  corps;  si  ces  forces  extérieures  ne 
dépendent  pas  du  temps,  leurs  moments  seront  des  fonc- 
tions connues  de  6,  et  l'équation  (3)  pourra  s'écrire  : 


(4) 

On  en  tire  : 


(^y-/: 


u,  étant  une  constante  arbitraire,  qui  représente  la  valeur 
initiale  de  la  vitesse  angulaire,  pour  t  ^  0,  alors  que  6  =  6„ 
on  aura  ensuite  ; 


dt  =  - 


y/ifjf(fi)dfi-^ 
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Si  l'on  peut  effectuer  cette  quadrature  : 


'=r- 


on  aura  t  en  fonction  de  e,  d'où  6  en  fonction  de  t. 

29.  Appucation.  —  Les  forces  extérieures  ae  réduisent 
à  des  attractions  dirigées  vers  un  centre  fixe,  et  proportion- 
nelles à  la  distance. 

Faisons  passer  l'axe  des  x  par  le  centre  fixe,  et  soit  a  la 
distance  de  ce  centre  fixe  à  l'axe  de  rotation  ;  on  aura  :' 

X  =  »iit(fl  —  aï);      y  =  — mi*y, 
d'où: 

xY  —  yX  =  —  mv-  ay, 
S  (xY  —  yX)  =  —  i*fl  2«y  =  —  1*0  My,, 

en  désignant  par  y,  Vy  du  centre  de  gravité,  et  par  M  la 
masse  totale  du  corps;  on  aura  donc  : 


00 

(i"6      -|»oMy, 
df  ~     ïmr' 

Posons: 

»,  =  r,  cose,; 

y,  =  r,  sinO,;      Smr» 

=  MK'; 

on  aura  :  -j^  =  ■j4>  et  réquation  (5)  donnera  : 

d'où,  en  multipliant  par  '2d\  et  int^rant  : 
=  A'  cas  ô.  +  const. 


m-" 
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•  dl' 


Supposons  que  pour  (  ^  0,  9,  =  a,  et  --ït  =  0;  il  viendra  -. 


(êy-(« 


Kcos  Q,  —  cos  a, 

Le  rayon  vecteur  r,  du  centre  de  gravité  se  déplacera  comme 
le  ferait  un  pendule  simple. 

30.  Notion  mécanique  des  axes  piincipanz  d'inertie.  — 
Prenons  un  corps  solide  attaché  à  un  axe  Axe,  autour 
duquel  il  ne  peut  que  tourner,  et  cherchons  les  résultantes 
des  pressions  supportées  par  cet  axe;  prenons  deux  points 
0  et  0'  sur  cet  axe,  et  ne  nous  occupons  que  de  ces  deux 
points;  si  ces  points  restent  immobiles,  comme  le  corps  est 
soUde,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  points  de  l'axe;  nous 
allons  chercher  les  pressions  que  le  corps  en  mouvement 
exerce  sur  ces  deux  points;  les  réactions  de  ces  deux  points 
sur  le  corps  seront  égales  et  opposées  aux  pressions  qu'ils 
supportent;  soient,  pour  le  point  O,  X„  Y„  Z,  les  compo- 
santes de  la  réaction  suivant  les  axes,  et  de  même  X,,  Y„  Z, 
pour  le  point  0';  soit  00'  =  I;  en  introduisant  ces  réac- 
tions on  pourra  appliquer  au  corps  solide  les  équations  du 
mouvement  d'un  corps  solide  complètement  libre  et  écrire 
les  équations  : 

En  mettant  en  évidence  ce  qui  se  rapporte  aux  réactions, 
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(A)      {  2™  ^  =2  2  +  2.  +  Z.. 


(1) 


Cette  dernière  équation  ne  contient  pas  les  réactions  ;  elle 
donne  la  loi  du  mouvement.  Nous  allons  siraplifler  les 
équations  (Â).  On  a  : 

00  z  =  const.  ;      jrt  =  0; 

(3)  flî  =  r  CCS  fl;      y  =  r  sin  6;     jT  =  "  J 

par  conséquent,  en  remarquant  que  r  reste  constant  pen- 
daat  toute  la  durée  du  mouvement  :' 

ou  bien,  en  tenant  compte  de  (3)  : 


(*) 

dx 

Tt- 

On  en  tire  : 

'  dl          df 

df  ~ 
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et,  en  ayant  égard  à  (4)  : 

On  aura  ensuite,  en  tenant  compte  de  (2)  et  ^  : 

du 
"dt 


„     d'x         du  ^  ,„ 


dï'  dt 

Soient  x,  et  y,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du 
corps  à  l'époque  t,  M  la  niasse  de  ce  corps;  on  a  : 

Imx  =  Hx,;      Imy  =  }iy„ 

et  les  équations  (6)  donneront  ; 

En  portant  ces  valeurs  dans  (A),  il  viendra  : 

(7)  X,  +  X,  +  2X  +  Jl(     j,^+»'iC,)=0, 

(8)  ï.  +  ï.+  2y  +  m(-»,3^  +  «'j,)=0, 

(9)  Z,  +  Z,  +  2  ^  =  0,         ' 
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m  ~ 

(H)  +  iX,  +  s  (2X  -  aîZ)  -f-  ^  Zmyz  -f  u'  Zmxz  =  0. 

Quand  on  saura  intégrer  l'équation  (1)  qui  donnera  le 
mouvement,  les  équations  (10)  et  (il)  donneront  X,  et  Y,  ; 
(7)  et  (8)  donneront  ensuite  X,  et  Y,  et  (7)  fera  connaître 
Z,  +  Z„  sans  déterminer  en  particulier  l'une  des  compo- 
santes; cela  tient  à  l'hypothèse  d'une  redite  absolue  du 
corps  solide,  qui  permet  de  transporter  tout  ou  partie  de  la 
composante  Z,  du  point  0'  au  point  O. 

Remarquons  que  X,  et  Y,  seront  en  raison  inverse  de  l. 

Supposons  que  les  forces  extérieures  se  réduisent  à  un 
couple,  dont  le  plan  soit  perpendiculaire  à  l'axe,  et  dont 
nous  représenterons  le  moment  par  N  ;  on  aura  : 

S  («T  —  yX)  =  N, 

s(yZ-îY)  =  o. 
s  (aX  —  «Z)  =  0. 

Les  équations  (1),  (7),  (8),  (9),  (10)  et  (11)  donneront  donc  : 
*(12)  ^2r«r»  =  N. 

(13)      X,  +  X.  =  -  M  U  ^  +  oi'iF,)  ) 

)    '/  (     z.-^z.  =  o. 

(16)  ^^*~  ~'in  ^"^^  ~  "*  Smxz. 

Demandons-nous,  maintenant,  s'il  est  possible  de  conseil 
ver  le  mouvement  sans  que  le  point  0'  Emisse;  on  devra 
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avoir  constamment  : 

X.  =r  0,      Y.  =  0; 
(iS)  et  (16)  donneront  donc  : 

dt 

■r-  2»(»2  +  lù*  Smaiz  =  0, 
at 
d'où: 


fê)'  ï  f^"'*^^'  "^  (Smyi)'  !  -+-  u'  I  (Smy2)*  +  (Smai)*  {  =  0, 
ou  bien  ; 


m'^ 


}  (Zmxiy  +  (Imysy  \=Q, 


ce  qui  exige  que  l'on  ait  séparément  : 

(17)  ï.mxs  =  0;      Zmyz  =  0. 

Réciproquement,  si  les  équations  (17)  ont  lieu,  les  formules 
(15)  et  (16)  nous  montrent  qu'on  aura  :  X,  =  0;  Y,  =  0. 

Donc,  pour  que  le  point  0'  n'agisse  pas,  c'est  à  dire  pour 
qu'il  n'éprouve  aucune  pression,  il  faut  et  il  suffit  que  le^ 
équations  (17)  aient  lieu,  c'est  à  dire  que  l'axe  Oz  soit  un 
axe  principal  d'inertie,  relativement  au  point  0.  De  là  ce 
théorème  : 

Pour  qu'un  corps  Bolide  attaché  à  un  point  fixe,  et  solli- 
cité par  un  couple  agissant  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  une  certaine  droite  passant  par  le  point  fixe,  tourne 
constamment  autour  de  cette  droite,  comme  si  elle  était  fixe, 
il  faut  et  il  suffit  gue  cette  droite  toit  un  axe  principal 
d'inertie  relativement  au  point  fixe. 

Le  mouvement  continuera  autour  de  cette  droite,  sans 
qu'il  faille  exercer  aucun  effort  pour  la  maintenir  invariable. 
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On  peut  demander  aussi  que  le  point  0  n'agisse  pas  non 
plus;  on  devra  avoir  alors,  en  outre  de  X,  =0,  Y,  ^  0, 
Z.  =  0: 

X,  =  0;      Y,  =0;      Z,  =  0. 
Les  équations  (13)  et  (14)  donneront  : 


(^■  +  »-)w  +  »;)=o. 


Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres  : 

(Ï8)  «,  =  0,     s,  =  0, 

qui  montrent  que  l'axe  00'  doit  passer  par  le  centre  de 
gravité  du  corps.  Réàproquement,  si  les  équations  (48)  ont 
lieu,  tes  équations  (17)  étant  supposées  vérifiées,  on  en 
déduira  :  X.  =  0,  Y.  =  0,  Z,  =  0. 

Nous  avons  vu  que,  si  la  droite  Oz  qui  est  un  axe 
principal  relativement  au  point  0,  passe  par  le  centre  de 
gravité,  elle  est  aussi  un  axe  principal  relativement  à  ce 
dernier  point.  De  là  ce  théorème  : 

Pour  qu'un  corps  qui  a  commencé  à  tourner  autour 
d'une  certaine  droite,  et  qui  est  sollicité  pa/r  un  couple 
perpendiculaire  à  cette  droite,  continus  d  tourner  autour 
de  cette  droite,  entièrement  libre,  comme  si  elle  était  fixe,  il 
faut  et  il  suffit  que  cette  droite  soit  un  des  axes  principaux 
qui  se  ra^ortent  au  centre  de  gravité. 

Dans  le  premier  cas,  où  lecorps  a  un  point  fixe,  les  trois 
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axes  principaux,  gui  s'y  croisent,  sont  donc  des  axes 
permanents  de  rotation,  et  ce  sont  les  seuls  qui  jouissent 
de  cette  propriété.  Les  trois  axes  principaux  qui  se  croisent 
au  centre  de  gravité,  sont  nommés  axe$  naturels  de  rotation. 
Toutes  les  conséquences  précédentes  subsistent  évidem- 
ment quand  0  n'y  a  pas  de  forces  extérieures  ;  il  suffit  de 
faire  N  =  0;  la  vitesse  angulaire  u  qui  était  variatle,  dans 
le  cas  du  couple,  devient  seulement  constante. 

31.  Application  aux  meules  des  moulins.  —  La  meule 
mobile  d'un  moulin  offre  l'exemple  d'un  corps  solide 
tournant  autour  d'un  axe  auquel  il  n'est  rattaché  que  par 
un  point. 

Si  la  meule  mobile  était  liée  invariablement  à  l'axe  de 
rotation,  le  travail  de  la  mouture  serait  très  inégal;  les 
grains  de  petite  dimension  échapperaient  à  l'écrasement 
dans  l'intervalle  uniforme  d^  meules.  On  obtient  un 
meilleur  résultat,  en  laissant  à  la  meule  mobile  la  liberté 
d'osciller  autour  de  son  point  d'attache  ;  mais  l'oscillation 
qu'elle  prend  doit  toujours  rester  très  faible.  Pour  cela,  on 
fait  en  sorte  que  l'axe  de  rotation  soit  un  axe  principal  au 
point  d'attache  ;  on  centre  aussi  la  meule,  c'est  à  dire  qu'au 
repos  son  centre  de  gravité  doit  se  trouver  sur  la  verticale 
du  point  de  suspension.  Cette  dernière  condition  étant 
supposée  d'abord  seule  remplie,  la  meule  se  tiendra 
horizontale  au  repos;  mais,  pendant  le  mouvement,  il  n'en 
serait  de  même  que  si  la  meule  était  entièrement  homogène, 
ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général  ;  en  prenant  pour  axe  des  2  la 
verticale  du  point  de  suspension,  on  devra  avoir  : 

ce  qui  fera  que  l'axe  de  rotation  sera  un  axe  principal. 

On  ajoute  à  la  mmile  de  petits  contrepoids  qu'on  peut 
élever  ou  abaisser  à  volonté;  on^peut  ainsi  faire  varier 
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Smxz,  ^myz,  d  s 
ces  deux  qoaDtilés. 

AJors  la  rotatk»  onifonne  per5i>!e  aotc-or  de  b  TntkaJie 
da  poiot  de  suspensioa.  coiscie  si  cet  axe  êtùt  enti^remeiit 
fixe.  Od  est  aTerii  que  le  ivpîâ^  est  ctHtTeiubîe.  par  la 
stabilité  du  moaTemeot  àe  U  meule,  quanj  od  la  fût 
tourner  à  vide. 

32.  Du  pendule  a^^oeé.  —  L'a  carfs  solide  pesant, 
nu^fle  aatour  d'oD  axe  horizontal,  qui  ne  passe  pas  par  son 
centre  de  graTité,  se  met  de  hû-mèiDe  en  mouvement,  quand 
il  n'est  pas  dans  sa  position  d'équilibre,  c'cst-à-tUre.  quand 
son  centre  de  granté  ne  se  trouTe  pas  dans  le  plan  rertical 
mené  par  l'axe  :  il  constitue  alors  un  pendule  composé,  nous 
allons  chercher  les  lois  du  moarement  de  ce  pendule. 


>»  /H 


Soient  Oz  l'axe  supposé  horizontal,  Ox  un  axe  vertictil 
et  dirigé  vers  le  bas,  H  un  point  quelconque  du  solide, 
MP  =j>  sa  distance  à  l'axe,  MQ  perpendiculaire  sur  lo  plan 
xOy,  e  =^  xOQ,  Smp'  le  moment  d'inertie  du  corps  pur 
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rapport  à  l'axe  Oz;  on  aura  pour  déterminer  le  mouvement 
du  corps  solide  l'équation  : 

(a)  ^s«ip'  =  s(aïY-»X), 

0  étant  l'angle  xOQ  compté  positivement  de  x  vers  y.  Id, 
on  a  en  désignant  par  m  la  masse  du  point  M  : 

Y  =  0,     \  =  tRg. 

L'équation  (a)  peut  donc  être  mise  sous  la  forme  : 

(b)  ^ï.mp'  =  —  gXmif. 

Soit  y,  la  valeur  de  y  qui  répond  aii  centre  de  gravité;  on 
aura  en  désignant  par  M  la  masse  du  corps  : 

Zmjf  =  Hy,  =  Ma  sin  9„ 

ft,  désignant  la  valeur  de  0  qui  répond  au  centre  de  gravité  G, 
et  a  la  distance  de  ce  centre  de  gravité  à  l'axe  de  suspension  ; 


(i) 

Soit  MK"  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  la 
parallèle  à  Oz  menée  par  le  centre  de  gravité;  on  aura, 
comme  on  sait  : 

(î)  Smp'  =  Mo'  +  MK". 

Donc,  l'équation  (1)  deviendra  : 

0+  — 

a 

K* 

Considérons  un  pendule  simple  de  longueur  I  =  n  +  — ; 
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on  sait  que  les  lois  de  l'oscillation  d'un  pareil  pendule  sont 
données  par  la  formule  : 

Le  pendule  composé  oscillera  donc  comme  le  pendule  simple 
de  longueur  I,  si  à  un  certain  instant  on  a  : 

,,  =  e,    e.    ^  =  ^; 

réalité  de  ces  deux  angles  se  maintiendra  pendant  tout  le 
mouvement.  Le  pendule  simple  de  longueur  l  se  nomme  le 
pendule  synchrone. 

Lorsque  le  pendule-  composé  fera  de  très  petites  oscilla- 
tions, il  en  sera  de  même  du  pendule  simple,  et  la  durée  T 
de  ces  oscillations  sera  : 


'Vl 


où     t  = 


On  voit  que  pour  calculer  T,  il  faudra  corniEdlre  a  et  K, 
ou  bien  la  distance  du  centre  de  gravité  à  l'axe  de  suspen- 
sion, et  le  moment  d'inertie  du  corps  relativement  à  un  axe 

passant  par  le  centre  de  gravité,  parallèlement 

à  l'axe  de  suspension. 

33.  Application  an  pendule  de  Borda.  —  Ce 

pendule  se  composait  d'une  sphère  CÂ.  en  platine, 
de  rayon  R  et  d'un  fil  métallique  OA  très  fin, 
dont  on  pouvait  n^liger  la  masse,  attaché  au 
point  fixe  0;  soit  OC  =  a;  le  point  C  peut  être 

©considéré  comme  le  centre  de  gravité  du  pendule 
composé;  l'axe  de   suspension   passera  en  O; 
soit   M   la  masse   de   la   sphère;    le   moment 
9  d'inertie  MK*  de  cette  sphère  par  rapport  à  un 

axe  parallèle  à  l'axe  de  suspension,  passant  par  le  point  C, 
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est,  comme  on  sait  : 
.  on  a  donc  : 
et  par  suite  : 

Borda  prenait  : 
il  avait  donc  : 


2MR' 
"     8    ' 

2R" 


"  5a' 


0  =  1»,      R  =  O'-.O 


Ka 


Ainsi  la  longueur  du  pendule  simple  faisant  ses  oscillations 
dans  le  même  temps  que  le  pendule  de  Borda  ne  différait 

de  OC  que  de  r  de  millimètre. 

Si  l'on  trace  dans  l'intérieur  du  pendule  composé,  au 
dessous  de  son  centre  de 
gravité,  et  dans  le  plan  de 
ce  centre  G  et  de  l'axe  de 
rotation,  une  droite  AB 
parallèle  à  l'axe,  dont  I  soit 
la  distance  AR  à  cet  axe, 
le  mouvement  des  points 
de  cette  droite  AB  ne  sera 
ni  accéléré  ni  retardé  par 
leur  liaison  avec  les  autres 
points  du  corps.  Parmi  tous  les  points  de  cette  droite,  on 
appelle  proprement  centre  d'osciUalion  le  point  A  situé 
sur  la  même  perpendiculaire  à  l'axe  que  le  centre  de 
gravité,  tandis  qu'on  nomme  la  droite  A  B  axe  d'osdllatlon. 
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On  a: 

RG=o,      AR  —  l  =  a+-; 


Les  axes  de  suspension  et  d'oscillation  sont  réciproques; 
c'est  à  dire  que  si  l'on  faisait  osciller  le  corps  autour  de  AB, 
OR  deviendrait  l'axe  d'oscillation.  Soit  en  effet  V  la  lor^eur 
du  pendule  simple  oscillant  de  la  même  manière  que  le 
nouveau  pendule  composé,  on  aura  : 

car  AG  remplace  a  ;  mais,  à  cause  de  AG  =  ~  >  on  aura  : 

a 

Donc,  les  divers  points  de  la  droite  OR  oscilleront  dans 
le  même  temps  que  s'ils  étaient  affranchis  de  leur  liaison 
avec  les  autres  points  du  corps;  OR  est  le  nouvel  aie- 
d'osdllation.  (On  peut  définir  l'axe  d'oscillation  :  une  droite 
dont  chaque  point  se  meut  comme  s'il  ne  faisait  pas  partie 
du  corps  et  était  simplement  lié  à  l'axe  par  une  droite  rigide 
et  sans  masse.) 

La  durée  des  oscillations  très  petites  autour  des  deux 

axes  OR  et  AB,  est  la  même  et  égale  à  s  t/  -•  I  désignant 
la  distance  AR  des  deux  axes. 

Réciproquement,  si  la  durée  des  oscillations  très  petites, 
autour  des  deux  axes  parallèles,  dont  le  plan  contient  le 
centre  de  gravité  G,  et  qui  n'en  sont  pas  équidistants  est  la 
même,  leur  distance  mutuelle  sera  la  loi^eur  l  du  pendule 
simple  syndurone. 
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En  elîet,  soient  a  et  a'  les  distances  in^[ales  du  centre  de 
gravité  à  ces  deux  droites  parallèles,  et  conséquemment 
a  +  a'  leur  distance  mutuelle;  soit  aussi  MK'  le  moment 
d'inertie  par  rapport  à  l'axe  parallèle  passant  par  le  centre 
de  gravité;  puisque  la  durée  des  oscillations  est  la  même 
autour  des  deux  droites,  il  faudra  que  l'on  ait  : 


équation  du  second  degré  en  a',  dont  les  racines  sont  : 


Les  deux  axes  n'étant  pas  équidistants  du  centre  de 
gravité,  la  solution  a'  :=a  doit  être  rejetée,  et  il  reste 

f  seulement  a'  =—;  donc,  la  distance  des 

A  <* 

deux  axes  qui  est  a  +  a'  sera  égale  à 
K* 

a  +  -—  =  ï.  Donc,  si  l'on  mesure  la 
distance  a  +  o'  des  deux  axes  syn- 
chrones, on  aura  la  longueur  du  pen- 
dule simple  qui  correspond  à  la  durée 
Fig,228  commune  de  leurs  oscillations. 


34.  Pendule  à  rérersion  de  Kater.  — 

n  consiste  en  une  r^le  en  laiton,  por- 
tant deux  couteaux  G  et  C  autour  des- 
quels on  peut  la  faire  osciller  successi- 
Lsl^""    '6"ient;  la  règle  se  termine  par  deux 
p^       aiguilles  A  et  B  qui  aident  à  compter  les 
y/  oscillations  par  la  méthode  des  coïnci- 

o  dences;  L  est  une  lentille  dont  la  masse 

est  considérable,  et  tellement  placée  que  le  centre  de  gravité 
du  système  ne  coïncide  pas  avec  le  milieu  de  GC,  m  et  m' 
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sont  deux  curseurs  que  l'on  déplace  le  premier  à  la  main, 
le  second  avec  une  vis  de  rappel.  Dans  toutes  les  positions, 
le  plan  mené  par  les  arêtes  des  couteaux  G  et  C  doit 
contenir  le  centre  de  gravité  du  système. 

On  suspend  l'appareil  par  le  couteau  C,on  le  fait  osciller 
et  on  compte  le  nombre  n  des  petites  oscillations  dans  un 
temps  donné  (;  on  le  retourne,  et  on  fait  osciller  autour 
de  C  ;  on  compte  le  nombre  n'  des  oscillations  effectuées 
dans  le  même  temps  t  ;  on  donne  aux  oscillations  la  même 
amplitude  dans  les  deux  cas;  on  déplace  les  masses  m 
et  m'  jusqu'à  ce  que,  par  des  tâtonnements  successifs,  on 
arrive  à  avoir  n'  ^  n;  alors,  la  longueur  l  du  pendule 
simple  synchrone  est  la  distance  CC  des  arêtes  des 
couteaux. 

Il  y  a  une  infinité  d'axes  autour  desquels  les  petites 
oscillations  d'un  même  corps  pesant  sont  d'%ale  durée. 

D'abord,  il  est  évident  que  cela  a  lieu  pour  tous  les  axes 
de  suspension  parallèles  entre  eux,  et  équidistants  du 
centre  de  gravité,  puisque  pour  tous  ces  axes,  a  et  MK',  par 
suite  a  et  K',  donc  l,  restent  les  mêmes. 

On  peut  aussi  changer  la  direction  de  ces  axes  et  leur 
distance  au  centre  de  gravité,  sans  que  la  valeur  de  l  soit 
changée;  car,  si  l'on  appelle  a,  3,  y  les  angles  que  la 
parallèle  à  l'axe  de  suspension,  menée  par  le  centre  de 
gravité,  fait  avec  les  axes  principaux  d'inertie  qui  se  coupent 
en  ce  point,  on  aura,  en  désignant  par  A,  B,  C  les  moments 
d'inertie  principaux,  pour  le  centre  de  gravité  : 

MK*  =  A  cos'  3  +  B  cos'  p  +  C  cos*  y, 
donc  : 

_  A  cos*  a  +  B  cos'  3  +'C  cos'  y 

On  peut  évidemment  donner  à  a,  a,  p,  y  une  infinité  de 
valeurs  différentes  pour  lesquelles  cette  valeur  de  l  restera 
Despevrous.  —  Mécanique.  II.  M 
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la  même.  (Il  est  bien  entendu  qu'un  axe  de  suspension  étant 
déterminé,  on  doit  ensuite  le  rendre  horizontal.) 

Axe  de  la  plus  courte  oscillatioD.  —  Il  faut  déterminer  a, 
X,  0,  Y  de  manière  que  la  longueur  /  soit  la  plus  petite 
possible.  Soit  A<B<C;  lorsque  a,  g,  7  prennent  toutes  les 
valeurs  possibles,  le  minimum  de 

A  cos'  a  +  B  cos'  P  +  C  ces*  y 
est  A  ;  on  l'obtient  en  prenant  : 

a  =  0,       3  =  90",       v  =  90°; 
on  est  ensuite  ramené  à  trouver  le  minimum  de 


ce  minimum  a  lieu  pour 


Vl^ 


VI 


35.  Honvement  du  treuil. 
—  Considérons  un  treuil  mo- 
bile autour  d'un  axe  horizon- 
tal O,  sur  lequel  sont  calés 
deux  tambours  ayant  cette 
droite  pour  axe;  sur  chaque 
tambour  est  enroulée  une 
corde  qui  y  est  fixée  par  un 
bout,  et  qui  tient  suspendu 
à  l'autre  bout  un  poids  connu. 
On  demande  la  loi  du  mouve- 
ment, en  supposant  que  le 
centre  de  gravité  soit  sur 
l'axe  0,  et  qu'on  néglige  les 

frottements  des  tournions  sur  leui"»  coussinets,  le  poids  et 

la  raideur  des  cordes. 
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Soient  Q  le  poids  du  treuil,  T  et  T'  les  tensions  inconnues 
descordea,  AB  =  CD  =  T;  A'B'  =C'D'  =T',uetv'  les 
vitesses  des  poids  P  et  P',  p  le  rayon  de  giration  du  treuil 
Op' 

'iiir   a  Sun   ajLC,    cil    oullc   iju'* ' 

d'inertie. 

On  peut  étudier  séparément  ; 

!•  Le  mouvement  rectiligne  du  poids  P,  soumis  aux  forces 
verticales  P  et  T; 

2"  Le  mouvement  de  P'  soumis  aux  forces  P'  et  T'  ; 

3°  Le  mouvement  de  rotation  du  treuil,  soumis  aui 
forces  DC  =  T  et  D' C  =  T'. 

Soit  u  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du  treuil,  OB  =  R, 
OD'  =  R'.  On  aura  : 


(1) 

fdv 
Idl 

=  P-T, 

m 

P'  de' 
g  di 

=  T'  -  P', 

m 

-g'T, 

=  TR-T'R', 

w 

P 

=  u)R. 

(S) 

v' 

=  »R'. 

(1) 

el(4) 

donnent  : 

(6) 

T  =  pi 

gdl]- 

(2)el 

(5): 

m 

T.=P.Î 

V*  S  dt) 

En 

repor 

tant  dans  (3),  on 
di^_ 

trouve,  après 
PR-P'H' 

réduction 

'PR»  +  FR'»-!-  Qp'' 
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-jr  est  constant  ;  supposons  que,  pour  (  =  0,  t. 

_  PR~P'R' 

"~^   PK'  +  P'R"  +  Qp»' 
ou  : 

(9)  o.  =  Kff(. 
K  ayant  pour  valeur  : 

(10)  K:  ™  -■"■•' 


-  P'R"+  Qp' 
=  KR'gt;    x'=    KKgt\ 


X  et  ce'  désignant  les  quantités  dont  descendent  et  montent 
pendant  le  même  temps  t  les  poids  P  et  P',  dont  le  mouve- 
ment est,  comme  on  voit,  uniformément  accéléré. 

Machine  d'Atwood.  —  Pour  passer  à  la  machine  d'Âtwood 
il  suflit  de  faire  R  =  R'  dans  les  formules  précédentes;  on 
a  alors,  en  posant  : 

P  —  P 

v=v'  =hgt=:g't,  >  g'=gh. 

x  =  x'  =-hgt*  =  ^g't',  ] 

Si  P  —  P'  est  très  petit,  il  en  sera  de  même  de  l'accéléra- 
tion 3'. 

Les  i)oids  P  et  P'  sont  connus,  ainsi  que  R  ;  p  peut  être 
calculé  aisément  ;  on  peut  calculer  ic  et  (  ;  on  a  alors  : 

_  2a;  j  R' (P  +  P')  +  Qp' { 
^~  R'(P— P')ï' 


D,g,tizccbyG00gIc 
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On  peat  donc  calculer  g,  mais  on  n'a  pas  la  mùmc  précision 
qu'avec  le  pendule. 

36.  Problème.  —  Un  cijlindre  circulaire  droit  homogèns 
est  placé  horizontalement  sur  un  plan  incliné  parfaitement 
poli;  un  fil  sans  masse,  fixé  par  une  de  ses  extrémités  au 
contour  du  cylindre,  s'enroule  sur  le  corps  suivant  la  section 
droite  qui  contient  le  centre  de  gravité,  et  s'attache  par 
l'autre  extrémité  à  un  point  fixe  situé  dans  le  plan  de  cette 
section,  à  une  hauteur  au-dessus  du  plan  incliné  égale  au 
rayon  du  cylindre.  Le  fil  étant  complètement  enroulé,  on 
abandonne  le  cylindre  à  son  poids..  Déterminer,  pour  une 
position  donnée,  la  tension  T  du  fil,  et  la  vitesse  avec  laquelle 
décroît  l'angle  6  qxie  le  fil  fait  avec  le  plan  incliné. 

Soient  a  le  rayon  du  cylindre,  M  sa  masse,  MK'son 
moment  d'inertie  par  rap- 
port à  son  ^^xe,  et  a  l'in- 
clinaison du  plan  sur 
l'horizon.  Soit  I  le  point 
de  suspension,  IC  =  a; 
la  figure  230  représente 
les  choses  à  l'origine  du 
mouvement,  la  figure  231 
à  l'ëpoque  (  ;  prenons  CA 
pour  axe  des  x,  C  pour  origine;  le  point  du  cylindre  qui 
était  d'abord  en  I,  est  venu  en  K,  et  l'on  a  : 

arc  BK  =  BI  =  cotg  8, 
arcBL  =  a  {i  —  A' 
arcLK  =  a(o  +  colgO  — -]' 
(I)  LOK  =  0'  —  0  +  cotg  0  —  ^- 

0'  est  l'angle  dont  on  a  tourné  le  cylindre,  daiis  le  mouve- 


Fiq  230 
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ment  relatif  autour  du  centre  de  gravité  0,  par  rapport  à  la 
direction  fixe  01;  u  désignant  la  vitesse  angulaire  de  ce 

mouvement  de  rotation, 

on  aura: 

ou,  en  remplaçant  6'  par 
sa  valeur  (1)  : 

db 


\        sin'  6/  dt 


Les  forces  agissantes  sont  :  la  tension  du  fit  BT  =  T,  la 
réaction  normale  AN  =  N  du  plan;  elle  passe  par  le  centre 
O  du  cercle,  et  le  poids  OG  =  Mg  du  cylindre.  Soit 
CA  =  OI  =  X  l'abscisse  du  centre  de  gravité;  on  aura  iiour 
déterminer  le  mouvement  de  ce  centre  de  gravité  l'équation  : 

(3)  ^d('~  "*  sin  a  —  T  cos  0. 

On  a  du  reste  : 

(i)  «  =  -A;- 

sm  ô 

On  aura  enfin,  pour  déterminer  la  rotation  du  cylindre 
dans  le  mouvement  relatif  autour  de  son  axe  : 

MK'^=Ta, 
dt 

ou  bien,  en  remplaçant  u  par  sa  valeur  (2)  ; 

'  dt{\        sin'  6/  dl  ) 

(3),  (4)  et  (5)  déterminent  a;,  ô  et  T  en  fonction  du  temps; 
on  tire  de  (3)  et  (4),  en  ayant  égard  à  l'expression  (5)  de  T  : 

(6)       '^sTl?-,  =?sm=,-^;cose  ''SA- J^)l»i- 
— ^p —       a  fl'  dti\        sm'  8/  dl  S 
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Cette  dernière  équation,  qui  va  déterminer  fl,  est  du  second 
ordre;  elle  ne  contient  pas  t  explicitement;  on  posera  donc 
pour  la  ramener  au  premier  ordre  : 

et  l'on  éliminera  dt  entre  (6)  et  (7),  ce  qui  donnera  successi- 
vement : 

rcosOdi»         /  l         2  cos*  6\~j gaina 

Lsin*ed6  \sin  6        sin'd/J"  a 

K*  /  cos*  ttdu      2m  cos  e\ 

a'  \  sin'  6  dH         sin'  0  /' 


K* 


d'où,  en  multipliant  par  2 
cos  6 


du 


rrll  +-i(^os'e)-jT .~vi    sin*e  +  2(1-1--,    cos'O    u* 

«\        a'  /  du       sm"  e[_  \        «V  J 

2/7  sin  a 

a 

n'  9  +  2(1  +  -jl  cos*  0 


9  (l  -f-  —  cos'  Oj 


^  sin  2 


cos  6  1 1  +  -j  cos*  e  I 
ou  bien  en  faisant  : 

sin'  6 


P  =  2 


^(-l')« 


sin  6  COR  6  (l  +  -f  cos'Oj 


_tgs 


s  0  [l  -t-  ^  cos'  oJ 
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équation  linéaire  relativement  au';  on  en  tire  en  int^rant  : 
(8)  «•  =  e/r-O  j  ^  j,  sin  a  -  Ce-/''-'''  Q  rfô  *> 

C  désignant" une  constante  arbitraire.  On  a  ensuite  : 

J      J  i  +  l  +  m-»  '«"  •'  '*'  •' 

en  faisant  : 
Or: 


donc  : 


ih  +  z  _i 1_ 

z{h  +  z)~  3       A  +  . 


«/"«  = 


lu'' 


(8)  donnera  ensuite,  après  réduction  : 
ig'  «         ( 


1    +' 


n  a     J    sm*  9    ) 


ou  bien,  en  efîecluaiit  les  culculs,  et  remplaçant  «  par  sa 

valeur  (7)  : 

, d6'  j_  iga  sin'  9  (1  +  G  sin  9) 


df 

cos' 

•  («■ 

H-K- 

COS 

S) 

formule 

w 

donnera 

âx 
dt 

=  - 

sin' 

Si) 
«   dt 
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En  remplaçant  ^  par  sa  valeur  tirée  de  (9),  et  prenant  le 
signe  — ,  puisque  9  va  en  décroissant,  on  trouvera  : 


dt  '  sin  8  V  «  +  K  cos'  9 

A  l'origine  du  mouvement,  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
est  nulle,  6  =  5;  la  formule  ci-dessus  donne  donc  : 

donc: 

et  l'équation  (9)  devient  : 

,...  d0^_2g'asinasin'  9  (1  —  sin  6)    , 

dt*  ~      cos'  9  (a,'  +  K'  cos'  9)     ' 

poui"  f  =  0, 9  =  ^.  on  a  donc,  en  remarquant  que 

1  —  sin  9  1  —  sin*  9  I 


cos'  9  cos*  9  (1  4-  sin  6)       1  +  sin  9 


se  réduit  à  3  : 


/rfe\  _      ./g  sin  a 
\dl}-      V      a     ' 
On  aura  ensuite,  en  partant  de  la  formule  (2)  : 

,,,.  - /îff  sin  a       ^       /  1  —  sin  9 

^        "  ^/   sino(i  +  ^cos'ej 

Enfin,  la  formule  (5)  donnera  : 

-        «171     d  1'/,  1    \    )     ,,,.,{      4ij'  rf.tt'i  cos'  9 

dii\       sin' 9/    )  'sm9cos9      d9)2sin'( 
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OU  bien,  en  remplaçant  -^  par  sa  valeur  tirée  de  (8),  et 
ensuite  u'  par  sa  valeur  (9)  : 

^    ^  {a*  -h  K*  cos  9)'  '     ^  '  ' 

Le  problème  est  donc  résolu  finalement  par  les  formules 
suivantes  : 


/â ■■ /.n     COS  61/ ) 


sin  9  (/sin  9  (1  —  sin  0) 


(A) 
(B) 
(G) 


L'équation  (A)  donne  6  en  fonction  de  t  (en  prenant  sin  6 
pour  nouvelle  variable,  on  verra  aisément  que  t  s'exprime  à 
l'aide  de  cette  nouvelle  variable  par  une  intégrale  elliptique); 
les  équations  (B)  et  (C)  donneront  ensuite  a;  et  u  en  fonction 
de  6  ;  enfin,  la  formule  (12)  fera  connaître  la  tension  T. 
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ROTATION  D'UN  CORPS  SOLIDE  AOTOOR  D'UN  POINT  TIZZ. 
HOUTEKENT  D'UN  CORPS  SOUDE  LIBRE. 

37.  Énoncé  d'un  problème.  —  Un  corps  solide  quelconque 
est  lié  à  un  point  fixe  autour  duquel  il  ne  peut  que  tourner; 
les  divers  points  du  corps  sont  sollicités  par  des  forces 
données;  l'état  initial  du  corps  est  connu;  il  faut  détei'miner 
à  une  époque  quelconque  les  positions  des  divers  points 
du  corps. 

Pour  y  arriver,  on  choisit  trois  droites  rectangulaires  Ox, 
Oy,  O2  passant  par  le  point  fixe  et  liées  invariablement  au 
corps;  la  question  sera  résolue  si  l'on  parvient  à  déterminer 
à  une  époque  quelconque  la  position  de  ces  trois  axes  par 
rapport  à  trois  axes  rectangulaires  fixes  OX,  O  Y,  OZ  passant 
également  par  le  point  fixe  ;  car,  si  x,  y,  z,  X,  Y,  Z  désignent 
les  coordonnées  d'un  même  point  du  corps,  dans  les  deux 
systèmes  d'axes,  on  aura  : 

i\  =  ax+by  +  cz, 
y  =  a\x  +  b'y-\-c-z, 
Z  =  a'x  +  b'y  +  c'z. 

Pour  un  point  déterminé  du  corps  x,  y,  z  sont  des 
constantes  ;  les  9  cosinus  qui  entrent  dans  les  formules  (1) 
sont  à  un  moment  donné  les  mêmes  pour  tous  les  points  du 
corps,  mais  ils  vai-ient  avec  le  temps.  Si  l'on  arrive  à 
déterminer  ces  9  cosinus  en  fonction  du  temps,  le  problème 
sera  résolu. 
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38.  Introdaction  des  trois  angles  d'Ealer.  —  On   sait 

qu'il  existe  six  relations  distinctes  entre  les  9  cosinus,  qui 
dépendent  par  conséquent  de  trois  variables  seulement. 
Traçons  une  sphère  de  rayon  i,  ayant  pour  centre  le  point 
fixe  0,  et  marquons  les  points  X,  Y,  Z,  x,  y,  z  où  cette  sphère 
est  percée  par  nos  deux 
«  it,  systèmes  d'axes.  Considé- 

rons un  mobile  en  mouve- 
ment sur  l'arc  de  grand 
cercle  xy,  dans  le  sens  ccy; 
ce  mobile  rencontrera  le 
Jf  grand  cercle  XY  en  deux 
points  N  et  N',  qui  sont 
les  nœuds  du  cei-cle  ce  y 
relativement  à  XY;  soit  N 
celui  des  nœuds  par  où 
passe  le  mobile,  en  passant 
de  l'hémisphère  XYZ  à 
l'autre  XYZ';  ce  sera  le  nœud  descendant,  le  seul  dont 
nous  nous  occuperons  ;  on  pose  : 

XN=<t;      Na;  =  ?;      XNa;  =  6, 

1)1  se  compte  positivement,  à  partir  de  X,  en  sens  invçrse 
de  XY  et  varie  de  0  à  360°. 

f  se  compte  positivement  de  N  vers  x,  de  0  à  360";  donc, 
dans  le  sens  de  xy. 

Enfin,  l'angle  0  est  compté  au-dessous  du  plan  XY,  et 
varie  de  0  à  180°. 

Ces  trois  angles  déterminent  sans  ambiguïté  la  position 
des  axes  Ox,  Oy,  Oz. 


F^ 


23Z 


Expression  des  9  cosious  en  toaction  de<^,  ^ 

a  —  cos  (X,  X). 


-On  a  : 
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On  considère  le  triangle  sphérique  XNa;,  dans  lequel  on  a  : 

en  appliquant  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie 
sphérique,  on  trouve  : 

(A)        0  =  cos  (X,  «)  =  ces  i}-  eos  ç  +  sin  i|i  sin  ç  cos  0. 
En  changeant  dans  cette  formule  ç  en  ?  +  90",  on  aura  : 

(B)  6  =  cos  {X,  y)  =:  —  cos  ili  sin  9  +  sin  i^  cos  9  cos  0. 
En  changeant  dans  (A)  i}-  en  41  +  90°,  on  aura  : 

(C)  a'  =  cos  [Y,%  =  —  sin  1^  cos  f  +  cos  à  sin  ç  cos  6. 
En  changeant  dans  (C)  ?  en  «p  +  OO",  il  viendra  : 

(D)  b'  =  cos  {Y,  y)  =  sin  <)i  sin  f  +  cos  <!'  cos  f»  cos  9. 

On  trouvera  c,  c',  c',  a',  b'  par  la  considération   des 
triangles  sphériques  XNz,  YNz,  ZNx,  ZNy,  dans  lesquels 


on  a  : 


XN  =  <t;  3N  =  90" 

a;N=ç;  ZN  = 

SN  =  ?  +90°;      ZN  =  9(I"; 


2NX  =  90"- 
2NY=90'' 
ZNaT=90»  +  8. 
ZNy  =  90<' 


et  on  aura  le  tableau  suivant,  pour  les  formules  ciiercliées  : 

a  =  cos  <{i  cos  f  +  sin  1^  sii  9  ^^^^  ^1 
a'  :=  —  sin  "{i  cos  ç  +  cos  iji  sin  ?  cos  9, 
a'=  —  sin  ç  sin  9, 

6  =  —  cos  iti  sin  y  +  sin  iji  cos  ç  cos  0, 
(2)  {    ]  fr'  =.      sin  i}"  sin  o  +  cos  1)1  cos  y  cos  9, 

'  6'=:  —  cos  ?  sin  9, 

i   c  =  sin  (]<  sin  6, 

î    C'=:C0S<li8in  9, 
I    «*=    +    cos  9. 
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Le  problème  revient  donc  à  la  détermination  de  i/,  ç,  6  en 
fonction  du  temps.  Il  serait  difficile  et  compliqué  d'aborder 
ainsi  directement  le  problème. 

39.  Introduction  des  variables  auxiliaires  p,  q,  r.  —  On 
sait  que,  lorsqu'un  corps  solide  tourne  autour  d'un  point 
fixe,  son  mouvement  est  à  chaque  instant  un  mouvement  de 
rotation  autour  d'une  certaine  droite  que  l'on  nomme  l'axe 
instantané.  Soient,  à  l'époque  t,  01  la  position  de  cet  axe 
instantané,  u  la  vitesse  angulaire  de  rotation  ;  on  choisit  le 
demi-diamètre  01  de  manière  qu'un  observateur  couché 
sur  01,  les  pieds  en  O  et  la  tête  en  I,  voie  la  rotation 
s'effectuer  dans  le  sens  direct.  On  sait  qu'on  peut  remplacer 
la  rotation  autour  de  01  par  trois  rotations  autour  de  trois 
droites'formant  un  angle  trièdre  ayant  son  sommet  en  O,  et 
que,  pour  le  faire,  il  suffira  de  porter  la  longueur  u  sur  01 
et  de  déterminer  le  parallélipipède  ayant  u  pour  diagonale, 
et  dont  les  arêtes  soient  dirigées  suivant  les  arêtes  du 
trièdre;  les  longueurs  des  arêtes  du  parallélipipède  obtenu 
seront  les  rotations  composantes. 

Ainsi,  en  particulier,  on  pourra  décomposer  la  rotation  u 
en  trois  autres  dirigées  suivant  les  axes  rectangulaires  Ox, 
Oy,  Oz  liés  au  corps;  soient  p,  q,  r  les  vitesses  angulaires 
de  ces  rotations,  on  aura  : 

p=ucos(I,a!);  î  =  11008(1, y);  r=i..cos(I,z);  p*+j'+ r'=u*, 
et  invei-sement  : 

cos  (I,  X)  =  ^        -1     cos  {I,  y)  =  - 


Vp'  4-  ç*  +  r*  Vp* 

ces  (I,  z)  —  ■ 

Vp*  +  î'  +  r' 


u.  =  l^p'  +  3'  +  r\ 

Si  l'on  connaissait  p,  g,  r  en  fonction  du  temps,  on 

pourrai!,  à  une  époque  quelconque  déterminer  la  position 
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de  l'axe  instantané  01  relativement  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz  et 
la  vitesse  u  de  la  rotation. 

La  rotation  u  autour  de  0 1  peut  aussi  être  décomposée  en 
trois  autres  :  une  rotation  X  autour  de  OZ,  [*  autour  de  Oz, 
vautour  de  ON. 

Le  sèment  u  est  la  résultante  géométrique  des  trois 

s^ments  ).,  ji,  v;  sa  projection  sur  une  droite  quelconque 

est  donc  la  somme  des  projections  de  X,  \x,  i  sur  cette 

droite;en  projetant  de  la  sortesurOa:,  Oy,  Oz  on  trouvera; 

p  =  X  cos  (Z,  œ)  +  n  CCS  (z,  x)  +  v  ces  (N,  x), 

j  =  X  ces  (Z,  y)  +  (j.  cos  (z,  y)  +  v  cos  (N,  y), 

r  =  X  cos  (Z,  z)  +  (j.  cos  (z,  z)  +  v  cos  (N,  2), 

ou  bien,  en  remplaçant  les  cosinus  par  leurs  expressions 
données  plus  haut  : 

!p  =  —  5,  sin  6  sin  ç  +  V  cos  9, 
5  =  —  >.  sin  8  cos  ?  —  V  sia  ç , 
r  =      X  cos  6  +  p.. 

Afin  de  pouvoir  raisonner,  supposons  : 

X  >  0,      in  >  0,      V  >  0. 

Dans  la  rotation  infiniment  petite  XAÎ  autour  de  OZ,  le 

point  z  reste  à  une 

■t        _  distance  constante  de 

Z;  la  figure  ziixy  se 

meut  comme  un  corps 

solide;    Nœ    reste   le 

même  ;  donc  cette  ra- 

•y  tation  n'altère  nie  ni  ç; 

le  point  N  vient  en  N', 

et  l'on  a  : 

NN'  =  +  XAï. 
Fia.  233 

En  désignant  par  i^^ 
ta  variation  de  41,  on  aura,  en  tenant  compte  du  sens  dans 
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lequel  <!f  est  compté  : 

At|<  =  — NN'; 
donc: 

i^=z  —  X^t;      iç  =  0;      i9=0. 

Dans  la  seconde  rotation  (jiAi  autour  de  Oz,  le  grand 
cercle  xy  glisse  sur  lui-même;  le  point  N  reste  fixe,  -^  et  0 
ne  changent  pas;  le  point  x  vient  en  x',  et  l'on  a  : 

■  XX' =:  +  it  à.t;      4ç  =  +  a:aî'; 

donc: 

it;i  =  0;      Af  =  +  itii;      46=0. 

Enfin,  dans  la  dernière  rotation  vAi  autour  de  ON,  le 
point  N  restant  immobile,  4>  ne  change  pas;  il  en  est  de 
même  de  7;  quant  à  6,  il  âiminue  de  vAl;  on  a  donc  : 

à^  =  0;      Aç  =  0;      i9  =  — vAÏ.     . 

En  réunissant  les  trois  séries  de  variations  trouvées 
ci-dessus  pour  il*,  f  et  6,  on  trouvera  ; 

4(j,  =  — Xi(;'     A9  =  +[jiiï;      A6  =  — vAt 

pour  les  accroissements  infiniment  petits  de  <^,  ?  et  6,  pro- 
duits par  les  trois  rotations  considérées,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  par  la  rotation  uAf  effectuée  autour  de  01. 
D'où,  en  faisant  tendre  Ai  vers  zéro  : 


).= 

if 

i 

tes  formules  (3) 

donnent  donc  : 

p  =  sin 

{  =  COS 

,sl„.li 

»•  = 

-cos.^^ 
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: .'  'di/  ■  :  ■ 

I  psinç  +  y  cosç  =  sin:6.-^r  :   ., ,       :::.>■ -y 

\                                  di                  ■ 
(P)      -  fsinç-pcosç=^.     ■ 

(   ^  =  r  +  cos6^=r  +  cotg  6  (p  sin  <?  +  j  cos  ç). 

Telles  sont  les  relations  cherchées  entre  <!,-.^,  6,  p,  g,  r. 

41.  Détennination  des  projections  u,  v,  ùf  de  la  vitesse 
d'un  point  quelconque  dn  corps  solide  sur  les  axes  0^,  Oy, 
O^  (positions  de  ces  axes  à  l'époque  0- 

Les  positions  Ox',  Oy,  Oz  de  ces  axes  à  l'époque  t 
deviennent  Oa;',  Oy-,  O2'  à  l'époque  t'  =  t  -i-  dt. 

Soient  M  la  position  d'un  point  quelconque  du, corps  à 
l'époque  t,  X,  y,  z  ses  coordonnées  relatives  aux  axés  Ox, 
Oy,  Oz;  à  l'époque  t  +  dt,  ce  point  est  venu  en  M';  ses 
coordonnées  relativement  aux  axes  Ox',  Oy',  Oz'  sont 
encore  x,  y,  z;  mais,  relativement  aux  axes  Oa;,  Oy,  Or 
elles  seront  :  x  +  ix,  y  +  By,  2  +  82,  et  l'on  aura  : 

ix:=u4t;      ii/=:vdt;      iz  =  ioit:- 

On  peut  obtenir  ces  accroissements  sous  la-  forme  ; 

ix=i,x+-  8,0!  +  8,», 
By  =  3,y  +  î,y  +  8,y, 

8î  =  8,3  +,  8,2  +.S,*3j  ■ 

les  S,  désignant  les  accroissements  infiniment  petits  des 
coordonnées  x,  y,  z  répondant  à  la  rotation  infiniment 
petite  pdt  autour  de  Ox;  de  même  8,  et  8,  répondant  aux 
rotations  qdt  et  rd-t  autour  de  Oy  et  Oz. 
Calculons  par  exemple. les  S,;  pour  le  point  x,  y,  r,  on  a  : 

X7=  p  cas  b>,      y  ^=  p  sin  u,      z  =  z, 
Dewevrods.  —Mécanigue.  II,  1D 
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p  désignant  la  distance  du  point  x,y,zà  l'axe  Oz.  Dana  la 
rotation  rdt  autour  de  Oz,  z  et  p  restent  les  mêmes,  u 
augmente  de  îw  =  rdt;  on  a  : 

&,a;  =  —  p  sin  u  Su;      i,S.=  +  p  cos  u  Su;      d,2  ^=0, 

ou  bien  : 

§,»  =  — yrd(;      î,y  =  +iBrdï;      8,3=0. 

On  en  déduit,  par  des  permutations  circulaires  ; 

î,y  =  — zpdï;      i,z=  +  ypdt;      !,ic=0, 
î.ff  =  0, 


8,z  = 

-xgdt;     a,a;=+  zijdt 

et  par  suite  : 

tœ={qz-ry)d:. 

(£■) 

8»  =  (ra!-p2)ii( 

lz  =  (py-,x)dt. 

Donc: 

1   u  =  qs  —  ry. 

(B) 

1   f  z=rx  —  pz, 

(  »=pj  — J». 

42.  Expression  de  la  force  vive  du  système  solide  à 
l'époque  t,  à  l'aide  des  variables  p,  q,  r.  —  Soit  V  la  vitesse 
du  point  M,  on  a  : 

V  =  M*  +  r>'  +■  w*, 
et  en  remplaçant  u,  v,  tv,  par  leurs  valeurs  (5)  : 

V  =  p'  (ï*  +  3*)  +  3'  (3*  +  «•)  +  r*  (ip*  +  y') 

—  2jr  yj  —  irp  xz  —  2pç  ajjf. 

D'où,  comme  à  un  instant  donné,  p,  g,  r  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  poinU  du  corps. 

2j»  V  =  p'  Sm  (y*  +  3')  +  ç*  2m  {z'  +  w*)  +  r*  Sm  («*  +  ff*) 
—  ïjrîmyz  —  2pr2maî2  — 2p?Si»xy. 

Cette  expression  se  simplifie  beaucoup,  si  l'on  prend  pour 
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Ox,  Oy,  Oz  les  axes  principaux  d'inertie  du  corps,  qui 
répondent  au  point  fixe  0,  ce  que  nous  ferons  toujours 
désonnais.  On  aura,  en  effet  : 

(D)  Smyz  =  0;      ^mxz  =  0;      Zfnxp  —  Q, 

et,  en  désignant  par  K,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux 
du  corps  solide,  relatifs  au  point  fixe  0  : 

(E)  Sm(y'  +  z*)  =  A;  Sm(i' +  a;')  =  B;  Zm{oo*  +  f)  =  C. 
Il  en  résulte  :  ' 

(6)  2m  V  =  Ap'  +  Bq*  +  Cr*. 

43.  Détennination,  relatîTement  aux  positiona  Ox,  Oy, 
Oz,  qu'occupent  à  l'époque  t  les  axes  principaux,  de  l'axe 
dtt  couple  réBultant  des  quantités  de  mouvement  des  divers 
points  do  corps  solide.  —  Soient  A'^  B',  G'  les  projections 
de  l'axe  de  ce  couple  sur  Ox,  Oy,  Oz;  on  aura  : 

A'  =  Sm(yro—  zv), 

B'  =  Zm  (lu  — xw), 

C  =  Sm(aiu  — ytt), 

ou  bien,  en  remplaçant  u,  v,  w  par  leurs  valeurs  (5)  : 
A'  =  S«i  Jp  (y'  4-  2')  —  qxy  —  rxz\, 
B'  =Sm  i  q{z'  +  x^) —  ryz —pxy  j, 

C  =Snt  |r  {x'+  y*)  —pzx—  qzy  {, 

ce  qui,  en  vertu  des  relations  (D)  et  (E),  se  réduit  à  : 

(7)  k'=kp;      B'  =  Bî;       C  =  Cr. 

Soient  OG  l'axe  du  couple  l'ésultant,  à  l'époque  (,  et  G  Je 
moment  de  ce  couple,  on  aura  : 

l  G'  =  A'p'  +  B'î*  +  CV, 

^^   j   C03(G,«)=:^;    cos(G,y)  =  ^;    cos{G.^)  =  ^. 

On  voit  donc  quel  rôle  important  jouent  les  quantités  p, 
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g,  r  reîativement  à  l'expression  de  la  force  vive  et  à  celle  de 
la  direction  de  l'axe  du  couple  résultant. 

44.  Équations  d'Euler.  —  Nous  nous  appuyons  sur  le 
théorème  suivant  démontré  antérieurement  : 

Là  dérivée,  par  rapport-  au  temps,  de  la  somme  des 
moments  des  quantités  dé  mouvement  des  divers  points  du 
corps,  autour  d'un  axe  fixe,  est  égale  à  la  somme  des 
moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à  cet  axe. 
Soient  : 
Ox,   Oy,   Oz 
les  positions  des 
axes  principaux 
"d'inertie  à  l'épo- 
que t; 
■      Ox',0y',0z' 
les  positions  des 
axes  principaux 
d'inertie  à  l'épo- 
que t  H-  dt; 

OG  et  OG'  les 
axes    correspon- 
dants  des    cou- 
ples résultants. 
Nous  allons  appliquer  le  théorème,  relativement  aux  trois 
axes  fixes  Ox,  Oy,  Oz;  les  projections  de  OG  sur  ces  axés 
ont  pour  expressions  : 

Ap,      Bq,      Cr. 

Les  projections  de  OG'  sur  les  axes  Ox',  Oy',  Oz'  sont 
égales  à: 

k{p  +  dp),      B  (5  +  dg),      G  (r  +  dr). 

Mais,  il  nous  faut,  par  exemple,  la  projection  de  OG'  sur  Ox; 
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cette  projection  est  égale  à  : 

\[p  +  dp)c(a{x'  fX)  +B(q~hdq)cos(y',x)  +  G(r+dr)cos(z'  ,0!). 

Donc,  l'accroissement,  pendant  letemps  dt,  de  la  somme 
des  quantités  de  mouvement,  mr  rapport  à  l'axe  fixe  Ox, 
sera  : 

(F)    A  (p  +  dp)  cos  (x'fX)  +  B  (î  +  dq)  cos(^',x) 

+  C  (r  -H  dr)  ces  {z'.x)  —  kp. 

On  aura  la  dérivée  qui  figure  dans  notre  théorème,  en 
prenant  la  limite  delà  différence  (F)  divisée  par  dt.  Pour 
y  arriver,  il  faut  obtenir  les  expressions  des  cosinus  des 
angles  {x' x),  (j/'x),  (z'x) ... 

Prenons  sur  Ox  une  longueur  Oa  =  1  ;  au  temps  (  +dt, 
le  point  a  vient  en  a',  sur  Oa;';  soient  x,  y,  z  les  coor- 
données du  point  a  par  rapport  à  Ox,  Oy,  Oz;  x„  y„  z, 
les  coordonnées  du  point  «'  par  rapport,  aux  mêmes  axes. 
On  aura  : 

cos(aî,'aî)=iP,;      cos  (x[y)  =  ?,;     co3(a;,'2)  =z,. 

Les  projections  de  la  droite  ««'  sur  les  axes  Ox,  Oy,  Oz 
sont  égales  respectivement  au  dt,  v  dt,  iudt,eten  écrivant 
que  la  projection  de  Oa'  sur  l'un;  quelconque  des  axes  Ox, 
Oy,  Oz  est  égale  àlasommedesprojecUonsdeOaet  deaa', 
il  viendra  ; 

Xt=:x  +  ttdt;      y,^]f  +  vdt;      Zi=z-i-wdt. 

Or,  on  a  : 

»=*;      y  =  0;      2=0, 

et  en'remplaçaot  x,  y,  z  par  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions (5),  on  trouve  : 
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cos  («,'  3!)  =  a;,  =  1, 

cùs  (xl  y)  — g,  — rdl, 

cos  {«,'  z)  =  Si^  —  qdl. 
Par  des  permutations  de  lettres,  on  trouvera  les  cosinus 
des  angles  que  font  les  axes  Oy'  et  Oz'  avec  Ox,  Oy,  Oz,  et 
on  formera  le  tableau  suivant  : 


Ox 

Oe 

Oî 

0»' 

1 

Tit 

-qdt 

0»' 

—  rdl 

1 

fdl 

Oi 

qdl 

-Vdt 

1 

On  en  déduira,  pour  l'expression  (F)  ; 

A  (p  +  dji)  —  B  (y  +  dg)  r  dï  +  C  (r  +  dr)  qdt  —  kp, 
ou,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  : 

kdp-i-  {C  —  B)qr^t- 
Divisant  par  dt,  on  aura,  pour  la  dérivée  de  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe 
tixe  Ox: 

Ag  +  (C-B)îr. 

Soient  donc  L,  M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces 
extérieures  qui  fissent  sur  les  divers  points  du  corps,  par 
rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Or,  on  aura  les  trois  équations 
suivantes,  dites  équations  d'Euler  : 

.4£. 


(») 


-  (C  —  B)  jr  =  L , 

-  (A  —  C)  r/i  =  M, 
CSl  +  (B-A)pj  =  N. 


dl 


dt 


Digitized  by  ^^lOOQ  IC 


DYNAMIQUE.  231 

Ea  supposant  les  forces  extérieures  appliquées  à  tous  les 
points  du  corps  solide,  désignons  par  X,  dm,  Y,  dm,  Z,  dm 
les  composantes  suivant  les  axes  Ox,  Oy,  Oz  de  la  force 
extérieure  appliquée  à  l'élément  de  masse  dm  du  corps; 
ou  aura  : 

/  h  =  f{sZ,—  zY,)dm, 

(10)  '  M=r(2X,  —  a!Z,)dm, 

[  N  =/"(;»¥,  — yX,)  dm, 

où  les  int^rales  s'étendent  à  toute  la  masse  du  corps  ;  si 
l'on  désigne  du  reste  par  X,  dm,  Y,  dm,  Z,  dm,  les  compo- 
santes, suivant  les  axes  fixes  OX,  OY,  OZ  de  la  même  force, 
on  aura  : 

{  X,  =aX, +  a'Yi  +  o'Z., 

(11)  Y,  =&X, +  6'Y.  +  b'Z„ 
(    Z,  —  eX,  +  e'\,  +  CZ,. 

En  se  rappelant  les  formules  (2),  on  voit  que  L,  M,  N  seront 
des  fonctions  de  i|<,  8,  <p;  on  aura  donc  en  résumé,  pour 
résoudre  le  problème,  les  équations  suivantes  : 


il  (  L=F.(^,«,f), 

B5f  +  (A-C)rp  =  H,       M  =  F.  (.^,  9,  ç), 

Z  T  N=:F.(4,,9,?), 

;   B  =  sin  8  ~  sm  ffl  —  -T-  cos  », 
1  '^  dt       ^      dt       ^ 

\         .   «d-V  de  . 

9  =:  sm  e  ^^  cos  7  +  -jT  sm  f, 

\  dt  dt 
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Ainsi;  on  est  ramené  à  intégrer  un  système  de  six  équa- 
tions différentielles  simultanées  du  premier  ordre;  il  y  aura 
six  constantes  arbitraires,  les  valeurs  de  (|(,  6  et  <j,  à  l'époque 
zéro,  faisant  connaître  la  position  initiale  du  corps,  et  les 
valeurs  initiales  de}i,^,r  faisant  connaître  la  rotation  initiale. 

On  pourrait  remplacer  dans  (9)  p,  q,  r  par  leurs  valeurs 
(3),  et  on  serait  ainsi  ramené  à  un,  système  de  trois  équa- 
tions simultanées  du  second  ordre,  contenant  les  trois 
quantités  inconnues  ■}<,  6,  f. 

En  général,  il  vaudra  mieuxgarder  les  six  équations  (9)  et  (3) . 

Nous  ferons  toutefois  ce  calcul,  dans  un  cas  particulier, 
celui  de  A  =  B;  alors  les  équations  d'Euler  se  réduisent  à  : 


-  {C  —  A)qr  =  L, 


(C  -  A)  rp  =  H, 


Soit  NB  =  90"  ;  nous  introduirons,  au  lieu  de  L  et  M,  les 
moments  P  et  Q  relatifs  aux 
axés  ON  et  OB;  nous  au- 
rons : 

P  :=  L  CCS  f  ^  M  sin  ç. 


=  L  sia  0 


-  H  coss. 


FJj.  235 


Nous  aurons  donc,  au  lieu 
des  équation8'(j9),  les  com- 
binaisons suivantes  (13)  : 

A  fcos  ?  jf  ~^'"?5",)  ^  (C  — A)r(3  cosç +psinç)  =  P, 

(13)      A  Uin  ?  j^  +  ces  ?  ^  W  (C  —  A)  r  (î  sin  ^  —  p  cos  y)  =  Q, 
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rfg_  — d.(gsiny— pcos^)     rfp 


^it: 


tlt 


■5î;  +  "»'37  = 


gg_d.(psin  o  +  g  cosç)      dç 


H- j^Cpsinç  +  gcosç), 


ji(îsmj— pcosf): 


On  pourra  donc  écrire  les  équations  (13)  comme  il  suit  : 


(psin  ?  +  jcol'v)]  a4  +  (C  — A)r|=  P, 


(I4)<  +  A  ^(p  sin.9  +  ç  ces  ç) 


(s  sin  9  —  p  cos  ?)  J  A  ^  +  (G  —  A)  T  I  =  Q, 
=  N, 


et 


Or,  on  tire  de  (3)  ^ 


(15) 


îsin  ç.— p  cosç  =  -rr' 


p  sin  f  H-  9  CCS  ç  =  siD  0  -j^> 


r  =  3^  -  cos  »  - 


en  portant  ces  valeurs  dans  (14),  on  aura  : 


(16) 


fA.ÎÎ.(C-A)sin.„.(i|y-Csi„.ljl^=-P, 
•      A.„«^î.(,A-C).os,ï^fl  +  C^l-î=    Q. 


^  i  là,  .  (i+\ 


Ce  sont  là  des  équations  dont  on  fait  un  usage  très  fréquent 
dans  les  applications  (mouvement  d'un  corps  pesant  de 
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révolution  autour  d'un  point  de  son  axe,  mouvement  de  la 
toupie,  gyroscope,  etc.). 

45.  Mouvement  d'an  corps  solide  aatour  d'un  point  fixe, 
lorsqu'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures.  Solution  analytique. 

—  On  a  dans  ce  cas  : 

L  =  0,      M  =  0,      N  =  0. 
Les  trois  équations  d'Euler  donnent  : 


[  C^  +  (B-A)pî  =  0. 

n  convient  de  remarquer  qu'on  aurait  encore  ces  trois 
mêmes  équations  si  la  résultante  des  forces  extérieures 
passait  constamment  par  le  point  fixe. 

On  en  tire,  en  multipliant  ces  équations  respectivement 
par  p,  g,  r  : 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  2T  une  constante  arbi- 
traire : 

(2)  Ap'  +B5»  +  Cr'=2T. 

D'après  l'équation  (6),  le  premier  membre  représente  la 
force  vive  du  corps. 

Ainsi,  l'intégrale  (2)  est  celle  qui  répond  au  principe  des 
forces  vives;  multiplions  les  équations  (1)  respectivement 
par  Ap,  Bq,  Cr,  ajoutons,  nous  trouverons  : 

..    #      —    dq      „.    dr 
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d'où,  en  intégrant  et  désignant  la  constante  arbitraire  par  G'  : 
(3)  A'p'  +  B*5*  +  C'r'  =  G*. 

G  est  te  moment  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement,  comme  il  résulte  de  la  théorie  développée  plus 
haut;  l'intégrale  (3)  exprime  donc  que  le  moment  de  ce 
couple  est  constant;  nous  savions  déjà  qu'il  en  était  ainsi, 
et  même  que  le  plan  de  ce  couple  est  invariable. 

On  peut  rendre  les  formules  plus  symétriques  par  l'intro- 
duction de  la  variable  u'  =  p*  -f-  ?'  +  r*,  qui  représente  le 
carré  de  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  instantanée. 
Nous  aurons  les  équations  (A)  : 

(À)  j    Ap*+Bî'-i-Cr*=2T, 

(    p*  +  î*  +  r"  =u». 

En  résolvant  ces  équations,  par  rapport  à  p',  g'  et  r',  on 
trouve  : 

(  p»(A-B)(A-C)  =  G'-2T(B+G)+  BG  u», 

(B)  j  3'{B  — C){B— A)  =  G»— 2T(C  -(-A)  4-CAu», 
(  r'  (G  -  A)  (G  —  B)  =  G*  -  2T  (A  +  B)  +  AB  u*. 

Supposons  que  B  soit  le  moment  moyen  et  posons  : 

f  2T(B+C)-G*  =  BCX», 

(C)  j  2T(C+A)-G'  — GAtJi', 
(  2T(A  +  B)-G*  =  ABv», 

nous  aurons  :    . 

t  p»(A-B)(A--C)  =  BC(w'  — ).'), 

(D)  U'  (B  -  C)  (A  -  B>  =  AG  (ix'  -  .0*). 
(  r'.(A-C){B-C)=AB(«'-v*). 

Les  différences  A  —  B,  A  —  C,  B  —  C  ont  le  même  signe, 
on  en  conclut  : 
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■  :  Je  dis  que  î.^,  n*,  t*  sont  positifs;  on  déduit  en  effet  de 
l'expression  (C)  de  X*,  en  y  remplaçant  2T  et  G*  par  leurs 
valeurs  (A)  : 

BCX'  =  A(B  +  C,-A)p'  +  BCv'-HBCr'; 

le  second  membre  de  cette  équation  est  positif  puisque  l'on  a  : 

B  +  C  —  A  =  ÎSm**  quantité  positive. 

On  verrait  de  même  que  les  quantités  p,'  et  v*  sont  paiement 
positives. 
On  déduit  encore  de  (C)  les  combinaisons  suivantes  : 

ABC  (X"  —  i*')  =  2T  (AC  — BC)  -  G'  (A  —  8), 
^  /  ABC(V-(*')  =  (A  — B)(2CT  — G'), 

(E)  J  ABC(i*'  — v»)=(B— C)(ÏAT— G'), 

(  ABC{X'-ï')  =  (A— C)(ÎBT-G*). 

Portons  les  valeurs  (D)  dans  l'équation  : 

Ap^  +  (C-B)P!/r  =  0, 

nous  trouverons  : 

ABC  dw 

(A  —  B)  (A  -  C)  "  dr 

(B  — C)  ABC 


~  (A  -  B)  (A  —  C)  (B  -  C) 
d'où  : 

dt 


»/(,.•  -  À')  ([.>  -  0.*)  (..' 


l/(<^*-X'){[*'-«*)(^'-v») 


w'  variera  entre  la  plus  grande  des  quantités  X',  v*  et  jx'; 
l'expression  de  u*  en  fonction  de  t  dépend,  comme  on  voit, 
des  fonctions  elliptiques. 

(2)  et  (3)  donneront  p'  et  q*  en  fonction  de  r',  et  en  portant 
ces  valeurs  dans  l'une  des  équations  (1),  on  aura  r  et  par 
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suite  p  et  g  en  fonction  du  temps;  nous  allons  diriger  le 
calcul  de  manière  à  introduire  les  fonctions  elliptiques. 
De  (2)  et  (3),  on  conclut  les  relations  suivantes  ; 

(  B(B-A)g'  +  G(C  — A)f*=G'  -  2AT, 

(4)  j  C(C  — B)H^A(B  — A}p*=:G'  — 2BT, 

(  A(C— A>p»  +  B(C— B)y  =  2CT— G». 

Nous  désignerons  dans  tous  les  cas  par  B  le  moment 
moyen;  nous  conviendrons  de  désigner  par  A  le  plus. petit 
moment,  si  G'  —  2BT  est  positif,  et  le  plus  grand,  si 
G'  —  2BT  est  négatif.  En  ayant  égard  à  cette  convention 
et  se  reportant  à  l'équation  (4),  on  voit  que  les  dilTérençes 

C  — A,    C— B,    B  — A,    G»— 2AT,    G*  — 2BT,    2CT  — G", 

ont  toutes  le  même  signe.  Posons  pour  abréger  : 


^    ~ACC  — A)'      ^        B  (C-  B) 
la  dernière  des  équations  (4)  pourra  s'écrire  : 

^  +  4^  =  1- 

■  On  peut  poser,  en  désignant  par  -/  un  angle  auxiliaire  : 

(B)  ;f=p;«»z. 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  de  p  et  g  dans  la  deuxième  des 
relations  (4),  on  trouve,  après  quelques  réductions  : 

.      G'~2AT{  ,    ■  B  — A2CT  — G*    .  .     ) 


C  (C  -  A)  ( 

nous  poserons  encore  : 

„_G*-2AT 
*"    ~C(G-A)' 
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et  nous  aurons  : 

r'  =  r"  (1  -  K'  sin-  z). 
La  quantité  K*  est  plus  petite  que  1  ;  on  a  en  effet  : 
G"  —  8TB    C  —  A 


-ÎAT    C- 


(6)  I- 

On  voit  donc  que  r*  sera  toujours  compris  entre  r" 
et  r"  (1  —  K'). 

Il  résulte  de  là  que  r  conservera  toujours  le  même  signe, 
et  nous  sommes  libres  de  fixer  ce  signe  en  changeant  au 
besoin  le  sens  de  l'axe  Oz  du  moment  C.  Nous  prendrons 
r  >  0  si  A  est  le  plus  petit  moment,  et  r  <  0  si  A  est  le 
plus  grand  moment.  Nous  aurons  : 


(7)  r  =  r'  l^l-K'sin'x, 

le  signe  de  r'  sera  fixé  comme  celui  de  r,  et  le  radical  sera 

toujours  pris  avec  le  signe  + . 

Si  l'on  porte  les  valeurs  de  p,  q,  r  en  fonction  de  x,  dans 
la  première  des  équations  (1),  on  trouvera  : 


Ap'^  =  (C-B)î'r, 

d'oii  : 

(8) 

dl          A     p'    ' 

en  résolvant  par  rapport  à  dt,  et  remplaçant  r  par  sa 
valeur  (J),  il  vient  : 

jj_      A     ^ dx    ■ 

C-B5'r'  Ki  -  K'  sin'  7. 
Puisque  C  —  B  et  r  sont  de  même  signe,  la  formule  (8) 
montre  que  x  croît  sans  cesse  avec  le  temps;  si  l'on  fait 
r,  =  r'  Vi  —  K',  on  aura  : 

C-B    q'     , 
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Donc  X  =  oo  ,  pour  t  =  od  .  On  a  : 


B.  /2CT  — G'  ,  /A  (C  - 
■  r  2CT—  G'V  B  (C- 


-\/' 


^  _     /(C  -  A)  (G  -  B) 

et  nous  aurons  : 

(9)  .r'dt=  '^^   

Ki  —  K»  sin'  X 

d'où,  en  employant  les  notations  de  Jacobi,  et  désignant 
par  f  une  constante  arbitraire  : 


(10) 


I  p=p'  cos  am  ("irt  +  f); 
)  q  =  g'  siD  am  (vr'ï  +  /}; 


Voilà  donc  p,  q,  r  exprimés  en  fonction  du  temps,  à  l'aide 
des  fonctions  elliptiques;  il  y  a  trois  constantes  arbitraires, 
T,  G,  f.  Ces  valeurs  de  p,  q,  r  sont  des  fonctions  pério- 
diques du  temps;  la  durée  de  la  période  est  : 

Jz, 


-^r 


Vi  —  K'  sin*  z 

Cette  durée  devient  infinie  pour  K  =  1,  ou  bien,  en  se 
reportant  à  (6)  pour  G'  —  STB  =  0;  mais  c'est  là  un  cas 
particulier  que  nous  examinerons  plus  loin.  Il  nous  reste 
à  trouver  ?,  6  et  •j'  en  fonction  du  temps. 

L'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement, 
conservant  une  direction  fixe  dans  l'espace,  nous  le  pren- 
drons pour  axe  OZ.  Nous  aurons  alors  : 

Ap  =  G  cos  (Z.ic);      Bj  =  G  cos  (Z,y);      Cr  =  G  cos  (Z,2), 
OU  bien  : 

\p  —  Grt';  B}  =  Gb'\  Cr  =  Gc', 
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et  en  remplaçant  a',  h',  c'  par  leurs  valeurs,  it  vient  ; 

sin  ?  sin  6  =  —  -f . 

1  —  Bfl 

(11)  l  cos  ç  sm  8  =  — g-i  ' 

f        „       "      +Cr 
^  cosfl  =-^- 

On  aura  ainsi  ?  et  9,  en  fonction  du  temps.  On  a  ensuite  : 

sin  8  -^  =p  sin  ip  +  î  cos  <?, 

d'où,  en  tenant  compte  de  (11)  : 

.  ,  .  d4         '  Ap'  +  Bo' 


c  —  G'  cos'  8 
ou,  en  ayant  égard  à  la  dernière  des  formules  (H)  : 

d^.__     Ap^_+_Bî' 
dl  G'  —  CV 

Or,  on  a  : 

G'=Ay  +  B'î'  +  C'r*; 
, donc  : 
(lî)  ^=:.-G  V  +  By- 

dil' 
En  remplaçant  p  et  g  par  leurs  valeurs  (10),  on  aura  --^t  et 

par  suite  i/  en  fonction  de  f  ;  donc  le  problème  sera  entiè- 
rement* résolu. 

46.  Cas  de  A  =  B.  Méthode  particolière  d'intégration. 

—  Cette  hypothèse  se  trouvera  réalisée  si  le  corps  est 
homogène  et  de  révolution  autour  de  Oz. 
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Le?  équations  d'Euler  deviennent  : 


Aj,-"^ 

-A)jr  =  0, 

4!-"= 

-A)pr  =  0, 

4;=«- 

On  déduit  de  ces  équations, 

en  désignant 

par  n 

une 

cons- 

tante  arbitraire 

\  àt 

En  difTérentiant  la  première  de  ces  équations,  et  tenant 
compte  de  la  seconde,  il  vient  : 

â^p  M-C    \\. 

en  posant  : 

A-C 

cette  dernière  équation  devient  : 


=  —  lA*  B'p, 


dont  l'intégrale  est  : 

p  1=  tnsin  {^nt  +  e), 
m  et  s  étant  des  constantes  arbitraires.  On  aura  ensuite  : 

B[jig  =  -?  =  m[j,v  cos([iBï  +  e). 
DespeTROUSj—  Kieaniqve.  !I.  W> 
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On  trouvera  donc  pour  p,  q,  r  les  valeurs  suivantes  : 

p:=msin  (|i«(  +  e), 
q^=mzùs  ([(.Bî  +  s), 
r  =  n, 

(i>'  =  p»  +  î'  +  r'  =  m*  +  «'  =  consl. 
On  a  en  général,  en  prenant  pour  axe  OZ  l'axe  du  couple 
résultant  : 

■    «  Ap  •    -      —  Aff  »      Cr 

(j  (]  Il 

On  en  déduit  : 

.      C« 
cos8  =  -7r;     9  =  const. 

Le  plan  de  l'équateur  se  meut  donc  en  gardant  une 
inclinaison  constante  sur  le  pian  XOY,  c'est  à  dire  sur 
le  plan  du  couple  résultant;  la  vitesse  angulaire  de  ce 
mouvement  est  ^h;  elle  est  différente  de  w  =  Km'  +  «'. 

Pour  calculer  '^  en  fonction  du  temps,  remarquons  que 
l'on  a  : 


^  =  _  G  Ap'  +  Bg'  _  —  GA  (p*  +  g*)  _  _  G 
dt  ~         A*p'  +  B'p'  ~     A»  Cp*  +  9»)     ~      A  ' 

On  en  déduit,  en  désignant  par  -Ji,  une  constante  arbitraire  : 

♦=*•-!'• 

Donc,  la  trace  de  l'équateur  sur  le  plan  du  couple  résul- 
tant se  meut  uniformément,  et  par  conséquent  l'axe  de 
révolution  décrit  d'un  mouvement  uniforme  une  surface 
conique  ayant  pour  axe  de  révolution  l'axe  du  couple 
résultant. 

Tbioria  séomitrique  da  Fofntot,  dani  la  câ(  oft  il  n'r  a  paa 

de  force!  exUrianrat. 

47.  L'application  du  théorème  des  aires  montre  que  : 
1"  L'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement 
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conserve  dans  l'espace  une  grandeur  et  une  direction  fixes  ; 
les  projections  de  l'axe  de  ce  couple  sur  les  positions,  à 
l'époqae  t,  des  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point 
fixe  0,  étant  égales  respectivement  à  kp,  Bq,  Cr,  on  en 
conclut,  en  désignant  par  G  le  moment  constant  du  couple 
résultant: 

2"  L'apptication  du  principe  des  forces  vives  nous  apprend 
que  :  la  force  vive  du  système  reste  invariable  dans  le 
mouvement;  car  les  forces  extérieures  sont  nulles,  et  la 
somme  des  travaux  des  forces  intérieures  est  égale  à  zéro, 
parce  que  les  distaiices  mutuelles  des  divers  points  du  corps 
solide  sont  invariables  ;  on  aura  donc,  en  désignant  par  T 
une  constante  : 

Ap»  +  By*  +  Cr*  =  ST. 

Cherchons  le  point  P  où  l'ellipsoïde  central  relatif  au 
point  fixe  est  rencontré  par  l'axe  instantané  OP  de  l'é- 
poque t;  soient  Ç,  t„  C  les  coordonnées  courantes,  rela* 
tivement  aux  axes  principaux  d'inertie;  l'eliipsoide  a  pour 
équation  : 

AS'  +  Bïj*  4-  ce  =  *, 

et  les  équations  de  l'axe  OP  sont  ; 

P       q        r 

Soient  Ç„  7i„  t,  les  coordonnées  du  point  P  que  nous 
appellerons  le  pôle  instantané,  ou  encore  le  pôle  de  la 
rotation,  p,  =  OP  sa  distance  au  centre  de  l'ellipsoïde,  u  la 
vitesse  angulaire  de  la  rotation  ;  on  aura  : 
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d'où  : 

avec  la  relation  : 
d'où: 

mais  on  a  dëjà  : 

Ap'  +  Bq*  +  Cr»=:2T, 
il  résulte  donc  des  deux  équations  précédentes  : 

p,  ylT  =  ù». 
Donc  : 

3»  La  vitesse  angulaire  de  la  rotation  est  proportionnelle 
d  la  longueur  du  rayon  vecteur  mené  du  centre  de  l'ellip- 
soïde ou  pôle  instantané. 

Le  plan  tangent  au  point  P  à  l'ellipsoïde  principal  a 
pour  équation  : 

AÇ5,  +By)yi, +  C!:!:.  =  1; 
ou  bien,  en  remplaçant  Ç„  i)„  C,  par  leurs  valeurs  : 

^  (ApÇ  +  Bj»)  +  CrO  =  l, 

ou  encore  :  ^^ 

ApÇ  +  Bgï)  +  Cri:=J2T. 

On  voit  que  ce  plan  est  parallèle  au  plan  du  couple  résul- 
tant; car  les  cosinus  que  fait  avec  les  axes  la  normale  à  ce 
dernier  plan  sont  proportionnels  à  Ap,  Bg,  Cr;  donc  : 
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4»  Le  plan  qui  touche  l'ellipsoïde  au  pôle  instantané  est 
parallèle  au  plan  du  couple  résultant. 

Ou  bien  : 

L'axe  instantané  est  le  diamètre  conjugué  du  plan  du 
couple  résultant,  par  rapport  à  l'ellipsoïde  central. 

On  voit  cpie  le  plan  tangent  dont  on  vient  de  parler 
conserve  une  direction  fixe,  puisqu'il  est  parallèle  au  plan 
du  couple  résultant,  et  que  ce  dernier  a  une  direction 
invariable. 

Cherchons  la  distance  du  point  fixe  à  ce  plan  tangent; 
cette  distance  sera  : 

-  :=  const. 


KAy  +  B'î'  +  CV         G 
Donc: 

5°  Le  plan  qui  touche  l'ellipsoïde  au  pâle  instai^tané  reste 
toujours  à  la  même  distance  du  centre  de  cet  ellipsoïde. 

Ainsi,  le  centre  de  l'ellipsoïde  est  fixe,  le  plan  tangent  au 
pôle  de  rotation  garde  une  direction  invariable,  et  reste 
toujours  à  la  même  distance  du  centre  ;  donc  : 

6"  Le  plan  parallèle  au  plan  invariable,  qui  touche  sans 
cesse  l'ellipsoïde  central,  au  pâle  instantané  de  la  rota- 
tion, est  toujours  un  seul  et  même  plan  fixe  dans  l'espace 
absolu. 

On  se  représentera  donc  le  mouvement  du  coi'ps  en 
concevant  : 

'1°  Que  l'ellipsoïde  central,  dont  le  centre  est  maintenu 
fixe,  reste  en  contact  avec  un  même  plan  fixe; 

2«  Qu'il  tourne  à  chaque  instant  autour  du  rayon  vecteur 
qui  va  du  centre  au  point  de  contact; 

3"  Qu'il  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  proportionnelle 
à  la  longueur  même  de  ce  rayon. 

Tel  est  le  théorème  de  Poinsot. 

Cherchons  l'angle  i  de  l'axe  instantané  et  de  l'axe  du 
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couple  résultant;  on  aura  : 

kpp       Bflfl       Crr       2T 

cosi  =  -ï^i-  +7r-  +  7r-=^' 

G  (i)        b  ui        G  o>       Gu 

d'où  : 

2T 
0)  COS  (  =  -^  —  coost. 

Donc,  la  vitesse  angulaire  instantanée  donne  une  compo- 
sante constante  par  rapport  à  l'axe  du  couple  résultant. 

48.  Développemeot  de  la  aolntion.  —  La  suite  des  points 
par  lesquels  l'ellipsoïde  central  vient  se  mettre  en  contact 
avec  le  plan  fixe,  étant  considérée  sur  la  surface  de  l'ellip- 
soïde, y  marque  la  route  du  pôle  instantané  dans  l'intérieur 
du  corps,  et  les  mêmes  points  étant  considérés  dans  le  plan 
fixe,  y  marquent  sa  route  dans  l'espace  absolu.  Soit  U  la 
première  âe  ces  courbes,  que  Poinsot  a  nommée  la  poloïde, 
U,  la  seconde,  ou  l'herpoloïde.  Le  lieu  des  axes  instantanés 
dans  le  corps  est  un  cône  S,  ayant  pour  sommet  le  point  0 
et  pour  directrice  la  courbe  U  ;  le  lieu  des  axes  instantanés 
dans  l'espace  est  un  cône  S,  ayant  pour  sommet  le  point  0 
et  pour  directrice  la  courbe  U,  ;  on  peut  se  représenter  le 
mouvement  en  faisant  rouler  le  cône  S  sur  le  cône  fixe  S,. 

49.  £qoatiOD6  de  la  poloïde.  —  La  poloïde  est  le  lieu  des 
points  de  l'ellipsoïde  central  pour  lesquels  le  plan  tangent 

'  est  à  une  distance  constante  du  point  fixe  0,  cette  distance 

étant  égale  à  V^  -tt  ■ 

L'équation  de  l'ellipsoïde,  central  est  : 

A.X*  +  By»  +  Ca'  =  ï;      A  <  B  <  C, 

x',  y',  z'  désignant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  poloïde  ;  la  distance  à  l'origine  du  plan  tangent  en  ce 
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point  est  : 


Vi'if'  + 

B'j"  + 

C'3"' 

on  aura  donc  : 

l/jT       . 

1 

0         kA'^c- 

+  BY 

+  C"2" 

et  on  a  en  outre  la  relation  : 

Aa>"  +  B»' 

+  C2' 

=  1. 

On  conclut  des  deux  équations  précédentes  : 

KST       KA»' 

+  BJ' 

+  C^" 

e          l/A'rf 

+  B'i/' 

+  C'2- 

ou,  en  élevant  au  carré,  réduisant  et  supprimant  les  accents  ; 
(1)  A  (G»  —  2AT)  »•  +  B  (G'  -  2BT)  »»  +  G  (G'  —  2GT) 2'  =  0, 
avec  la  relation  : 
(î)  Aa)'  +  By'  +  Cj'  =  1. 

Les  équations  (1)  et  (2)  sont  les  équations  de  la'  poloïde  ; 
(1)  est  l'équation  du  cône  S.  On  voit  que  la  poloïde  est  une 
courbe  algébrique. 

La  distance  ï/  -p-  est  comprise  entre  le  grand  axe  ^/t  et 

I 

le  plus  petit  -■ 


-— ;  on  a  donc  : 
vC 

VÎT        1 

G'  — 2AT>0; 

G'-2CT<0 

d'Où: 

(3) 

En  éliminant  successivement  a;',  y*,  z*  entre  les  équa- 
tions (1)  et  (2),  on  aura  les  équations  des  projections  de  la 
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poloîde  sur  les  plans  coordonnés;  on  trouve  ainsi  pour 
l'équation  de  la  projection  sur  le  plan  xOy  : 

A  (C  -  A)  »■  +  B  (0  -  B)  »■  =  ^"~°'- 


équation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes. 
La  projection  sur  le  plan  yOz,  a  pour  équation  : 


B(B-A)y  +  C(C-A)»-  =  "     ^-"    ■ 

C'est  encore  une  ellipse. 
La  projection  sur  le  plan  zOa:  a  pour  équation  : 

ÎBT  — 0> 


(i) 


-C(C-B)J>  + A(B-A)»'  = 


C'est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  les  droites  : 
(5) 


../A(B-A) 

'  V  c  (c  -  B)' 


.  rig.236 

Soient  OE  et  OK  les  deux  asymptotes. 

Si  2BT  —  G'  >  0,  l'hyperbole  est  située  dans  l'angle  EO  A. 

Si  2BT— G'  <  0,  l'hyperbole  est  située  dans  l'angle  EOC. 
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Dans  le  premier  cas,  la  poloïde  entoure  le  sommet  A; 
dans  le  second,  elle  est  tracée  autour  du  sommet  C. 

Les  deux  espèces  de  poioîde  sont  séparées  par  les  deux 

ellipses  suivant  lesi^uelles  les  plans  (5)  coupent  l'ellipsoïde. 

L'équation  (4)  montre  que  ces  deux  ellipses  égales  sont  le 

lieu  des  points  de  l'ellipsoïde  pour  lesquels  le  plan  langent 

est  à  une  distance  du  centre  égale  à  l'axe  moyen. 

G" 
Ainsi,  si  à»  =  A,  la  poloïde  se  réduit  au  seul  point  A  ; 

si  le  corps  a  commencé  à  tourner  autour  de  OA,  il  conti-, 
nuera  donc  à  tourner  indéfiniment  autour  de  OA. 

G" 

Si  ôw;  >  A  augmente,  on  a  une  petite  poloïde  entourant 

le  point  A. 

G» 

Si  ôm  =  B,  la  poloïde  se  compose  de  deux  ellipses  égales 

BE,  BF;  si  le  corps  a  commencé 
à  tourner  autour  de  OB,  il  n'y  a 
aucune  raison  pour  que  le  point  B 
se  meuve  sur  l'ellipse  BE  plutôt 
que  sur  BF;  le  corps  continuera 
donc  à  tourner  autour  de  OB. 

Si  ô™  >  B,  la  poloïde  passe 

dans  le  fuseau  EBF,  et  entoure 

le  point  C;    elle   finit   par   être 

une  petite  courbe  autour  de  C,  et  le  point  C  lui-même 

G'       „ 
pour  ^—  L. 

Le  corps  ayant  commencé  à  tourner  autour  de  OC,  tour- 
nera donc  indéfiniment  autour  de  cette  même  droite. 

50.  Stabilité  des  axes  principaux.  —  Si  l'axe  a  été  écarté 
un  peu  de  OA  en  0  A',  le  point  A'  se  mouvra  sur  la  poloïde 
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A'A|  qui  passe  en  A',  l'axe  ne  fera  que  de  petites  oscilla- 
tions autour  de  OA;  il  y  a  stabilité. 

De  même  pour  OC. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  OB;  l'axe  étant  un  peu 

dérangé,  ira  décrire  une  courbe  étendue,  soit  autour  de  O  A, 

soit  autour  de  OC.  Si  cependant  il  est  écarté  en  B'  et  que 

les  conditions  initiales  tendent  à  le  ramener  en  B,  il  finira 

.  par  revenir  en  B. 

■onv^ment  d'un  corpt  solide  homogène  paiant,  de  réTOlnUon, 
fixé  par  un  point  de  ton  «ze  de  flgsre, 

51.  Ce  problème  a  été  traité  pour  la  première  fois  par 
Lagrange,  puis  par  Poisson,  qui  ne  paraît  pas  avoir  eu 
connaissance  de  la  solution  de  Lagrange. 

Soient  0  le  point  fixe,  OX,  OY,  OZ  trois  axes  rectan- 


gulaires fixes,  OZ  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  bas.  Soient, 
à  l'époque  t,  Oz  la  position  de  l'axe  de  figure  du  coi-ps, 
Ox  et  Oy  celles  de  deux  axes  perpendiculaires  à  Os  liés 
au  corps;  le  centre  de  gravité  G  est  sur  Oz,  nous  ferons 
OG  =  h,  et  nous  désignerons  par  ji  la  masse  du  corps. 
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Traçons  une  sphère  de  rayon  1,  ayant  pour  centre  le 
point  0.  Cette  sphère  coupera  les  plans  xOy,  XOY,  ZOz, 
suivant  les  arcs  de  cercle  Nx!/,  NXY,  Zz,  Posons  : 

p,  q,  r  ayant  la  s^ification  ordinaire,  nous  aurons  : 

di 


p  sîn  ç  +  5  cos  ç  ^  sin  8  - 


(1)  {  jsm»— pcosf  =  jj. 

Le  poids  GA  du  corps  étant  parallèle  à  OZ,  ses  compo- 
santes par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy  seront  : 

X,  =  (Jiff  cos  {Z,x)  =  {t-ga',    suivant  Ow, 
Y,  =  nff  cos  (Z,y}  =  ii.gb',    saivant  Oy. 

Soient  L,  M,  N  les  moments  de  ce  poids  relativement  aux 
trois  axes  Ox,  Oy,  Oz,  x„  j/„  r,  les  cooi'données  du  point  G; 
on  aura  : 

L  =  y.Z.  -  z.Y,;      M  —  3,X,  —  x,Z,;      N  =  a;,Y,  —  y,X,; 

ou,  à  cause  de  : 

X,  =0,     y,=  0,     2,  =  A,  ■ 
L  =  — AY.;      M  =  +  AX,;      N  =  0; 

ou,  en  remplaçant  x,  et  y,  par  leurs  valeurs  ci-dessus  : 

L  =  —  h\i.gb'i      M  r=  A^jijra';      N  =  0. 

Les  triangles  sphériques  ZNa:,  ZNy  donnent  du  reste  : 

o*  =  —  sin  ç  sîn  9;      b'  =  —  cos  ç  sîn  9;      c'  =  cos  9, 

on  aura  donc  : 

L  =  [t.gh  cos  j  sin  9;      JB  =  ^  ^glt  sin  ç  sin  fl;      N  ^  0, 
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et  les  équations  d'Ijuler  deviendront,  en  remarquant  que 
l'on  a  B  =  [A,  parce  que  le  corps  est  homogène  et  de 
révolution  autour  de  Os  : 

i    k-^ -h  {C  — k)  qr=     \>.gkcosfsiaa, 

(2)  :  A^  — (G  — A)pr=— lijAsiiif  sin6, 

\      dt 

On  est  ramené  à  int^er  les  six  équations  (1)  et  (2); 
mais,  dans  le  cas  actuel,  on  peut  suivre  une  méthode  plus 
simple. 

La  dernière  équation  (2)  donne  d'abord,  en  désignant  par 
n  une  constante  : 

r  =  n. 

Le  travail  de  la  force  GA  est  y-g  (Z  —  Z,),  en  dés^nant 
par  Z  la  rxjordonnée  du  point  G  rapportée  à  l'axe  OZ  ;  on  a  : 

Z  =;  A  cos  9. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  donc  : 

kp*  +  Bj'  +  Cr'  =  îixyA  ces  6  +  coiist.  ; 

ou  bien,  à  cause  de  A  =  B  et  r  =  const.  : 

(3)  A  (p*  +  q*)  =  i}Lgh  ces  9  -4-  a, 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

Le  moment  de  la  force  GA  par  rapport  à  OZ  étant  nul, 
on  en  conclut  que  pendant  tout  le  mouvement,  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à 
cet  axe  OZ  est  constante;  or,  cette  somme  a  aussi  pour 
expression  : 

kpa'  ■+■  ByÈ'  +  Crc'; 

car  c'est  la  projection  sur  OZ  de  l'axe  du  couple  résul- 
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tant,  et  les  projections  de  cet  axe  sur  Oa:,  Oy,  Oz  sont  A.p, 
Bq,  Cr,  et  les  axes  Ox,  Oy,  Oz  forment  avec  OZ  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  a',  b',  c'.  On  aura  donc,  en  remplaçant 
a',  b',  c'  et  r  pai-  leurs  valeurs,  et  désignant  par  p  une  nou- 
velle constante  arbitraire  : 

(i)  A  sin  e  (p  sin  ç  +'9  cos  ç)  =  Cn  cos  e  +  ^. 

Si,  dans  (3)  et  (4),  on  remplace  p  et  ?  par  leurs  valeurs  (1), 
on  trouvera  : 

(5)      A.„..(^y 

(6)  A  sin' 9^. 

Ces  équations  feront  connaître  ij-  et  S  en  fonction  de  (;  elles 
donneront  donc  le  mouvement  de  l'équateur  du  corps.  On 
en  tire  : 

rfi}) Cn  cos  6  +  3 


C) 

(8) 


37" 

A  sin'  « 

Ai 

1 

iiiîl 

(fin  CO!  «  + 

^^^%  = 

ili.gh  cos 

9  H-  a. 

:On: 

s  cos 

6  =  11: 

;  on 

trouvera  : 

A 

=  AC) 

—  «' 
dj. 

■)  (i;gh«  +  .: 

)  -  (Cnt, 

+  «', 

dt  ~  A  {!-«')' 


on  tire  ensuite  de  la  dernière  des  équations  (1),  en  y  rem- 
plaçant r  par  n,  cos  0  par  u,  et  -.^  par  sa  valeur  (8)  : 

do  C«M  +  a 
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L'équation  (7)  d'où  l'on  déduit  : 

A  du 


(10)      dt  = 


(/A  (1  -  »')  {ii^glitt  +  a)  -  (Cnu  +  p)' 


fera  connaître  «  en  fonction  de  t;  (8)  et  (9)  donneront 
ensuite  t}-  et  ç  en  fonction  de  u.  On  est  conduit  à  des  inté- 
grales elliptiques. 

52.  Discussion.  —  Soit  posé  : 
(H)       f(u)  =  A  (1  -  «•)  iiv.ghu  +  a)  -  (Cbm  -f-  p)». 
On  aura  : 

(12)  Ag=±KÂir). 

Soit  u,  la  valeur  initiale  de  «;  remarquons  que  d'après 
(12)  on  doit  avoir  f{u„)  >  0,  ce  qui  est  aisé  à  vérifier,  car  on 
trouve  par  des  calculs  faciles  : 

f{H,)  =  A*  sin*  e,  !  (pî  +  VÎ)  —  (P,  sin  ç,  —  j,  ces  ?,)*  | 

=  A'  sin'  8,  j  p,  cos  ç,  +  q,  sin  ?,  j*  >  0. 

On  trouvera  en  donnant,  dans  l'expression  (H),  à  «  les 
valeurs  —  oo  ,  — 1,  «„  +  d  : 

A-»)>o. 

a-  i)  <  0, 

a  ».  )  >  0, 

fi-i-  1)<  0. 

Donc,  l'équation  /"(u)  =  0,  qui  est  du  3»  d^ré,  a  ses  trois 
racines  réelles  et  comprises,  l'une  entre  —  oo  et  —  1,  la 
suivante  entre  —  1  et  «„  la  dernière  entre  u,  et  -f-  1; 
soient  —  ■»„  u'  et  m'  ces  racines,  u'  <  u'.  On  pourra  écrire  : 

/■(«)  =  ivg  A  (li  -  U-)  (u'  -  II)  (u  +  «,). 
VA  |/(„  _„.)  („v_  „)  („  +  „,) 
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w  étant  compris,  par  sa  nature,  entre  —  1  et  +  1,  on  voit 
que  le  produit  (u  —  m')  («'  —  «)  devra  toujours  être  positif; 
donc  u  oscillera  entre  «'  et  u'. 

On  déterminera  les  constantes  a  et  3,  d'après  les  condi- 
tions initiales,  par  les  formules  (3)  et  (4)  ;  on  pourra  supposer 
que  la  valeur  initiale  de  ç  est  zéro,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 
pris  pour  axe  Ox  lié  au  corps,  la  position  initiale  de  ON; 
on  aura  ainsi  : 


(14) 


(  x  =  A{pl  +  ql)  —  iii.gh  CCS  \, 
(  &  =  A.g,  sin  9,  —  C»  ces  9„. 


Examen  du  cas  où  p,^0,q,^0.  —  Le  corps  est  alors 
animé  d'une  rotation  initiale  autour  de  sorï  axe  de  figure, 
et  abandonné  à  lui-même.  Les  formules  (14)  ou  plus  simple- 
ment les  formules  (5)  et  (6)  donnent  : 

a  =  —  i\i.gk  cos  flj  :=  —  i^gh  «„ 
0  =  —  Cn  CCS  %  =  —  Cn  Wj. 


(15)  fin)  =  (tt  -  u,)  \  2A  vgk  (1  -  «*)  —  Cn'  (tt  -  »„)  j. 

Ici,  on  a  : 

«'=«„;     »'  >  «'  >  ii„ 

(16)  l/Jp,i,=  ±— ^       "" 

'A  |/(«  —  H,)  (It'  —  «)  (M  +  «,) 

On  a,  pendant  tout  le  mouvement  : 

«,<!!<  «'. 

On  commencera  à  prendre  le  signe  +  dans  la  formule  (16) 
quand  u  augmentera  de  w,  à  u',  puis  le  signe  —  quand  « 
diminuera  de  «'  à  u„  etc.  La  formule  (8),  qui  devient,  dans 
le  cas  actuel  : 

^    '  il       A  (1  —  a") 
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montre  que  si  n  est  positif,  ■^•.  est  positif  et  i|<  croît  sans 
cesse;  le  mouvement  de  précession  est  rétrograde;  il  serait 
direct,  si  n  était  négatif.  (Remarquons  que  n  est  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  initiale  autour  de  OG.) 

La  formule  (17)  donne,  en  y  remplaçant   dt   par   sa 
valeur  (16)  : 


Cn      ,/         w— M,  du 

Le  point  z  décrit  une  certaine  courbe  sphérique;  cher- 
chons l'équation  de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan 
horizontal  XOY;  soit  P  la  projection  du  point  z,  X  et  Y  les 
coordonnées  de  ce  point  P;  on  aura  : 

X  =:  OP  C08  POX;      Y  =  OP  sïn  FOX, 

0P  =  8ine  =  k'i  —  «». 

La  droite  ON,  perpendiculaire  sur  OZ  et  O2,  est  perpendi- 
culaire sur  le  plan  ZOr,  donc  sur  la  droite  OP;  ainsi 
PON  =  90»;  donc  POX  =  90  —  ^  et  : 

(19)  X  =  l/l  —  M' sin  1^;      Y  =  Kl— w"  ces  <J. 

M  est  déteiminé  en  fonction  de  tji  par  l'équation  (18);  les 
deux  équations  (19)  donneront  donc,  en  fonction  de  -i,  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  cherchée. 

Le  rayon  vecteur  OP  =  Vh.  —  «'  est  toujours  compris 
entre  Kl  —  h"  et  Kl  — m;  . 

Soit  V  l'angle  que  fait  la  tat^ente  à  cette  courbe  avec  le 
rayon  vecteur  OP;  on  a  : 
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ou  bien,  en  remplaçant  r~  par  sa  valeur  (18)  : 


pour     «  =  «,,      on  a      V  =  0;      pour      M  =  tt',      ^  =  5' 
La  courbe  rencontre  donc  normalement  la  circonférencç 


riq.239 


extérieure,  tandis  qu'elle  est  tangente  à  la  circonférence 
intérieure. 

Si  nous  partons  du  point  E,  où  u  =  u„  !e  rayon  vecteur 
diminue  jusqu'en  F;  il  augmente  de  F  en  G;  à  partir  ■ 
de  G,  il  doit  diminuer,  tout  en  continuant  à  tourner  dans 
le  même  sens;  le  point  G  est  donc  un  point  de  rebrous- 
sement. 

Du  cas  où  la  vitesse  de  rotation  n  est  très  grande.  —  En 

se  reportant  à  l'équation  (15),  on  voit  que  u'  est  l'une  des 
racines  de  l'équation  : 

2A  v-gh  (i  —  o")  -  C'n*  (h  —  tij  =  0, 
Despevrous.  —  Mécanique.  II.  17 
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qui  peut  s'écrire  : 

Le  coefficient    „,  ,    étant  très  petit,  la  quantité  u,  est 

très  grande,  et  w'  diffère  peu  de  «,;  u  qui  doit  toujours  être 
compris  enti'e  u,  et  u',  différera  ti-ès  peu  de  u„  et  6  de  %; 
l'angle  que  fait  l'axe  du  corps  solide  avec  la  verticale,  sera 
sensiblement  constant. 

On  peut,  dans  ce  cas,  effectuer  les  intégrations  par 
approximation.  Nous  partirons  des'  formules  ci-dessous, 
dans  lesquelles  on  a  remis  *J  au  lieu  de  u  : 

j.       ,  A  sin  9  d9 


M'eus  9  —  cos  9j  Kîtf.j'A  Asin*  9  —  C*n'  (cos  9  —  ces  «,) 

.^.,  d^ C«  (cos  9  —  cos  9,) 

^    '  dt~  A  siD.'  9 

Nous  poserons  : 

(«)  w  =  *- 

k  sera  une  petite  quantité,  puisque  n  est  très  grand.  Nous 
aurons  : 

(!3)  d(  =  ±  A  "°''"  — . 

^'*  M'cos  8  —  COS  9,  i/ik  sin'  e  —  {cos  6  —  cos  8^ 

Nous  savons  que  0  diffère  très  peu  de  6.,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement;  nous  ferons  donc  : 


et  w  sera  très  petit. 
Nous  aurons,  en  appliquant  la  formule  de  Taylor  : 

cos  6  =  ces  (9(,  —  w)  —  cos  9(,  +  w;  sin  9^,  en  négligeant  to*, 
2A'  sin*  9  =  2A;  sin'  9,,  en  négligeant  wit, 

—  sin  9  d9  =  d.  cos  9  =:  sin  0„  dw. 
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et  la  formule  (23)  deviendra,  en  y  prenant  le  signe  — ,  aux 
environs  de  (  =  0,  puisque  0  commence  à  décroître  : 

.,       A  dw  A  dw 


Cn  |/S  Vik  sin  9.  —  te       Cm  ^^^.»  ^^^*  g 

—  (tsine. 

-10)» 

ou  bien  : 

i  sin  6,  —  r 
C«                           *sin9. 

I  /i      /*sin  e,  —  «)\' 
\     ~\     A- sine,     } 
d'où,  en  intégrant  : 

Cn(  k  sin  e„  —  w 

~T—  =:  arc  cos  — ; — ^— —  -§-  const. 
A  it  sin  Sg 

On  doit  avoir,  pour  (  =  0,  6  =  0,  ic  =  0;  la  constante 
est  nulle;  on  a  ensuite  : 


d'oùj 

(24)  .-.....„...„   2^-. 

e  =  8,  — 2A  sine,  sin' 1^'. 
zA 

*  L  n'  zA 

ea  posant  : 

-  2A  uflAsin  ff,  .  ,Cn  , 

La  formule  (21)  donne  ensuite  : 

/offi  ^  — ^*    tP  sin  e. 

^*°'  <i(  ~  A  ■    sin'  9  " 

On  peut  remplacer  sin'  ô  par  sin'  e„  car  cela  revient  à 
n^liger  w*  dans  le  second  membre,  ce  qui  a  déjà  été  fait; 
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remplaçant  en  outre  w  par  sa  valeur  (24),  il  viendra  : 


en  posant  : 

)i;  — , 

^^ 

il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  car  on  a  bien  i^  ^  0 
pour  f  ^  0. 
Enfin,  la  formule 


dm  .  rfù 


va  nous  donner,  en  y  remplaçant  -j:  par  sa  valeur  (i 
df  _         Citsin  0,  cos  9 


sin'  9  ^    sin*8,' 
en  mettant  en  outre  pour  w  sa  valeur  (24),  il  viendra  : 


df  „^Cm       o     .  ,C     ,  kCn 

at  A  A  A 


kCn       ^         C 

7—  COS  0,  cos  -7-  «/, 

A  A 


d'où,  et  sans  ajouter  de  constante,  en  prenant 
pour  /  =  0  : 

(f  =  »(  (i  +  it  -  cos  6,  l  —  A  cos  ôj  sin  j  ni, 
(28)     ,  =  «(il+'Ji^cos6.»-!i^cos6.sin£«, 

\  xjtl  j         Lt  fl  A   . 
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Les  formules  (25),  (27)  et  (28)  résolvent  le  problème,  au  - 
degré  d'approximation  indiqué. 

Négligeons  d'abord  0  et  T  ;  nous  verrons  que,  quand  le 
mobile  a  reçu  une  très  gi'ande  vitesse  de  rotation  autour  de 
son  axe  de  figure,  après  que  cette  droite  a  été  écartée  de  la 
position  verticale,  son  équaleur  conserve  une  inclinaison 
constante  sur  le  plan  horizontal  XOY  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement;  l'expression  (27)  de  i]-  montiï  qu'en 
même  temps  l'intersection  ON  de  ces  deux  plans  prend  un 
mouvement  uniforme,  très  lent  par  rapport  à  la  rotation  du 
mobile  (en  effet  ^—  t  est  très  petit  devant  nt)  et  qui  est 
rétrograde  dans  le  cas  où  nous  nous  sommes  placés,  n  >  0; 
la  \'aleur  de  •^  est  indépendante  de  H^. 

Le  mouvement  réel  dilfèrera  du  mouvement  simple  ci- 
dessus,  par  les  petites  quantités  6  et  T  qui  constituent  ce 
que  l'on  appelle  la  nutation,  tandis  que  le  mouvement 
simple  considéré  est  un  mouvement  de  précession;  en  se 
reportant  aux  expressions  de  &  et  de  ^',  on  voit  que  ces 
quantités  sont  d'autant  plus  petites  que  le  mouvement  de 
rotation  initial  est  plus  rapide;  O  et  ^'  sont  du  reste  des 
quantités  périodiques,  et  la  durée  T  de  la  période  est  déter- 
minée par  l'équation  : 

d'où  : 


Celte  durée  est  très  petite. 

53.  Expérience  de  Foucault  et  de  H.   Gmey.  —  Les 

conditions  que  nous  venons  d'indiquer  ont  été  réalisées 
dans  l'uii  des  appareils  de  Foucault;  AB  est  un  tore, 
auquel  on  peut  communiquer  un  mouvement  de  rotation 
rapide  autour  de  son  axe  CD.  L'extrémité  C  repose  sur  une 
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'  crapaurline  située  à  l'extrémité  du  support  vei-tical  CE;  on 
tient  d'aboi'd  à  la  main  l'extrémité  D;  quand  on  abandonne 
A  l'appareil   à  lui-même,    après 

l^r\  avoir  imprimé  au  tore  un  mou- 

vement   de    rotation,    on   voit 
que  l'axe  CD  ne  tombe  pas; 
°  mais  il  se  met  à  décrire  un 

plan  horizontal,    d'un  mouve- 
ment qui  paraît  uniforme, 
pj,,  240  ïci,  le  plan  de  l'équateur  du 

tore  est  à  l'origine  '  du  mouve- 
/    \  ment   perpendiculaii-e   sur    le 

^  plan  horizontal  qui  passe  par 

le  point  fixe;  0,  =  00",  0  restera  toujours  voisin  de  fi,; 
donc  l'axe  CD  doit  bien  rester  constamment  à  très  peu  près 
horizontal;  la  ligne  d'intersection  du  plan  horizontal  XOY 
avec  le  plan  de  l'équateur  doit  pi'endre  un  mouvement  de 
rotation  à  peu  près  uniforme;  donc  l'axe  CD  doit  tourner 
dans  un.  plan  horizontal,  d'un  mouvement  à  peu  près 
uniforme. 
Ici,  l'expérience  n'est  pas  propre  à  mettre  en  évidence  la 
courbe  décrite  par  le  centre  de  gravité  du 
x^^         '  tore;  cette  courbe  est  à  très  peu  près  un 

*^^^'  cercle  horizontal  ayant  son  centre  en  C. 

L'un     des     appareils     imaginés     par 
^,.      M.    Gruey,    au  contraire,  met  bien  en 
3  "         évidence  le  mouvement  du  centre    de 
gravité.    11    se   compose    encore    d'un 
système  CABD   analogue   à  celui   que 
y)^  nous  venons  de  décrire,   seulement  le 

point  C  est  suspendu  à  la  Cardan,  et  la 
"  position  de  l'axe  CD  au  repos  est  verti- 

cale.  On   peut   dire   que  cet  appareil  se  compose  d'un 
pendule  simple  MN  perpendiculairement  auquel  se  trouve 
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un  tore  P  que  l'on  peut  animer  d'une  grande  vitesse  de 
rotation;  ta  tige  MN  peut  tourner  librement  autour  du 
point  M  grâce  à  la  suspension  à  la  Cardan. 

■OBTamflnt  d'un  corpi  BoUd«  «ntitoament  libra. 

64.  On  connaîtra  ce  mouvement  quand  on  pourra  déter- 
miner le  mouvement  absolu  de  l'un  des  points  du  corps, 
et  le  mouvement  relatif  du  corps  autour  de  ce  point.  Il  y  a 
tout  avantage  à  choisir,  pour  ce  point  particulier,  le  centre 
de  gravité  G  du  corps;  soient  x„  y„  z,  ses  coordonnées; 
menons  par  le  point  G  trois  axes  rectai^laires  GÇ,  G^,  Gï 
parallèles  aux  axes  fixes  Ox,  Oy,  Oz;  ces  axes  mobiles 
conserveront  donc  une  direction  constante;  soient  x,  y,  z 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  corps  rapportées 
au£  axes  fixes,  Ç,  ij,  ï  les  coordonnées  du  môme  point 
rapportées  aux  axes  mobiles,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la 
force  appliquée  à  ce  point;  on  aura  : 

(I)  a!  =  «,  +  5;      y  =  tf, +  »];      3  =  ;,  +  !;, 

(„  Mîs=2x^   Mîi=2ï.   «§=2^. 

On  aura  ensuite,  comme  on  l'a  déjà  vu,  les  équations  : 

Les  équations  (2)  et  (3)  ont  lieu  pour  un  système  matériel 
quelconque,  et  ces  six  équations  sont  généralement  insuffi- 
santes pour  déterminer  le  mouvement  du  système;  mais 
elles  suffisent  dans  le  cas  d'un  corps  solide.  Relativement  au 
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point  G  considéré  comme  fixe,  la  position  du  corps  solide 
dépendra  en  effet  uniquement  des  trois  angles  d'Euler9,4-,6; 
les  équations  (3)  sont  propres  àdéterminer  ces  trois  variables. 

On  peut  remarquer  que  les  équations  (3)  du  mouvement 
de  rotation  d'un  corps  solide  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité, sont  les  mêmes  que  si  ce  centre  était  fixe;  un  corps 
solide  tourne  donc  autour  de  son  centre  de  gravité  comme 
si  ce  centre  était  fixe. 

£^  résumé,  on  déterminera  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  par  les  équations  (2);  le  mouvement  de  rotation  du 
corps  autour  de  son  centre  de  gravité  sera  déterminé  par 
les  équations  (3)  que  l'on  pourra  remplacer  par  les  équa- 
tions d'Euler,  qui  ne  sont  que  des  transformations  des  équa- 
tions (3).  Dans  les  applications  les  plus  simples,  il  arrivera 
souvent  que  les  seconds  membres  des  équation.s  (2)  Feront 
indépendants  de  ç,  0,  •!/  et  les  seconds  membres  de  Çï)  de 
^11  Vu  ^M  de  sorte  que  les  équations  (2)  et  (3)  constitueront 
deux  systèmes  séparés  que  l'on  intégrera  à  part. 

Dans  quelques  cas  particuliers  le  problème  se  simplifie  : 

l»  LorsqU'U  n'y  a  pas  de  forces  extérieures.  —  Le  centre 
de  gravité  du  solide  aura  un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme, et  en  même  temps  le  mouvement  du  solide  autour 
de  son  centre  de  gravité  suivra  les  fois  formulées  par  le 
tbéorème  de  Poinsot;  l'ellipsoïde  central  des  moments 
roulera  sur  un  plan  d'orientation  constante,  mené  à  une 
distance  invariable  du  centre  de  gravité. 

On  voit  néanmoins  que  si  le  mouvement  d'un  point 
matériel  qui  n'est  sbumis  à  aucune  force  est  des  plus 
simples,  il  n'en  est  pas  de  même  .du  mouvement  d'un  corps 
solide  dans  les  mêmes  conditions. 

2"  HouTemenl  d'un  corps  pesant.  —  Le  centre  de  gravité 
décrit  une  parabole,  et  comme  la  résultante  des  actions  de 
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la  pesanteur  sur  les  divers  points  du  corps,  passe  constam- 
ment par  le  centre  de  gravité,  les  sommes  des  moments  des 
forces  extérieures  par  rapport  aux  axes  05,  Otj,  0;  seront 
nulles;  le  mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gravité 
sera  donc  le  même  que  dans  le  cas  précédent. 

3°  Honvement  d'oae  sphère  homogène,  dont  toQS  les 
points  sont  attirés  par  on  centre  tixe  suivant  la  loi  de 
Newton.  —  La  résultante  des  attractions  passera  par  le 
centre  de  la  sphère,  qui  est  en  même  temps  son  centre  de 
gravité,  et  elle  variera  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  de  ce  point  au  centre  fixe.  Le  mouvement  autour 
du  centre  de  gravité  sera  le  mfime  que  si  le  centre  de  la 
sphère  étant  fixe,  les  divers  points  de  cette  sphère  n'étaient 
soumis  à  l'action  d'aucune  force  extérieure.  Le  mouvement 
de  rotation  initiai  ayant  lieu  autour  d'un  certain  diamètre, 
qui  sera  toujours  un  axe  principal  d'inertie,  se  continuera 
indéfiniment  autour  de  ce  même  axe,  en  restant  uniforme. 
La  même  chose  aurait  lieu  si  la  sphère  était  composée  de 
couches  concentriques  homogènes. 


55.   Problème  de  la   toupie. 


m/         J 1 " 


Fiq  %n 


On  demande  d'étudier  son  mouvement. 


Un  corps  solide 
pesant,  homogè- 
ne, de  révolu- 
tion autour  d'une 
droite  Iz  passant 
par  son  centre  ' 
de  gravité  G,  a 
sa  pointe  I  assu- 
jettie à  se  mou- 
voir sur  un  plan 
horizontal  parfai- 
tement poli  MN. 
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Les  forces  qui  agissent  sur  le  corps  sont  :  le  poids  GP 
=  i*g  du  corps,  appliqué  au  point  G,  et  la  réaction  normale 
IQ  ^  Q  du  plan,  laquelle  est  verticale. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  fixes,  OÇ,  0»),  OC, 
l'origine  0  étant  dans  le  plan  MN,  et  l'axe  Oï  étant  vertical 
et  dirigé  vers  le  haut;  soient,  relativement  à  ces  axes,  Ç,  r„  Ç 
les  coordonnées  du  point  G.'  On  aura,  par  le  principe  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  : 

d'où,  en  désignant  par  a,  p,  x,  fi'  quatre  constantes  arbi- 
traires : 


(  5  =  . 
t  1  =  9 


(î). 


^  =  ^{l^^'} 


Les  équations  (1)  montrent  que  le  point  H,  projection  du 
point  G  sur  le  plan  fixe,  est  animé  d'un  mouvement  recli- 
ligne  et  uniforme.  L'équation  (2)  fera  connaître  la  réaction 
normale  du  plan,  loreque  ;  sera  connu  en  fonction  de  (. 

Cherchons  le  mouvement  relatif  du  corps  autour  du 
pointG  :  G;  est  un  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  G; 
deux  axes  quelconques  Gx  et  Gy  formant  avec  lui  un 
système  rectangulaire  seront  aussi  des  axes  principaux 
d'inertie.  Les  moments  d'inertie  qui  répondent  à  Gx  et  Gy 
seront  égaux  entre  eux;  soient  A  leur  valeur  et  C  le 
moment  d'inertie  relatif  à  G:. 

La  troisième  équation  d'Euler,  celle  qui  correspond  à  Gz, 
est  en  général  : 

(3)  C^  +  (B-A)pî  =  N, 

N  désignant  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures 
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par  rapport  à  Gs;  or,  les  deux  forces  extérieures  GP  et  IQ 
rencontrent  G-;  leurs  moments  sont  nuls;  donc  : 

N  =  0; 
on  a  du  reste  : 

B  =  A, 

et  réquation  (3)  donne  ; 

d'où,  en  désignant  par  n  une  constante  : 
(4)  .  r  =  n. 

Appliquons  le  théorème  des  forces  vives. 

Soit  V  la  vitesse  du  point  G  ;  la  force  vive  T  du  corps  sera  : 

+  A  (p*  +  î')  +  Cn', 
ou,  en  remplaçant  5  et  jj  par  leurs  valeurs  (i)  : 

T  =  n  («'  +  p*  +  f^  +  A  Cp»  +  q*)  +  C«». 

Soient  p,  et  q,  les  valeurs  de  p  et  g  à  l'époque  initiale  (,  ; 
la  variation  de  la  force  vive,  pendant  le  temps  t  —  t„  sera  : 

Cherchons  les  travaux  des  forces  extérieures  pendant  le 
même  temps;  ie  travail  de  la  réaction  normale  Q  est  nul; 
celui  du  poids  est  y.g  (î,  —  C)  ;  on  aura  donc  : 

ou  bien  : 

'"'  "[(*()'-  Ci)'.]  -"-  "  *''■ +i'-i'--  is =«!'!'  «.  -  »■ 
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Nous  supposerons  qu'à  l'époque  t„  le  centre  de  gravité 
du  corps  a  été  maintenu  immobile,  et  qu'on  s'est  borné  à 
imprimer  au  corps  un  mouvement  de  rotation  autour  de  G  i  ; 
n  sera  la  vitesse  angulaire  de  ce  mouvement,  et  nous  aurons  : 


Ci-' 


les  équations  (1)  et  (5)  donneront  : 

Ç  =  «'  ;        n  =  ^' 

(6)  i*  ^  +  ^  fP*  +  ?*)  =  2i.j  «,  -  0- 

Le  point  H  restera  fixe  pendant  tout  le  mouvement,  et  le 
point  G  ne  quittera  pas  la  verticale  HZ.  Posons  : 

G!  =  f. 
ZG2=9; 
soit  6,  la  valeur  initiale  de  6,  nous  alirons  : 

(7)  ï  =  i  cos  6, 
et  l'équation  (6)  donnera  : 

+  5')  =  2|j.jI(cos6j  —  cosfl). 

Appliquons  maintenant  le  .théorème  des  moments  des 
quantités  de  mouvement,  dans  le  mouvement  relatif,  à 
l'axe  GZ  de  direction  invariable. 

Les  deux  forces  extérieures  IQ  et  GP  étant  parallèles 
à  GZ,  leurs  moments  par  rapport  à  cet  axe  sont  nuls;  donc, 
dans  le  mouvement  relatif,  la"  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  du  corps  par 
rapport  à  GZ  est  constante;   or,   cette   somme   a    pour 
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Ap  cos  (x,Z)  +  Bg  cos  (y,Z)  +  Cr  cos  (2,Z) 

=  Ap  (—  sin  î  sin  8)  -H  Aq  (—  cos  ?  sîn  0)  +  Cn  cos  0. 

Nous  aurons  donc  : 

—  A  sin  ft  (p  sin  ç  +  9  cos  ç)  +  Gb  cos  6  =:  coostanle. 

p,  et  g,  étant  nuls,  la  consteuite  est  égale  à  Cn  cos  6,;  donc  ; 

(9)        A  sin  6  (p  sin  ç  +  9  cos  ?)  =  Cn  (cos  6  —  cos  6,). 

Or,  on  a  : 


p  sin  ç  +  î  cos  9  =  sin  « 


d'où  : 

et  les  équations  (8)- et  (9)  peuvent  s'écrire  : 

(a)  A  (-j-j  +  sin'  ^-^)  +  i*/'sin*6  t^  =2iA5'((cosfli,  — cosfi); 

(ft)  A  sin'  6  -TT  =  Cn  (cos  8  —  cos  %). 

Ces  deux  équations  donneront  6  et  i]-  en  fonction  de  t;  la 
première  montre  que  l'on  a  : 

cos  6o  —  cos  6  >  0, 
e>6,. 

Ainsi,   l'angle  6  ne  sera  jamais  inférieur  à  6,;  si  l'on 
suppose  n  >  0,  l'équation  (6)  donne  : 


donc  4"  ii^  ^ang  cesse  en  diminuant. 
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dé 
En  éliminant  -rj  enti-e  (o)  et  (b),  on  trouve  ; 

,                       Ka  +  ur  sin'  0  sin  6  (ï( 
(a  )  fl  (  =-  ^ 


l/(cos8o— cose)  t'^gls'in'd ^(cos  0,,  — cos«) 


on  aura  ensuite  : 


m 


di]i —  Ctt  (cos  %  —  cos  0) 

(tt~  A  sin'  e 


A  l'origine  du  mouvement,  6  est  égal  à  e,;  on  a  vu  que 
6  n'est  jamais  inférieur  à  %;  donc  6  commence  &  croître,  et 
dans  la  formule  (a'),  on  doit  commencer  par  prendre  le 
s^ne  +.  Posons  : 

cos  e  =  u  =  ^; 
nous  aurons  : 


w  .,= ^*±J^(^ 


y(«^-  »)  [îfji  (1  -  »■)  -  ?  -  (»,  -  ») j 
w  t  =  i», 

la  formule  (c)  donne  t  en  fonction  de  u  par  une  intégrale 
ultra-elliptique. 


Discussion.  —  Posons  : 

/■(»)  =  ÎMl(l-«')-^  (».-«) 

nous  trouverons  : 

Pour    «  =  -  1,      f{it)  =  ~^  a+  ».) 

<0 

"  =  "..         /■(«)  =  2i»jl(l-«;) 

>0 

u  =  +l,      ^(„)  =  +  ÇA(1_„.) 

>0 

11  = +  00,    Ab)<0. 
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Donc,  l'écpialion  /"(«)  ^  0  a  ses  deux  racines  réelles 
u'  et  u'  : 

—  1<  m'  <  M„ 

On  pourra  écrire  : 

/■(ij)=-2liSl{«-w')(«-tt'), 
et  la  formule  (c)  deviendra  : 


(C) 


rf(  =  - 


Le  radical  du  dénominateur  doit  être  réel;  w'  étant  >  1, 
u'  —  u  sera  toujours  positif;  on  a  vu  que  «,  —  u  est  tou- 
jours positif;  on  devra  donc  avoir  constamment  : 


d'où  : 


-  «'  S  0, 


M^« 


Soit  e'  la  valeur  de  e  correspondante  à  «'  ;  on  aura  : 

6o  <  e  <  e'. 

0  oscille  donc  entre  0,  et  Ô', 


tloarbe  décrite  par  la 
pointe  de  la  toupie.  — 
Soit  p  =  HI,  et  u  l'angle 
que  fait  la  droite  HI  avec 
l'intersection  du  plan  MN 
etduplanZGY(GX,  GY 
étant  les  deux  axes  fixes 
qui  avec  GZ  forment  un 
système  rectangulaire);  p 
et  (i)  seront  les  coordon- 


Fig.  243 
nées  polaires  du  point  I,  H  étant  le  pôlt 
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Construisons  une  figure  sphërique,  sur  une  sphère  de 
rayon  1,  ayant  le  point  G  pour  centre;  nous  aurons  : 


Z3  = 


6;      iZY-«, 


Or,  A  est  le  pôle  du  grand  cercle  Zz; 

X  est  le  pôle  du  grand  cercle  Z  Y  ;  donc  : 


On  a  d'ailleurs,  dans  le  triangle  rectangle  IHG  : 
p  =  ;sine  =  /Kl  —  m', 

donc  p  sera  compris  entre  l  sin  e,  et  l  sin  6'. 

Ainsi,  la  courbe  considérée  sera  com- 
prise entre  deux  circonférences  ayant 
pour  centre  le  point  H,  et  pour  rayons  : 

HB  =  Isine,;      HB'  =/sine'. 

Soit  E  l'angle  que  fait  avec  1q  rayon 
vecteur  la  taisante  à  la  courbe,  en  un 
point  quelconque;  on  aura  : 


tge: 


-  dp  ' 


I  Kl  -  « 


d.iyi~u 


d^ 
i— u'dï 


formule  dans  laquelle  on  remplacera  -jz  par  sa  valeur  tirée 

d^ 
de  (C),  et  -37  par  sa  valeur 


Cw  (»,  —  «) 
"  A  (!-«•) 
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conclue  de  (&');  on  trouvera  ainsi  : 


■     __C»|/_A_       ±f»_  Km,  —  Il 


On  en  conclut  : 

pour     u  =  «,, 


Donc,  la  courbe  est  normale  à  la  circonférence  HB,  aux 
points  où  elle  la  rencontre,  tandis  qu'elle  est  tangente  à  la 
circonférence  HB';  la  courbe  a  donc  la  forme  indiquée  par 
la  Qgure  244. 


Despeïbous.  —  Uécaniq'ue.  II. 
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CHAPITRE  VI 


FORCES  INSTAMTAlftES.  —  SDR  LSS  FSHCUSSIONS 
ET  LE  CHOC  DES  CORPS. 


56.  On  comprend  que,  plus  une  force  est  grande,  plus  le 
temps  nécessaire  pour  que  cette  force  imprime  une  vitesse 
donnée  à  un  point  matériel  sera  petit.  Les  forces  qui  impri- 
ment des  vitesses  finies  dans  des  temps  très  courts,  pro- 
duisent des  déplacements  très  petits,  car  le  déplacement 
est  ^al  au  produit  de  la  vitesse,  qui  est  finie,  par  le  temps, 
qui  est  très  petit.  On  nomme  ces  forces  percussions,  ou 
forces  instantanées.  Nous  allons  voir  comment  on  les 
mesure. 

Considérons  une  pareille  force  sollicitant  un  point  matériel 
suivant  Ox;  supposons  le  point  en  repos  pour  t:=0,  et  la 
force  agissant  sur  lui  pendant  le  temps  très  court  -c;  nous 
aurons  : 


(1) 


»^  =  mp=  f\dt. 
at  Jo 


Donc,  pour  avoir  la  vitesse  que  possède  le  point  matériel 
au  temps  t,  il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  la  variation 
de  la  fbrce  X  pendant  ce  temps,  mais  seulement  Tintégrale  : 


r 


Xrfï  =  X., 
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Si  la  force  X  est  supposée  coDStante,  on  aura  : 

X  * 

t 

Si  la  force  X  varie  pendant  le  temps  t,  on  communiquera 
au  point  matériel  la  même  vitesse,  en  faisant  a^  sur  lui 

pendant  le  temps  t  une  force  constante  et  égale  à  —'  ■ 

On  prend  pour  mesure  de  la  percussion,  la  quantité  X, 
=  /  X  dt=:mv;  donc,  pour  mesurer  la  percussion,  on 
fera  agir  les  forces  instantanées  sur  un  même  point  matériel 
partant  du  repos,  pendant  un  temps  très  court,  mais  qui 
restera  toujours  le  même,  et  on  mesurera  la  quantité  de 
mouvement  communiquée  au  point  matériel;  on  prendra 
le  temps  t  assez  petit  pour  que  le  déplacement  soit  insen- 
sible, la  vitesse  communiquée  étant  cependant  fmie. 

Supposons  maintenant  que,  au  moment  où  la  force 
instantanée  agit  sur  le  point  matériel,  ce  point  ait  déjà  une 
certaine  vitesse  dirigée  suivant  Oa;;  nous  aurons  en  inté- 
grant l'équation  (1),  désignant  par  v,  la  vitesse  du  point 
matériel  à  l'époque  t„  où  la  force  instantanée  commence 
d'agir,  par  v  sa  vitesse  au  temps  (,  +  x  où  elle  cesse  : 


-r* 


X(lf=:X,. 


Donc  :  la  percussion  se  mesure  par  l'ai/^mentation  de  la 
quantité  de  mouvement  du  point  matériel. 

Pour  donner  une  percussion,  on  donne  la  direction  de  ta 
force,  et  la  quantité  de  mouvement  P,  =  m,v,  que  cette 
percussion  agissant  pendant  le  temps  t  imprimerait  à  un 
point  matériel  de  masse  m^  partant  du  repos.  Si  cette  force 
agissait  pendant  le  même  temps  t  suï*  un  point  matériel  de 
masse  m„  elle  lui  communiquerait  une  quantité  de  mouve- 
ment m.v.  ~  m.v,  =  P.. 
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57.  Effet  d'une  percnssion  P,  sur  nn  point  matériel 
animé  d'ane  vitCBBe  v,  ayant  nne  direction  différente  de 
celle  de  la  force  instantanée.  —  Ma  est  la  vitesse  v,  en 
grandeur  et  en  direction,  MP,  la  percussion  en  grandeur  et 

p 
en  direction;  prenons  MA,  =  — ;  la  percussion  communi- 
querait au  point  m 
partant  du  repos  ia 
vitesse  MA,;  ce  point 
a  déjà  la  vitesse  MA 
=  V,;  la  vitesse  résul- 
tante sera  MB. 

Soit  MD  —  mv,  la 
quantité  de  mouve- 
ment du  point  M  avant 
la  percussion;  la  quan- 
tité de  mouvement 
après  la  percussion  sera  MC,  résultante  de  P,  et  de  mv,. 

■  S'il  y  a  deux  ou  plusieurs  percussions,  on  les  composera 
avec  mv,  par  la  règle  du  polygone  des  vitesses. 

Lorsqu'une  ou  plusieurs  forces  agissent  sur  un  point 
matériel  soumis  à  l'instant  t,  à  une  percussion  agissant 
pentlant  le  temps  •:,  on  n'a  pas  à  s'occuper  des  forces 
ordinaires  pendant  le  temps  t.  On  s'en  sera  occupé  avant, 
ce  qui  aura  permis  de  déterminer  la  vitesse  à  l'époque  l„ 
et  par  suite  la  quantité  de  mouvement  correspondante  MD; 
la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  fera  connaître  la 
vitesse  et  la  quantité  de  mouvement  du  point  M  à  l'époque 
tt  -t-  T.  En  résumé,  sur  un  point  matériel  donné,  des  per- 
cussions quelconques  surgissant  à  l'époque  t  ne  changent 
pas  sa  position^  mais  sa  vitesse,  en  grandeur  et  en  direction, 
il  y  aura  un  changement  des  trois  constantes  dans  les  for- 
mules qui  représenteront  le  mouvement  du  point  matériel 
à  partir  de  t  =  t,. 


Fig.245 
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58.  Extension  des  théorèmes  généraux  anz  percussions. 
—  Considérons  un  système  de  points  matériels  en  mouve- 
ment; faisons  agir  à  un  moment  donné  t„  des  percus- 
sions sur  ces  divers  points,  pendant  le  temps  -.;  nous 
aurons  : 

d'où,  en  multipliant  par  dt  et  intégrant  pendant  la  durée 
très  courte  de  la  percussion  : 

-S— (37).=^2:X"'"'- 

Les  forces  ordinaires  disparaissent  de  cette  équation,  car, 

pour  de  telles  forces,  l'intégrale   i         X  d(  est  très  petite; 

il   n'en   est  pas    de   même   des  forces   instantanées,    et 
l'on  a  : 

dx  /dx\ 


w 


^"'ï-^»fê)  =  ^2''" 


ce  que  l'on  peut  écrire,  en  désignant  par  x„  y„  r,  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité,  et  par  M  la  masse  du 
système  : 


C -"(§).=  ^2 ''.■ 


Donc  :  le  changement  de  vitesse  produit  par  les  perctis- 
sions  sur  le  centre  de  gravité  du  système  est  le  même  que 
si  toute  la  masse  y  était  concentrée,  et  si  toutes  les  percus- 
sions extérieures  y  étaient  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes. 

Remarque.  —  On  peut  écrire  l'équation  (a)  et  les  deux 
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autres  pareilles  comme  il  suit  : 

Extension  des  équations  des  moments.  —  On  a  relative- 
ment à  un  axe  lixe  quelconque  l'équation  : 

on  en  conclut,  en  multipliant  par  dt,  et  intégrant  de  (  ^=  f, 
à  (  =  f ,  4-  T  : 

^     {    dy         Ax\      „     /    dy         dx\ 

on  regarde  les  déplacements  des  divers  points  comme  insen- 
sibles, pendant  la  durée  de  la  percussion  ;  donc  : 

AjtY  —  yX)  dt  =  x  Çydl  —  y  fx  dt. 

Pour  les  forces  ordinaires,  les  intégrales  IX  dt  et  jYdt 

seront  insensibles  ;  pour  les  forces  instantanées,  il  p'en  sera 
pas  de  même;  on  aura  : 


Çxdt  =  X,;      fYdt  =  Y„ 
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Donc  :  l'accroissemera  de  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement,  par  rapport  à  un  axe  fixe,  est 
égale  d  la  somme  des  moments  des  percussions  par  rapport 
au  même  axe. 

L'équation  ci-dessus  et  les  deux  autres  pareilles  peuvent 
s'écrire  : 

59.  HoQvement  d'an  corps  solide  autour  d'un  axe  fixe, 
soumis  à  des  percnssions  et  calcul  des  percussions  exercées 
snr  l'axe.  —  Prenons  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  z; 
soit  u,  la  vitesse  de  rotation  à  l'époque  t  où  les  forces 
instantanées  viennent  à  agir;  on  peut  obtenir  la  fixité  de 
l'axe  en  fixant  deux  points  0  et  0'  de  cet  axe,  situés  à  une 
distance  donnée,  00'  ;=  h.  On  introduira  les  réactions  de 
ces  points,  et  le  corps  poun^a  être  considéré  comme  libre; 
lorsque  les  forces  instantanées  viendront  à  agir,  des  pres- 
sions instantanées  s'exerceront  sur  0  et  0';  nous  intro- 
duirons des  réactions  égales  et  contraires  aux  percussions 
correspondantes.  Soient  A,  B,  C  les  composantes  de  cette 
percussion  pour  le  point  0,  A',  B',  G'  pour  le  point  0'. 
En  appliquant  les  équations  du  numéro  précédent,  nous 
aurons  : 
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=  ï  X,  +  A  +  A', 


i2»,$f=2ï,  +  BH 


iï»i^  =  sz,  +C  +  C'. 


X„  Y„  Zi  désignent  les  composantes  de  la  percussion  qui 
agit  sur  le  point  œ,  y,  z;  les  S  des  premiers  membres 
s'étendent  à  tous  les  points  du  corps;  ceux  des  seconds 
membres,  seulement  aux  points  où  sont  appliquées  des 
percussions. 

Les  premiers  membres  peuvent  être  simplifiés  par  l'emploi 
des  coordonnées  polaires.  Par  un  point  quelconque  du  corps, 
posons  : 

a;  =  r  cos  fl,      y  =  r  sin  «, 
on  aura  : 


'  = 

X>DS..        U=jj, 

=  — "j; 

ilj                 II'     ^ 

Soient  M  la  masse  du  corps,  x„  y„  z^  les  coordonnées  de 
son  centre  de  gravité;  on  trouvera  : 


'dt- 


-  u  Zmy  = 


dz 


at  i  al 


-.,-»• 
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^   I  ix         ds\  ,  \   .,    I   àx        is\         „      >. 

■"\'Tt-'di)=-'^'^'-  ]  ""■('  ï7-''Jij=-'^°""l''"' 

On  trouvera  donc,  au  lieu  des  équations  (1),  les  suivantes  : 

(Smr^Aii       =JC»T,  — jX,), 

—  »A' =  Z  (iX,— ajZ,)  +  pmyj)  iu, 
I  +  *B'  =  2  (jZ,  —  lY,)  +  (2I»»J)  1», 

'*'  C  +  C  =  -  2Z„ 

1     .  B  +  B' =  — SY,  +  Ma!,4ù), 

\  A  +  A'=  — SX,  —  My,  A». 

Ces  équations  font  connaître  A',  B',  A,  B  et  la  somme 
C+C. 

Supposons  qu'il  n'y  ait  de  percussion  qu'en  un  point  du 
corps,  faisons  passer  le  plan  des  xy  par  ce  point  dont  les 
coordonnées  seront  : 

2  =  0,     »=»,     j(  =  p, 

les  équations  (2)  deviendront  : 

;  (2mr^  4«  =  «Y,  —  px„ 
I  —  AA' =  — aZ,  +  (2myz)  iù), 
)  +  *B'=      pZ,  +  (S,«»2)Ao,, 
j  B  +  B'=-Y,   +  Ma>,  i», 
f  A  +  A'  =  -  X,  —  Mj,  Au, 
C  +  C  =  —  Z,. 

,-?X, 


La  vitesse  angulaire  sera  augmentée  de  Au  ^  , 

après  la  percussion. 
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Conditions  ponr  cpie  l'axe  n'épronve  ancone  percussion. 

—  Il  faut  faire  dans  les  formules  précédentes  : 

A  =  B  —  C  =  A'  =  B'  =  C  =  0; 


on  tro 

JVC  ainsi  : 

Zmyz  =  0, 

(») 

Z,  =  0, 
X,  +  My,4«  =  0 
Y,  — Mi,4<«  =  0 

On  voit  d'abord  que  la  percussion  doit  agir  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe;  ensuite,  que  Oz  doit  être  l'un  des 
axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  0.  Pour  inter- 
préter les  deux  dernières  des  équations  (4),  faisons  passer 
le  plan  des  zx  par  le  centre  de  gravité  G  du  corps-,  nous 
aurons  : 

y.  =  0, 

X,  =  0; 
avec  cette  valeur  de  X„  l'expressioii  ci-dessus  de  ùu  devient  : 


(5)  A«  = 


2mr* 


(6)  Y,  =  Mï,  i». 

X,  =  0,  montre  que  la  percussion  doit  être  perpendiculaire 
au  plan  zOG,  mené  par  l'axe  de  rotation  et  le  centre  de 
gravité  G  du  corps;  en  reportant  dans  (6)  la  valeur  de  Aw 
tirée  de  (5),  on  trouve  : 

*Y. 
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(7)  ax,  =  ^-j^  • 

Soit  MK*  le  moment  d'inertie  du  corps  relativement  à 
ime  parallèle  à  l'axe  de  rotation  menée  par  le  centre  de 
gravité;  on  aura  : 

2mr*  =  Maîî  +  MK', 
et  la  formule  (7)  donnera  :  * 

K* 

(8)  "='-*}f,- 

En  résumé,  on  a  les  trois  conditions  suivantes,  pour  que 
l'axe  n'éprouve  pas  de  percussion  : 

i°  La  direction  de  la  permssion  doit  être  perpendiculaire 
au  plan  qui  passe  par  l'axe  fixe,  et  par  le  centre  de  gravité 
du  corps. 

2«  Cet  aoce  doit  être  un  des  axes  principaux  pour  le  point 
oà  il  rencontre  le  plan  quv  lui  est' perpendiculaire,  et  gui 
contient  la  force  iyistantanée. 

3o  La  distance  de  cette  force  à  l'axe  doit  être  liée  d  la 
distance  du  centre  de  gravité  à  cet  axe  par  la  formule  : 

dX,  =  iffir*.        ou        a=:  X.  -t I 

ir, 
Snir*  désignant  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport 
à  l'axe  fixe,  et  M  K'  le  moment  par  rapport  à  une  parallèle 
à  l'axe  fixe  mené  par  le  centre  de  gravité. 

On  appelle  centre  de  percussion  le  point  auquel  la  force 
instantanée  doit  être  appliquée  dans  le  plan  zOG,  pour  que 
Taxe  n'éprouve  aucune  percussion;  on  voit  que,  si  l'on 
suppose  le  corps  pesant,  et  qu'on  le  suspende  à  l'axe  Or 
lïndu  horizontal,  le  point  0  sera  le  centre  de  suspen- 
sion, et  le  centre  de  percussion  coïncidera  avec  le  centre 
d'oscillation. 
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Si  l'axe  fixe  passe  par  le  centre  de  gravité,  il  éprouvera 
toujours  une  percussion;  car  les  formules  : 

K* 
Y,=MiC.i<i,       a.  =  x,  +  -^ 

X, 

nous  donnent,  dans  le  cas  actuel,  où  a;,  =  0  : 

Y,  =  0,      a  =  00 . 
La  percussion  qui  frappe  le  corps  devrait  donc  être  nulle, 
et  le  centre  de  percussion  serait  à  l'infini. 

Réciproquement.  —  Si  le  corps  est  en  mouvement  autour 
de  l'axe  et  a  une  vitesse  angulaire  w,  on  pourra  l'arrêter 
brusquement,  sans  qu'il  en  résulte  aucune  percussion  contre 
l'axe,  en  appliquant  au  centre  de  percussion  une  force 
instantanée  égale  à  Mwa;,,  perpendiculaire  au  plan  mené 
par  ce  centre  de  percussion  et  l'axe  fixe. 

Dans  l'industrie  du  fer,  on  emploie  des  marteaux  qu'une 
roue  à  cames,  animée  d'une  grande  vitesse,  soulève,  et  qui 
retombent  ensuite  librement  sur  l'enclume;  le  marteau 
peut  tourner  autour  d'un  axe  fixe  ;  l'action  de  la  came  sur 
le  marteau  peut  être  assimilée  à  une  percussion  ;  le  point 
où  le  maiteau  subit  le  choc  de  la  came  doit  être  le  centre 
de  percussion,  afin  que  l'axe  fixe  autour  duquel  tourne  le 
mai'teau,  n'ait  pas  à  subir  des  percussions  qui  ne  tarderaient 
pas  à  mettre  l'appareil  hors  de  service. 

Remarque.  —  Trouver  les  co^iâitions  pour  que  tous  hs 
points  de  l'axe  sauf  un  n'éprouvent  aucune  percussion.  — 
Reprenons  les  équations  générales  : 

■Smr'iu        =*Y.   -gX., 
i  — AA'=yX,   — aZ|  +  (Sfflys)  Aw, 

,f^.         \  +AB'=gZ,    -lY.+Oùmxz)!^, 

,  Ch-C— -Z,. 

r  B  +  B'  —  —  Y.+  Ma;.  Au. 

A  +  A'  =  -X,— My,  Au, 
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OÙ  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  les  positions  des 
plans  xOy  et  xOz.  Nous  voulons  que  l'on  ait  : 

A'  =0,      B'  =0,      C  =0. 

Remarquons  que  si  cela  a  lieu  pour  un  point,  cela  aura  lieu 
pour  tous  les  points  de  Oz,  sauf  pour  le  point  0.  Les  trois 
premières  des  équations  ci-dessus  donnent  : 

pZ,  — •fY,=  — (2maîz)A»,      , 
fX,  —  aZ,  =  —  i'S.myz)  iu, 
«Y,  —  pX,=  +  2m  {x'  -t-  y*)  iu. 

L'équation  de  l'ellipsoïde  central  du  point  0  est  : 

P(§,n.0=S'2m{y'  +  z')  +  »)*2m(3*  +  «')  +  C*  Sm  (a:*  +  y*) 
—  2i)i;  Zmyz  —  2i;=  Imzx  —  ÎÇij  Smaiy  —  1=0, 


Le   plan   diamétral   coijugué   P,    de   l'axe    Oz   a 

pour 

équation  : 

F'x  =  0, 

ou  bien: 

^  2m  (ai'  +  y')  —  T,  Smys  —  l  ^mx:  =  0. 

ou  : 

(i)                       o5  +  fi»i  +  c;  :=  0, 

en  faisant  : 

On.  déduit  des  équations  (c)  : 

gZ, -yY,       vX,  —  aZ,       dY, -gX, 
(*)  â =^ -— ^ 

Telles  sont  les  deux  conditions  cherchées;  on  peut  les  rem- 
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placer  par  les  deux  suivantes  : 

(/) 
(?) 

(/)  exprime  que  le  point  d'application  de  la  percussion  est 
dans  le  plan  (P)  ;  (g)  que  ce  plan  est  parallèle  à  la  percussion  ; 
donc,  en  somme,  les  conditions  cherchées  sont  que  la  per- 
cussion doit  être  contenue  dans  le  plan  diamétral  conjugué 
de  l'axe  de  rotation,  relativement  à  l'ellipsoïde  centrai  du 
point  O. 

L'origine  de  ce  théorème  est  que  si  le  corps  a  un  pcoot 
fixe  O,  et  s'il  est  soumis  à  une  percussion  AP,  il  tournera 
d'abord,  comme  on  le  verra  plus  loin,  n?  61,  après  la 
percussion,  autour  du  diamètre  conjugué  du  plan  AOP, 
relativement  à  l'ellipsoïde  central  du  point  0. 

60.  Centra  de  percnssion  d'une  surface  plane.  —  Consi- 
dérons une  surface  plane  S  assujettie  d  tourner  autour  d'un 
axe  fixe  Or,  situé  dans  son  plan;  la  surface  est  d'abord 
immobile;  on  demande  en  quel  point  de  la  surface  doit 
frapper  une  percussion,  pour  que  l'axe  n'éprouve  aucune 
percussion.  Ce  point 
porte  le  nom  de  cen- 
tre de  percv^ion  de 
la  surface. 

Prenons  le  plan 
de  la  surface  S  pour 
plan  des  xz  ;  fixons 
deux  points  O  et  0' 
de  l'axe;  introdui- 
sons les  réactions 
instantanées  de  ces 
deux  points  ;  ou 
plutôt  les  percus- 
,  A',  B',  G'  en  0'); 


fig  246 


sions  correspondantes  (A,  B,  C  en  0, 
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nous  aurons  : 


i2m^=X,+ A+  A', 
al 


En  représentant  les  composantes  de  la  percussion  par 
X„  Y„  Z,,  et  les  coordonnées  de  son  point  d'application 
par  a,  0,  y;  on  aura  du  reste  : 


Après  le  choc,  la  surface  tourne  autour  de  Oz  avec  une 
vitesse  angulaire  w;  les  vitesses  de  tous  les  points  sont 
parallèles  à  Oy,  et  l'on  a  : 


dt' 

=  0; 

di 

ux; 

dz 
dl' 

=  0. 

Par  conséquent  : 

.x»lf. 

=  0; 

,  iSl 

"  di 

=  „ï 

mx; 

iî« 

d: 

"dr- 

=  0. 

/    dz         dy\ 

"•»(»  S --"J7J  =-"-"'"• 

.„     /    rfjT         di\ 

.„     /   dy         dx\  „      , 

'"-"{' di-"  ml  =    "^""'- 
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En  substituant  dans  (1),  et  faisant  : 

A  =  B  =  C  =  A'  =  B'  =  C  =  0, 
il  vient  : 

X,  =0;       ù.2t«a:  =  Y,;      Z,  =0, 
—  w  Sm«2=  — -fY,;       b)  Zmai*  =  a  Y,. 

La  percussion  doit  donc  être  parallèle  à  Oy,  et  on  aura  pour 
son  poiiit  d'application  : 


La  vitesse  angulaire  de  la  rotation  sera  : 
_   Y. 

61.  Pendnle  balistique.  —  Le  pendule  balistique   est 


destiné  à  mesurer  la  vitesse  d'un  boulet  à  sa  sortie  du 
canon.  Il  se  compose  d'un  mortier  en  fonte  fixé  à  un  cadre 
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de  suspension  en  fer,  lequel  peut  osciller  librement  autour 
d'un  axe  hoiizontal  0.  Le  mortier  renferme  une  matière 
compressible  dont  la  fonction  est  de  recevoir  la  vitesse  du 
projectile  et  de  l'amortir,  sans  que  la  rupture  de  l'appareil 
puisse  avoir  lieu;  cette  matière  compressible  est  générale 
ment  de  la  terre  ou  du  sable;  on  tire  à  bout  portant;  après 
le  choc,  le  pendule  s'élève  d'une  quantité  que  l'on  mesure; 
il  s'agit  d'en  déduire  la  vitesse  du  boulet. 

Nous  pouvons  concevoir  que  les  choses  se  passent  do  la 
manière  suivante;  au  commencement  du  choc,  le  pendule 
est  en  repos,  le  boulet  aussi  en  C  ;  brusquement,  on  imprime 
à  tous  les  points  du  boulet  des  vitesses  égales  à  V,  et  paral- 
lèles à  l'horizontale  Oy;  alors,  l'ensemble  du  pendule  et  du 
boulet  prend  un  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe 
horizontal  Oz  de  suspension;  nous  aurons,  en  désignant 
par  T  la  durée  très  couile  du  choc  ; 

ou  bien,  en  remarquant  que  : 

X^O      et       [^Ydt  =  Y„ 
en  désignant  par  Y,  la  percussion  appliquée  au  point  x,  y 

Soit  rf[«.  l'élément  de  masse  du  boulet;  on  aura  : 

Y,  =  Ydv. 
(2)  SaîY.  =  SVa:  ((ji  =  VSa;  d^.  =  Vu/, 

en  posant  OC  =  f,  et  désignant  par  (i  la  masse  du  boulet. 
.  En  représentant  par  u  la  vitesse  angulaire,  après  le  choc, 
du  mouvement  de  rotation  de  l'ensemble  du  pendule  et  du 

DespkïROI's.  —Mécanique.  II.  Itt 
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boulet,  par  Smr'  le  moment  d'inertie  de  cet  ensemble  par 
rapport  à  l'axe  de  rotation  Oz,  on  a  : 

(1)  devient,  en  ayant  égard  à  (2)  et  (3)  : 

(d  2mr»  =  Vu/; 
d'où  : 

(4)  \  =  -^mr\ 

On  connaîtra  donc  V,  si  l'on  détermine  m,  Xmr*  et  f;  f  se 
mesure  aisément. 

Détermination  de  w.  —  Soit  l  la  longueur  du  pendule 
simple  synchrone  au  pendule  composé,  y  com- 
pris le  boulet;  soit  OM,  =  l;  prenons  un  point 
pesant  M„  relié  au  point  0  par  une  lige  sans 
masse  OM,;  la  vitesse  initiale  v,  du  point  M, 
sera: 

v,  =  iùl; 

,    le  point  matériel  va  décrire  l'arc  de  cercle  M,M; 
Fig  246  soit  v  la  vitesse  de  ce  point  quand  il  sera  en  M, 
on  aura  : 

0»  -  «•  =  _  2ff  X  M,H, 
bien  : 

V*  —  vl  =  —  ^gl  (1  —  cos  6), 


le  pendule  s'élèvera  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  v  ^  0;  soit  x  la 
valeur  correspondante  de  6;  on  aura  donc  : 


0=:u'J*  — 45'/sin': 
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(S) 


^v/f^i 


On  mesure  l'angle  a  sur  le  cercle  gradué  EF,  le  long 
duquel  se  meut  un  cureeur  que  l'aiguille  E  pousse  devant 
elle,  aussi  longtemps  qu'elle  monte. 

li  faut  donc  déterminer  l;  pour  cela,  on  fait  osciller  tout 
l'appareil,  pendule  et  boulet,  et  on  détermine  la  durée  T 
des  petites  oscillations;  on  a  ensuite  : 


'-'Vl 


d'où  : 

(6,  <  =  $■■ 

II  faut  encore  calculer  Smr";  soient  a  la  distance  du 
centre  de  gravité  du  système  à  l'axe  Oz,  M  la  masse  du 
système;  on  a  : 

__  Zmr* 
Mo  ' 
d'où  : 

(7)  2mr'  =  Moi. 

En  tenant  compte  de  (5),  (6)  et  (7),  (4)  donne  : 

On  peut  encore  écrire,  en  désignant  par  P  le  poids  du 
pendule  balistique,  augmenté  de  celui  du  boulet  et  par  p 
celui  du  boulet  : 

et  tout  est  connu  dans  le  second  membre  de  cette  formule. 
L'appareU  est  construit  de  façon  que  le  point  C  soit  le 
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centre  de  percussion;  autrement,  l'appareil  serait  rapide- 
ment mis  hors'  d'usage. 

62.  Effet  d'nn  nombre  quelconque  de  percussions  sur 
un  corps  solide  fixé  en  un  de  ses  points  0.  ~  Soient,  au 
moment  où  les  percussions  viennent  à  ^ir,  Ox,  Oy,  0: 
les  positions  des  axes  principaux  d'inertie  du  point  0  ;  nous 
savons  que  l'accroissement  de  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  des  divei's  points  du  cofps,  relati- 
vement à  un  axe  fixe  quelconque,  est  égal  à  la  somme  des 
moments  des  percussions  par  rapport  à  cet  axe;  or,  les 
sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  relati- 
vement à  Ox,  Oy,  Oz  sont  égales  respectivement  à  Ap, 
Bq,  Cr;  si  donc  on  désigne  par  L,  M,  N  les  sommes  des 
moments  des  percussions  par  rapport  à  ces  mêmes  axes 
principaux,  on  aura  : 

kip  =  L;      BAî  =  M;      Cir  — N. 
Et,  si  p„  q„  r,  désignent  les  valeurs  de  p,  q,  r  avant  les 
percussions  ;  j),,  q„  r,  ces  valeurs  après,  on  aura  : 
L  M  N 

Les  valeurs  des  angles  ç,  >|i,  8  sont  les  mêmes  avant  et  après 
les  percussions  : 

En  traitant  les  percussions  comme  des  forces,  et  les 
transportant  parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  O, 
chaque  percussion  donnera  une  force  et  un  couple;  tous 
ces  couples  se  composeront  en  un  seul,  le  couple  de  per^ 
cussion;  les  projections  sur  les  axes  de  cooi-données  de 
l'axe  de  ce  couple  seront  respectivement  L,  M,  N;  le 
couple  des  percussions  aura  pour  équation  : 

(I)  l.x  4  Mjf  H-N:;— 0. 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


DYA-AMIQUE.  293 

Considérons  le  cas  où  le  corps  est  en  repos  avant  les  pei> 
eussions;  on  aura: 

L  M  N 

P'=A'      Ï-=B'      '••=C- 

Le  corps  va  donc  commencer  à  tourner  autour  d'une  certaine 
droite  OH,  et  on  aura  : 

m  cos(H03:)  __  cos  (HO y)  _  cas  (HO;) 

(x)    ^   ©   ^   ©.  ■ 

Considérons  le  diamètre  conjugué  du  plan  (1)  relativement 
à  l'ellipsoïde  central  du.point  0  ; 

(3)  Aj;'  +  By'  +  Ci'  —  i. 

Soient  a,  g,  y  les  cosinus  des  angles  qu'il  forme  avec  les 
axes;  l'équation  du  pian  (1)  pourra  aussi  s'écrire  : 

m  écrivant  que  (1)  et  (4)  sont  identiques,  il  vient  : 

trifftï 

en  comparant  ces  équations  aux  équations  (2),  on  en  conclut  : 

cos(HOa;)  =  a;      cos(HOy)  =  P;      cos(HO;)  =  v. 

Donc  :  le  corps  commence  d  tourner  autour  du  diamètre 
conjugué  du  playi  du  couple  des  percussions,  relativement 
à  l'ellipsoïde  central  du  point  {ùve. 

Choc  des  oorpi  iphériqnos. 

63.  Nous  considérerons  deux  sphères  homogènes  ani- 
mées  de  mouvements  '  de  translation   rectilignes  et  uni-^ 
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formes,  suivant  la  droite  Ox  qui  joint  leurs  centres;  soient 
V  la  vitesse  de  la  sphère  M,  v'  celle  de  M'  avant  le  choc; 
supposons  ces  vitesses  de  même  sens  pour  fixer  les  idées, 
et  V  >  «';  il  y  aura  évidemment  un  choc,  et  il  est  clair 
qu'après  le  choc,  les  mouvements  des  deux  sphères  seront 
encore  des  mouvements  (ïe  translation  rectilignes  et  uni- 
formes, suivant  ia  droite  Oa:  ;  il  s'agit  seulement  de  déter- 
miner les  nouvelles  vitesses. 

Nous  désignerons  les  masses  des  deux  sphères  par  m 
et  m';  pendant  le  choc,  les  parties  de  M'  exercent  des 
actions  sur  les  parties  de  M,  avec  lesquelles  elles  sont  en 
contact;  transportons  toutes  ces  forces  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  centre  de  gravité  du  corps  M  déformé, 
centre  de  gi-avité  qui  ne  coïncidera  plus  avec  le  centre  de 
figure;  la  résultante  de  toutes  ces  forces  transportées  sera 

•  Q  „û  - 

Fig  249 

dirigée  suivant  xO;  désignons  son  intensité  par  —  R,  et 
soit  à  l'instant  considéré  x  l'abscisse  du  centre  de  gravité 
de  M;  nous  aurons,  en  vertu  du  principe  du  mouvement 
du  centre  de  giavité  : 

d*x 


(1) 


*d? 


Faisons  de  même  pour  le  corps  M'  ;  ù  cause  de  l'égalité  de 
l'action  .et  de  la  réaction,  la  résultante  des  forces  trans- 
portées au  centre  de  gravité  de  M'  sera  évidemment  -f  R, 
et  nous  aurons  : 

(«)  "•'  ^'  =  +  f^- 
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uïnamiquë:. 
On  déduit  des  équations  ci-dessus  : 

(3)  „      +m'-j-.-  = 


{*) 


•di^"'   dt' 


Les  équations  (A)  et  (4)  ont  Heu  à  un  instant  quelconque 
du  choc;  elles  avaient  lieu  avant  le  choc,  puisqu'il  n'y  avait 
pas  de  forces  extérieures.  La  constante  a  pour  expression 
mv  +  m'v'  ;  on  a  donc,  avant  et  pendant  le  choc  : 

„  dot        ,dx'  ,  , 

(5)  m-^^  +  m'-^=mv  +  mv'. 

Ainsi,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  n'est  pas 
altérée  par  le  choc;  pour  aller  plus  loin,  il  nous  faut  main- 
tenant considérer  deux  cas  : 

i'  Les  corps  sont  entièrement  dépourvus  d'élasticité. 

Tant  que  la  vitesse  de  M  sera  supérieure  à  celle  de  M', 
les  deux  corps  se  comprimeront;  ils  cesseront  de  se  com- 
primer, lorsque  les  deux  vitesses  seront  égales;  alors,  les 
corps  resteront  dans  l'état  où  ils  se  trouvent  à  ce  moment; 
n'étant  pas  du  tout  élastiques,  ils  ne  tendront  pas  à  repren- 
di-e  leurs  formes  primitives;  à  partir  de  ce  moment,  la 
quantité  R  sera  nulle  constamment,  on  aura  donc  : 

d'où,  en  dés^ant  par  u  la  vitesse  commune  : 
dx  dx" 

dx      daf 
et  ^)  donnera,  avec  ces  valeurs  ^^ji^^~Ji'- 
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Si  y  >  0,  «'  >  0,  on  aura  te  >  0. 

Si  V  et  v'  sont  de  signes  contraires,  il  en  sera  de  même 
des  quantités  de  mouvement  mv  et  m'v'  ;  u  aura  le  s^e 
de  la  plus  grande  quantité  de  mouvement;  si  on  a  : 

/  m'v'  =  —  mv, 

on  aura  «  =  0,  le  choc  réduira  les  deux  coi-ps  au  repos. 
2°  Les  corps  sont  parfaitement  élastiques. 
On  déduit  des  équations  (1)  et  (2)  : 

„     dxtPx      im,' dx' d*x'      „„  , .  , 
im^r-i 1 i-,    ■     =2R(dj:'  —dx), 


en  posant  : 

œ'  —  œ  =  r. 
Donc  on  a  : 

dx*  da;"         C 

df  dC         J 

L'intégrale  commence  avec  le  choc;  à  ce  moment  on  a  : 

G  =  mv*  +  m' v'*, 
donc  : 

*'^  '"  d?  "^  *"'  It*  —  ""''  +  ^'^''*  +  ^(^^*'> 

r  est  la  distance  des  centres  de  gravité  des  deux  corps. 

Pendant  la  première  paitie  du  choc,  les  corps  se  compri- 
ment, r  diminue,  2/  Rdr  est  négatif,  on  a  : 

™  dr 

Cela  continue  jusqu'au  moment  où  les    vitesses   sont 
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^ales,  les  corps  cessant  alors  de  se  comprimer;  mais 
comme  nous  les  supposons  élastiques,  ils  vont  tendre  à 
reprendre  leurs  formes  primitives;  M  va  pousser  M'  dans 
le  sens  Ox,  M'  poussera  M  dans  le  sens  a:0;  r  va  aug- 
menter; si  pour  des  valeurs  de  r  équidistantes  du  minimum 
R  reprend  les  niêmes  valeurs,  si  les  deux  phases  du  choc 
sont  identiques,  on  dit  que  les  corps   sont  parfaitement 

élastiques;  l'int^ale 2|Rdr, .prise  depuis  le  commence- 
ment du  choc,  jusqu'au  moment  où  les  corps  vont  se 
séparer,  sera  nulle;  soient  donc  V  et  V  les  vitesses  des 
deux  sphères  après  le  choc,  on  aura  : 

(8)  mV  -t-  m' Y"  =  mv*  +  m'c". 
On  sait  du  reste  qu'on  doit  avoir  : 

(9)  mW  +  m'W  =mv -¥-m'v'. 

Les  équations  (8)  et  (9)  détermineront  V  et  V  ;  on  peut  les 
écrire  : 

m  (c  +  V)  (c  -  V)  =  m'  (f>'  -l-  V)  (V  —  v') 
,»  (t. -V)  =  ,«'(¥'-!>'). 
On  en  tire  donc  : 

(10)  p  +  V  =  V'  +  c'. 

La  vitesse  relative  était  avant  le  choc  v  —  v';  elle  est 
après  le  choc  V  —  V  ;  l'équation  (-10)  montre  que  ces 
vitesses  relatives  sont  égales  et  de  signes  contraires;  ainsi, 
la  vitesse  relative  avec  laquelle  le  centre  de  gravité  de  M 
s'éloigne  de  celui  de  M'  après  le  choc,  est  égale  à  celle  avec 
laquelle  il  s'en  "rapprochait  avant  le  choc.  Les  équations  (9) 
et  (10)  donnent  du  reste  : 

y  ^  (m  -■.■)-  +  im'  V  ^  ^,  ^  ^--«'     _ 
m  ■*-  m  m  4-  m 
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Cas  particuliers,  —  l*»  mw  +  m'v'  =  0. 

En  remplaçant  dans  (H)  m'v'  par  —  mv,  on  trouve  : 

on  aurait  de  même  : 

r  =-v'. 

Ainsi  :  la  vitesse  de  M  prend,  après  le  choc,  une  valeur 
égale  et  de  signe  contraire  à  celle  d'avant  le  choc;  de  même 
pour  M'. 

2o«  ;=0,  «i  ^  m'. 

(11)  et  (12)  donnent  : 

V  =  t)';      V'=0. 

Ainsi  :  quand  les  deux  sphères  ont  des  masses  égales,  si 
l'une  d'elles  est  en  repos,  Vautre  lui  transmettra  sa  vitesse 
après  le  choc  et  restera  immobile.  -C'est  l'expérience  que 
l'on  fait  dans  les  cabinets  de  physique  avec  des  billes 
d'ivoire  suspendues. 

Théorème  de  Carnot.  —  Dans  le  cas  des  corps  mous,  en 
se  reportant  à  la  formule  (7),  on  voit  que  l'intégrale  2 1  Rdr, 
ayant  tous  ses  éléments  négatifs,  est  négative;  donc;  après 
le  choc,  on  doit  avoir  : 

dx*        ,  dx'*  ,        ,  ,. 

af  af 

ou  bien  : 

(m  +  m')  u*  <  me*  +  m'v'*. 

Il  y  a  donc  eu  perte  de  force  vive;  c'est  ce  qu'il  est  facile 
de  vérifier;  on  a  en  effet  : 

mv*  +  »j'  p  '  —  (m  +  m  )  h'  =  mv*  +  m' v* ~ 
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Cette  différence  est  bien  positive.  On  peut  lui  donner  une 
autre  forme;  on  peut  écrire  en  eiîet  ; 

mr'  +  m'  »'*  —  {m  -¥  m')  «'  =  m  (V  —  m)'  +  m'  («  —  V')'. 

On  peut  donc  dire  que  :  La  force  vive  perdue  pendant  le 
choc  de  corps  entièrement  mous  est  égale  à  la  somme  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  ou  gagnées.  C'est  le 
théorème  de  Cai-not. 
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PRINCIPE  DES  VITESSES  VniTIIELLES. 

64.  Nous  nous  proposons  de  chercher  les  conditions 
d'équilibre  d'un  système  de  pointa  matériels  unis  entre 
eux  d'une  manière  quelconque  et  sollicités  par  des  forces 
données  quelconques. 

Définition  de  la  vitesse  virtuelle.  —  Supposons  le  système 
transporté  d'une  position  à  une  position  infiniment  voisine, 
compatible  avec  les  conditions  de  liaison  imposées  au 
système*  un  point  M  du  système  viendra  en  m,  un  point 
M'  en  m'  ...  ;  on  appelle  vitesse  virtuelle  de  l'un  quelconque 
des  pmnts  M,  la  droite  Mm,  ou  le  déplacement  infiniment 
petit  du  point  considéré.  Le  mot  virtuel  veut  dire  que  le 
déplacement  est  seulement  possible,  mais  qu'il  n'a  pas 
réellement  lieu,  et  l'on  n'a  pas  à  considérer  les  forces  qui 
le  produiraient. 

Définition  du  moment  virtuel.  —  Soient  P,  P'  ...  des 
forces  appliquées  aux  points  M,  M'  ...;  projetons  la  vitesse 
virtuelle  Mm  sur  la  force  P;  le  produit  P  X  »h«  est  le 
moment  virtuel  de  la  force  P.  On  voit  qu'il  est  égal  au 
produit  de  la  force  par  îa  projection  du  déplacement  sur  la 
direction  de  la  force. 

On  donne  à  ce  moment  le  signe  +  quand  la  projection 
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est  dirigée  dans  le  sens  de  la  force,  le  signe  —  quand  elle 
est  dirigée  suivant  son  prolongement. 

,  p  Le  moment  virtuel  est  nul 

quand  la  force  est   perpendi- 
culaire au  déplacement. 

On  voit  que  le  moment  vir- 
tuel de  la  force  P  est  ^al  au 
Fiq. 250       w<^'    "'m,       travail  élémentaire  de  la  force 
P,  quand  le  déplacement  vir- 
tuel Mm  coïncide  avec  le  déplacement  réel. 

Le  moment  virtuel  est  susceptible  d'une  autre  expression; 
soit  mMP  =  (|p,  Mï»  =  8s,  on  a  : 

Mn  =  5«  cos  i>, 

et  le  moment  virtuel  est  égal  dans  tous  les  cas  à  : 

P  îï  cos  i  =  3«  X  P  cos  «, 

c'est  à  dire  au  produit  de  la  vitesse  virtuelle  par  la  compo- 
sante de  la  force  suivant  la  direction  de  cette  vitesse. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  P  suivant 
trois  axes  rectangulaires,  ôx,  3y,  Iz  les  projections  de  la 
vitesse  virtuelle  sur  ces  trois  axes;  les  cosinus  des  angles 
de  MP  avec  les  axes  sont  : 

X        Y       Z 

p'    p'    p; 

les  cosinus  des  angles  de  Min  avec  ces  mêmes  axes  sont  : 

3a;       îy       Sz 


Oïl  en  conclut  : 


XÎJT  \ly  llz 
*^°*  ■  ~P3Ï'^  P  Si  '"■pî^" 
P>»  cos  if  =  \ir  -i-  YÎJ  +  Zîz. 
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Donc,  le  moment  virtuel  de  la   force   P 
expressions  : 

P  (!*  cos  «),      i$  (P  cos  -i),      XS3Î  +  Y8y  h 


Z3j. 


65.  Moment  vfrtnel  de  la  résultante  de  plusieurs  forces 
appliquées  à  un  même  point  matériel.  —  Soient  les  deux 
forces  P  et  Q  appliquées  au  point  M,  R  leur  résultante; 
on  a  : 

Moment  virtuel  de  P  =  Mm  X  Proj.  P  sur  Mm, 

—  Q  =  Mm  X  Proj.  Q  sur  Mm, 

—  R  =  Mm  X  Proj.  «sur  Mm; 
or  : 

proj.  de  R  =  proj.  de  P  +  proj.  de  Q, 
donc  : 

mom.  virtuel  de  R  =  mom.  virtuel  de  P  +  mom.  virlael  de  Q. 

^    Le  tliéorême  s'étend  de  lui-même  à  un 
nombre  quelconque  de  forces. 

Donc,  le  moment  virtuel  de  la  résul- 
tante d'un  nombre  quelconque  de  forces 
appliquées  à  un  même  point  matériel 
est  égal  à  la  somme  algébrique  des 
moments  virtuels  fies  composantes. 


.  66.  Théorème.  —  Si  Von  applique 

9'  aux  extrémités  d'une  droite  rigide  et 

inflexible  AB  detix  forces  égales  et  contraires  dirigées 
suivant  cette  droite,  leurs  moments  virtuels  seront  égaux 
et  de  signes  contraires. 

Soient  en  effet  les  deux  forces  AP  et  BQ,  AP  =  13Q, 
Art  et  B6  les  vitesses  virtuelles  des  points  A  et  B;  on 
a  ab  =  AB; 

moment  virtuel  de  AP  =  —  P  x  Aa', 
—  deBQ  =  +  P  X  Bb'; 
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or  la  droite  ab  faisant  avecAB  un  angle  infiniment  petit 

du  premier  ordre,  on  a  a'b'  =  ab,  en  négligeant  les  iniini- 

ment    petits    du 

second  ordre;  ou 

bien  : 

a'6'  =  AB, 
,  d'où  : 

Ao'=Bfr'. 
Donc,  etc. 

67.  Équations  exprimant  les  liaisons.  —  Considérons 
un  système  de  points  matériels  M(x,  y,  z),  M' (a;',  y',  z') ..., 
un  certain  nombre  de  points  pourront  être  assujettis  à 
rester  sur  des  courbes  ou  des  surfaces  données;  les  dis- 
tances de  certains  points  du  système  pourront  être  inva- 
riables, ou  avoir  entre  elles  des  relations  données. 

D'une  manière  générale,  on  aura  un  certain  nombre 
d'équations  entre  les  coordonnées  des  points  : 

t  nx,y,z,af.y',s-  ...  )  =  0, 
(*)  \  'i{x,y,z,x',y',z'  ...)  =  Q, 


Soit  j)  le  nombre  des  points  qui  forment  le  système;  les 
équations  (1)  seront  au  plus  au  nombre  de  3p  —  4  ;  lorsqu'il 
en  est  ainsi,  le  système  est  dit  d  /taisons  complètes;  s'il  y  a 
inoins  de  3p  —  1  équations,  le  système  est  dit  à  liaisona 
incomplètes. 

Dans  un  système  à  liaisons  complètes,  toutes  les  coor- 
données peuvent  être  considérées  comme  des  fonctjons 
déterminées  d'une  seule  variable  indépendante. 


.r=r,(«), 

^=7.A«)- 

s  =  F,  («). 

>■  =■/.,{»)  ■ 

-.     F.ClO, 

'•  =2.  («)• 

Digitized  by  ^lOOQ  IC 


304  couns  de  miîcanique. 

Chacun  des  points  du  système  ne  peut  décrire  qu'une 
courbe  déterminée  :  quand  le  point  M  se  déplace  de  M  en  m 
sur  la  courbe  qu'il  décrit,  il  entraine  les  autres  points  M' 
en  m'  ...  sur  leure  courbes  respectives. 

Un  corps  solide  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  fixe 
constitue  un  système  à  liaisons  complètes. 

68.  Démonstration  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
dans  le  cas  d'un  système  à  liaisons  complètes.  —  Nous 
adopterons  la  démonsti-ation  d'Ampère. 

Considérons  im  pareil  système;  soient  MP  =  P  la  résul- 
tante des  forces  appliquées  au  point  M,  M'P' ;^  P  celle 
des  forces  appliquées  en  M',  etc.  Le  principe  des  vitesses 
virtuelles  consiste  dans  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  qiie  le  systhne  soit  ai  équilibre,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  tnoments  virtuels  des 
forces  appliquées  owa:  différents  points  du  système  sort 
égale  à  zéro. 

Soient  : 

p  la  projection  de  la  vitesse  virtuelle  de  H  sur  la  direction  de  P, 
p'  ~  M'  —  P-, 

Je  dis  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
l'équiUbre  est  que  l'on  ait  : 

Vp  +  Yp'  +  ...  =0. 

Prenons  d'abord  deux  points  du  système  M  et  M'.  Intro- 
duisons un  nouveau  point  N  ;  assujettissong-Ie  à  se  mouvoir 
sur  une  surface  donnée,  et  lions-le  aux  points  M  et  M'  par 
deux  droites  rigides  et  inflexibles;  pour  une  position  donnée 
des  points  M  et  M',  le  point  N  ne  pourra  se  déplacer  que 
sur  un  cercle,  et  comme  il  doit  rester  sur  une  surface 
donnée,  il  en  résulte  qu'il  ne  poiu'i'a  se  mouvoir  que  sur 
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une  cei-taine  courbe  B,  loi-sque  le  point  M  se  déplacera  sur 
la  courbe  A,  M'  sur  A',  etc...  Appliquons  aux  deux  extré- 
mités de  la  droite  rigide  et  inflexible  M'N  les  deux  forces 
^ale3  et  opposées  S  et  —  S,  agissant  suivant  cette  droite; 
,  appliquons  de  même  aux  deux  extrémités  de  la  droite 


rigide  et  inflexible  MN  les  deux  forces  égales  et  opposées 
Ret  —  R,  agissant  suivant  cette  droite;  nous  ne  changerons 
rien  aux  conditions  du  système;  c'est  à  dire  que,  si  l'équi- 
libre avait  lieu  tout  d'abord,  il  aura  encore  lieu,  et  s'il 
n'existait  pas,  ce  n'est  pas  l'introduction  du  point  N  et  de 
nos  quatre  forces  S,  —  S,  R,  —  R  qui  aura  pu  l'établir. 

La  somme  des  moments  virtuels  des  forces  S  et  —  S 
appliquées  aux  extrémités  de  la  tige  rigide  et  inflexible  M'N 
est  nulle;  il  en  est  de  même  de  la  somme  des  moments 
vii-tuels  de  R  et  —  R;  donc,  la  somme  des  moments  vir- 
tuels de  P  et  P'  est  égale  à  la  somme  des  moments  virtuels 
des  six  forces  P,  R,  —  R,  —  S,  S,  P'. 

Actuellement,  déterminons  l'intensité  de  la  force  S  de 
manière  que  la  résultante  de  S  et  P'  soit  normale  à  la 

Deweïrods.  —  Jfrfconiîue.  H.  20 
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courbe  M',  puis  l'intensité  de  la  force  —  R  de  manière 
que  la  résultante  des  forces  —  S  et  —  R  soit  normale  à  la 
courbe  B;  la  somme  des  moments  virtuels  de  S  et  P'  sera 
nulle,  celle  de  —  S  et  —  R  sera  nulle  aussi  ;  donc  la  somme 
des  moments  virtuels  des  six  forces  P,  R,  —  R,  S>  —  S,  P' 
est 'égale  à  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  P 
et  R,  et  comme  la  somme  des  moments  virtuels  des  sii 
forces  doit  être  égale  à  celle  des  forces  P  et  P',  on  voit  que 
la  somme  des  moments  virtuels  de  P  et  R  est  égale  à  celle 
dePetP'. 

En  résumé,  sans  rien  changer  aux  conditions  de  l'équi- 
libre, on  a  introduit  un  point  N  dans  le  système  et  on  est 
arrivé  à  ce  résultat  qu'en  appliquant  une  nouvelle  force  R 
au  point  M,  le  point  M'  et  le  point  N  (par  suite  de  l'intro- 
duction de  forces  convenablement  choisies)  sont  soumis  à 
des  forces  normales  à  leurs  trajectoires  respectives,  et  la 
somme  des  moments  virtuels  des  deux  forces  P  et  R  appli- 
quées au  point  M  est  égale  à  la  somme  des  moments  virtuels 
des  forces  P  et  P'. 

On  considérera  un  troisième  point  du  système  M',  un  point 
auxiliaire  N'  qui  jouera  relativement  à  M  et  M'  le  même 
rôle  que  N  relativement  à  M  et  M',  et  on  verra  qu'on  pourra 
faire  en  sorte  que  ces  points  M'  et  N'  soient  soumis  à  des 
forces  normales  à  leurs  trajectoires  respectives,  à  la  condi- 
tion d'appliquer  en  M  une  nouvelle  force  dont  le  moment 
virtuel  sera  égal  à  celui  de  M'.  Donc,  en  somme  on  aura  le 
résultat  suivant  : 

Au  lieu  de  p  points  dans  le  système  à  liaisons  complètes, 
on  en  aura  p  +  p  —  1  =2^)  —  1;  tous  ces  points  sont 
sollicités  par  des  forces  normales  à  leurs  trajectoires  respec- 
tives, sauf  le  point  M,  qui,  au  lieu  d'être  soumis  à  la  force 
unique  P,  est  maintenant  soumis  à  l'action  de  p  —  1  forces 
nouvelles  dont  les  moments  virtuels  sont  égaux  respecti- 
vement à  ceux  des  forces  primitives  P',   P'  ...  Tous  les 
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points  du  nouveau  système  sont  en  équilibi-e  d'eux-mêmes, 
sauf  le  point  M  ;  si  ce  point  est  en  équilibre,  tout  le  système 
y  sera;  si  le  point  M  n'est  pas  en  équilibre,  il  se  mettra  en 
mouvement  sur  sa  courbe  et  entraînera  les  autres.  Donc, 
pour  que  tout  le  système  primitif  soit  en  équilibre,  il  faut 
et  il  sufRt  que  le  point  M  soit  en  équilibre,  sous  l'action 
des  p  forces  qui  lui  sont  actuellement  appliquées;  soit  S  la 
résultante  de  ces  p  forces;  il  faut  et  il  suflit,  pour  l'équi- 
.  libre,  que  cette  résultante  soit  normale  à  la  courbe  A,  ou 
que  son  moment  virtuel  soit  nul.  Or,  le  moment  virtuel 
de  S  est  égal  à  la  somme  des  moments  virtuels  des  j)  forces 
P,  P',  P'  ...  appliquées  aux  points  M,  M',  M'  ...  Donc,  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  du  système 
est  que  l'on  ait  l'équation  ; 

Pp  +  Fp'  +  py ...  =0. 
Il    faut    remarquer    que    dans    cette    équation    les    rajn 


^P     ?- 


,  sont  déterminés. 


69.  Démonstration  du  principe  dans  le  cas  des  liaisons 
incomplètes.  —  11  y  a  moins  de  '<ip  —  1  équations  de 
condition.  Le  système  n'est  pas  à  liaisons  complètes;  on 
peut  lui  faire  prendre  non  pas  un  seul  mouvement,  mais 
une  infinité.  Considérons  l'un  quelconque  de  ces  mouve- 
ments, qui  deviendrait  le  seul  possible,  si  aux  équations  de 
condition  données,  on  en  ajoutait  de  nouvelles,  de  manière 
û  rendre  le  système  à  liaisons  complètes.  Il  est  nécessaire 
que,  relativement  au  mouvement  considéré,  la  somme  des 
moments  virtuels  soit  égale  à  zéro. 

Car,  supposons  que  l'équilibre  existe  tout  d'abord  ;  on  ne 
le  troublera  pas  en  gênant  les  mouvements  des  dilTérents 
points  du  système,  de  manière  à  réduire  ces  mouvements 
à  un  seul,  celui  dont  nous  avons  parlé;  le  système  devra 
être  en  équilibre  à  plus  forte  raison.  Mais,  si  la  somme  des 
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moments  virtuels  n'était  pas  nulle,  le  système  prendrait  le 
mouvement  considéré.  Donc,  pour  qu'aucun  des  mouve- 
ments compatibles  avec  les  liaisons  du  système  n'ait  lieu, 
il  faut  que,  pour  chacun  de  ces  mouvements,  la  somme  des 
moments  virtuels  soit  égale  à  zéro. 

RÉaPROQUEMENT.  —  Si  Cette  condition  est  remplie,  l'équi- 
libre a  lieu.  Car,  si  un  mouvement  s'accomplissait,  ce 
mouvement  serait  déterminé.  Introduisons  d'autres  liaisons 
ne  gênant  pas  ce  mouvement,  mais  gênant  les  autres,  si 
l'on  tentait  de  les  accomplir,  nous  aurons  alors  un  système 
à  liaisons  complètes;  puisque  le  mouvement  a  lieu,  c'est 
que  la  somme  des  moments  virtuels  n'est  pas  nulle,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse.  La  condition  énoncée  est  donc 
nécessaire  et  suffisante. 

Ainsi,  pour  tous  les  mouvements  possibles,  on  doit  avoir 
l'équation  : 

Pp  +  P'p'  +  P*p* ...  =  0. 

Autre  forme  de  l'équation  des  vitesses  virtuelles.  —  A  la 
force  P,  substituons  ses  composantes  X,  Y,  Z;  de  même 
considérons  le  déplacement  du  point  M  comme  résultant 
des  trois  déplacements  Sx,  Sy,  3z;  nous  aurons  : 

mom.  virtuel  de  P  =  XÎ3;  +  YSy  -+-  ZBz, 

et  l'équation  des  vitesses  virtuelles  deviendra  : 

(!)  2  ^^^*  -^  ^^y  -*■  ^*^)  =  **■ 

70.  Conditions  â'éqoilîbre  d'un  systàme.  —  Nous  allons 
montrer  comment  on  déduit  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles les  conditions  d'équilibre  d'un  système  donné. 

Supposons  que  les  liaisons  qui  existent  entre  les  divers 
points  du  système  soient  exprimées  par  les  équations  : 

2)  L— 0,      M  =  0,      N  =  0,      .... 
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entre  les  coordonnées  des  divers  points  du  système  x,  y,  z, 
x\  y',  z'...  Soient  8a;,  ly,  3z,  6a;',  ...  des  variations  infini- 
ment petites  compatibles  avec  les  liaisons;  nous  devrons 
avoir  entre  ces  variations  les  relations  suivantes  : 


dL  ,         dL  .        dL  , 
dx           dy    "       dz 

==  +  .^"'-- 

..  =  0, 

du,      da,      du. 
d^"-^li'»*-,' 

>'*§'"-■■ 

,.  =  0, 

dx 

=  0. 

Soit  i  le  nombre  des  équations  de  condition;  i  des  varia- 
tions ix,  5y,  ...  au  nombre  de  3p,  seront  des  fonctions 
linéaires  des  3p  —  t  variations  restantes,  lesquelles  seront 
arbitraires.  En  reportant  ces  t  variations  dans  (1),  on  aura 
une  fonction  linéaire  des  3p  —  i  variations  arbitraires;  et 
cette  fonction  devra  être  nulle  quelles  que  soient  les  3p  —  i 
variations.  Le  coefficient  de  chacune 'de  ces  variations 
devra  donc  être  nul  ;  on  aura  ainsi  3p  —  i  équations  qui, 
combinées  avec  les  i  équations  de  condition,  donneront  Sp 
équations  propres  à  déterminer  les  3p  coordonnées  x,  y,  z, 
x',  y',  z',  ...  des  points  du  système,  dans  la  position,  ou 
dans  les  positions  d'équilibre. 

Il  y  a  3p  —  i  équations  d'équilibre. 

ÉUminatioa  par  la  méthode  des  facteurs.  —  Multiplions 
les  équations  (3)  respectivement  par  les  facteurs  indéter^ 
minés  X,  n,  t  ...  et  ajoutons  l'ensemble  à  l'équation  (1); 
nous  aurons  : 


Ix  . 


{^      .,  dL         dM         dN  \ 

x  +  x^i — y-  ^-i — h-ct—  +  ■■■! 

\  àx         dx         dx  I 

/„      ,  dL  dM         dN  \  . 

V  dy       "  d^         <ly  }    ' 
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Nous  Hvoiis  (lit  que  ï  variations  sont  fonction  des  3p  — ^  t 
variations  restantes,  lesquelles  sont  indépendantes.  Profitons 
de  l'indétermination  de  X,  ja,  v  ...  pour  annuler  dans  (4)  les 
coefficients  des  i  variations  dépendantes;  les  autres  étant 
indépendantes,  on  devra  égaler  à  zéro  leurs  coefficients. 
On  aui'a  donc  en  somme  les  3p  équations  : 

dN 
«   .     -.-V  -,—  -+  ...  =0,    . 

„         rfL  rfM  dN 

dg  '^  dy  dy 

„      ,  dL  dM  dN 

I               dz  "^  dz  iz 

V,      ,  A^  rfM  dN 

dx'  dx  dx 


(-2)  et  (5)  forment  un  système  de  3j)  + 1  équations  conte- 
nant les  '.ip  -\-  i  inconnues  x,  y,  z,  x' ,  y',  z'  ...  À,  n,  v. 

Réciproquement.  —  Si  ces  équations  ont  lieu,  l'équilibre 
aura  Heu  aussi;  car  en  multipliant  les  équations  (5)  respec- 
tivement par  3a:,  Sy  ...  et  ajoutant,  on  a  : 

\Zx  +  Y£y  +  Z52  +  X'Sa/  +  ... 
I  Vda;  dy  dz  dx'  "') 

et  en  vertu  de  (3)  cette  équation  se  réduit  à  : 
-  Y!y  +  Z52)  =  0. 


2(xs^ 


De  la  BigniKcatîoa  mécaniqQâ  des  facteurs  a,  ^,  i.  — 
Dans  les  équations  (5),  chaque  équation  de  condition  L  =0 
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'        .'  .  tlL         dl  .   „, 

est  représentée  par  un  terme  X  t-'  a  j--..;si  1  équation 

de  condition  n'existait  pas,  mais  qu'à  X  on  ajoutât  une 

force  \j-'  à  Y,  X  j- ...,  les  équations  (5)  resleraient  les 

mêmes.  On  peut  donc  dire  que  la  liaison  L  =  0  produit  les 
forces  suivantes  : 


dy 


.    >. -7-;  suivant  Oar, 

1       dx 

,]   -  àh 
en  m'  '   a  t-t      —     Oy, 

dz 

La  résultante  de  la  foi'ce  appliquée  en  »i,  et  pioveuant  de  la 
liaison  L  ::=  0  sera  : 

le  cosinus  de  l'angle  que  fait  cette  force  avec  Ox  sera  : 
dL 


Si,  dans  l'équation  L  =:  0,  on  considère  x,  y,  z  comme 
seules  variables,  on  aura  l'équation  d'une  surface;  la  force 
considérée  précédemment  sera  dirigée  suivant  la  normale 
à  cette  surface. 
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71.  Application  du  principe  des  vitesses  virtuellea  à  la 
recherche  des  conditions  d'équilibre  d'un  corps  solide 
entièrement  libre.  —  Nous  considérons  le  corps  solide 
comme  formé  d'un  nombre  p  de  points  matériels  dont  les 
distances  mutuelles  sont  invariables;  soient  M,  M',  M' 
trois  de  ces  points.  Le  nombre  des  coordonnées  de  tous  les 
points  du  système  est  3jî.  Il  y  aura  d'abord  trois  équations 
de  condition  pour  exprimer  que  les  côtés  du  triangle  MM'  M' 
pont  invariables;  pour  chacun  des  p  —  3  autres  points  tels 
que  M",  il  faudra  trois  conditions  pour  exprimer  que  les 
longueurs  MM",  M'M",  M'M"  sont  invariables;  on  aura 
donc  en  tout  : 

3  (p  -  3)  +  3  =  3p  -  6 

équations  de  liaison,  entre  les  3p  coordonnées;  donc,  il  y 
aura  six  conditions  d'équilibre. 

On  trouvera  ces  six  conditions  en  imprimant  au  corps 
solide  six  mouvements  virtuels  simples,  indépendants  les 
uns  des  autres. 

l»  Translation  parallèle  à  Ox.  —  C'est  un  mouvement 
virtuel  possible  ;  pour  ce  mouvement  on  a  ; 

dX=:  dx'  =  ... 

L'équation 

donne  : 

2(X)  =  0. 

On  trouvera  de  même  : 

2;{Y)=o,  ^m=o. 

2°  Rotation  infiniment  petite  autour  d'un  des  axes  coor- 
donnés. —  Pour  une  rotation  infiniment  petite  S9  autour 
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de  Oz,  on  a  : 

œ  =  r  cos  6,      y  =  r  sin  8,      2  =  const,, 
3iF  =  — y36,      îy=  +  a;36,      S2  =  0, 

et  l'équation  (1)  se  réduit  à  : 

36  2(a;Y-yX)  =  0. 

On  trouvera  donc  les  six  conditions  suivantes  : 

S(yZ  — 2Y)  =  0;      ^{zX-xZ)  =  0;      2(a!Y-yX)  =  0. 

Ces  conditions  sont  distinctes;  ce  sont  les  six  équations  de 
l'équilibre. 

72.  Sot  nne  propriété  de  l'équilibre  relative  aux  maxima 
et  aux  minima.  —  Reprenons  l'équation 

(i)  2  i^^''  +  Y3y  +  ZSz)  =  0 

qui  donne  les  conditions  d'équilibre  d'un  système  quel- 
conque, en  y  adjoignant  les  équations  entre  les  variations 
5a:,  îy  ...  fourmes  par  les  équations  qui  expriment  les 
liaisons.  Supposons  qu'il  existe  une  fonction  des  forces  U, 
c'est  à  dire  que,  sans  tenir  compte  des  liaisons,  on  ait  : 

î  ***'  '*!''  *"' 

I  X'=— 
\  dx'  "' 

On  en  conclura  : 
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On  devra  donc  avoir  l'équation  : 
(3)  SU  =  0, . 

en  observant  que  les  variations  3a;,  Sy  ...  doivent  être 
considérées  dans  l'équaUon  (3)  comme  liées  entre  elles  par 
les  équations  de  condition  qu'on  déduit  des  éqifations  qui 
expriment  les  liaisons  du  système. 

Il  en  résulte  qu'en  général,  dans  la  position  d'équilibre, 
la  fonction  des  forces  U  sera  un  maximum  ou  un  minimum, 
en  tenant  compte  des  liaisons  du  système.  Ainsi,  supposons 
que  les  liaisons  permettent  d'exprimer  toutes  les  variables 
X,  y,  z  ...  ea  fonction  d'un  certain  nombre  de  variables 
indépendantes  >.,  [i.  ...;  on  devra  avoir,  U  pouvant  être 
exprimée  également  à  l'aide  de  ces  variables,  les  équations  : 

Ce  sont  les  équations  mêmes  que  l'on  rencontrerait,  si 
l'on  cherchait  à  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la 
fonction  U,  des  variables  indépendantes  ).,  t*  ...;  on  sait 
que  quand  on  aura  trouvé  les  valeurs  de  X,  jt ...  qui  vérifient 
les  équations  (4),  il  n'en  résultera  pas  nécessairement  que 
ces  valeurs  répondent  à  un  maximum  ou  à  un  minimum 
deU. 

On  voit,  quoi  qu'il  en  soit,  que  dans  le  cas  considéré,  où 
il  existe  une  fonction  des  forces,  on  aura,  pour  trouver  les 
conditions  d'équilibre,  à  résoudre  la  même  question  ana- 
lytique que  s'il  s'agissait  de  trouver  ie  maximum  ou 
le  minimum  d'une  fonction  U  d'un  certain  nombre  de 
variables  indépendantes  ).,  [x  ...  C'est  là  un  principe  que 
Maupertuis  avait  proposé  sous  le  nom  de  loi  du  repos. 

Nous  verrons  plus  loin  que,  quand  la  fonction  U  est  uif 
maximum,  l'équilibre  est  stable. 

l.es  équations   (2)  sont  vérifiées  loi-sque  les  foi-ces  qui 
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agissent  sur  tes  liivei's  points  du  système  ne  sont  autre 
chose  que  les  actions  de  la  pesanteur  sur  ces  points;  on  a 
dans  ce  cas,  en  prenant  l'axe  des  z  vertical  et  dirigé  vers 
le  bus  : 

X  =0,      Y=0,      Z  =  my  ] 

X'=0,      Y'  =  0,      T—m'q      U  =:«?(<«=  + w'i' +  .■.), 


et  l'équation  (1)  devient  : 

mîs  +  m'  Si'  +  ...  =  3(h(3  +  «t'  z'  ...)  =  0. 
Soit  z,  l'ordonnée  du  centre  de  gravité   du    système; 
on  aura  : 

U  =  â':,  Sm;      22,  =  0. 

Ainsi,  quand  on  considère  un  certain  nombre  de  points 
pesants  liés 'entre  eus  d'une  manière  quelconque,  on  trou- 
vera la  position  d'équilibre  du  système  en  cherchant,  parmi 
toutes  les  positions  compatibles  avec  les  liaisons,  celle  pour 
laquelle  le  centi-e  de  gravité  sera  le  plus  bas  possible.  La 
position  dans  laquelle  le  centre  de  gravité  sera  le  plus  bas 
possible  sera  une  position  d'équilibre  stable. 

Exemples.  —  1"  Èlani  donné  un  fil  homogène  pesant, 
dont  les  deux  extrémités  soAt  fixes,  et  dont  la  longueur  est 
donnée,  trouver  sa  position  d'équilibre.  —  On  l'obtiendra 
en  cherchant,  à  l'aide  du  calcul  des  variations,  parmi  toutes 
les  courbes  passant  par  les  deux  points  fixes,  et  ayant  une 
longueur  donnée,  celle  dans  laquelle  le  centre  de  gravité 
lie  la  courbe  est  le  plus  bas  possible;  on  trouve  airtsi  lu 
chaînette. 

2o  Un  ellipsoïde  pesant  homogène,  étant  placé  sur  un  ■ 
plan  horizontal,  son  centre  de  gravité  ou  son  centre  de 
lifîure  sera  le  plus  bas  possible,  lorsque  l'ellipsoïde  tou- 
chera le   plan  fixe  par  l'une  des  extrémités  du  plus  petit 
des  txo'is  axes;  alors,  l'équilibre  sera  stable. 
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3°  Considérons  un  corps  solide  attirant  un  point  matériel 
suivant  la  loi  de  Newton;  soient  x^,  y,,  z,  les  coordonnées 
de  ce  point,  V  le  potentiel  du  corps  relatif  à  ce  point, 
on  aura  : 

y       ,   dV       ^       .   rfV       _       .    rfV 

A  =  ru.  5—;         \  =.f\].  -— ;        1  =  f-j.—-- 

Nous  aurons  donc  pour  l'équilitire  : 

|I=0,     f  =0,     "=0. 
ttx,  ay^  fl2j 

Si  nous  considérons  un  point  voisin  du  point  attire,  en 
désignant  ses  coordonnées  par  : 

a  =  «,  +  A;      y  =  y„  4-  ft;      2  =  s,  -t-  /, 

nous  aurons  : 


=  v..!(. 


dxl  dyl  dzl 


dy^  àz^  dx^  dx^  dx,  dyj 

Pour  que  V,  soit  un  maximum,  il  faut  qu'on  ait  : 

^;y<„,  £_y<„,  "<o; 

dx\  dyi  dzl 

pour  un  minimum,  au  contraire,  on  devrait  avoir  : 

">„,  j4>„,  g>„. 

•  axl  dy\  dz\ 

Mais,  si  le  point  attiré  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  même 
du  corps,  on  a,  comme  on  sait  : 

d'Y  (PV  (PV  . 
-r-i  +  -r-i+  ^-i  =^- 
dx\      dy\      dz\ 

Donc,  en  écartant  le  cas  exceptionnel  ou  3-î'  ^'  j^ 
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seraient  nuls  tous  les  trois,  on  voit  que  ces  trois  quantités 
ne  peuvent  pas  avoir  le  même  signe,  que  ce  signe  soit  du 
reste  le  signe  -h  ou  le  signe  — .  Donc  V,  qui  est  ici  la 
fonction  des  forces,  n'est  généralement  ni  un  maximum  ni 
un  minimum,  contrairement  à  une  assertion  que  l'on  trouve 
dans  quelques  traités  de  Mécanique. 

AppUoaUom  ta  principa  in  viteiHi  vlrtsgllei. 

73.  Les  machines  employées  dans  l'industrie  sont  en 
général  des  systèmes  à  liaisons  complètes.  Soient  P  la 
puissance  qui  -doit  vaincre  la  résistance  R,  îp  le  chemin 
parcouru  par  le  point  d'application  de  la  puissance 
projeté  sur  la  direction  de  ta  puissance,  8r  !e  chemin 
parcouru  par  le  point  d'application  de  la  résistance  projeté 
sur  la  direction  de  cette  force;  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  nous  fournira  l'équation  : 

P3p  +  R3r  =  0; 

or,  ici  ip  et  3r  sont  identiques  à  dp,  dr;  on  aura  donc  :  ' 

Pdp  +  Rdr  =  0. 

Donc,  les  forces  sont  en  raison  inverse  des  chemins 
parcourus  par  leurs  points  d'application,  ces  chemins 
étant  projetés  sur  les  forces  correspondantes.  C'est  là  une 
remarque  qui  avait  été  faite  par  Galilée,  qui  avait  vérifié 
ce  théorème  dans  un  certain  nombre  de  machines  simples 
et  le  r^ardait  comme  une  propriété  générale  de  l'équilibre 
des  machines;  c'est  là  l'origine  du  principe  des  vitesses 
virtuelles. 

lo  PresBe  à  coin.  —  Soient  ABC  un  coin  isocèle,  A'B'C 
une  position  infiniment  voisine;  on  doit  avoir,  pour  l'équi- 
libre : 

PX  BH  =  R  X  DB'. 
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BB'  est  égal  et  parallèle  à  AA',  le  triangle- DBB'  est 
isocèle,  et  l'on  a  : 

=  2BHtg3; 

donc  : 
P         P  =  2R  Ig  «, 

\  La  résistance  que 

^  l'on  pourra  vaincre 
avec  une  puissance 
'  '  donnée  sera  d'au- 

tant plus  grande  que  a  sera  plus  petit. 

2"  Balance  de  Roberral.  —  La  balance  de  Roberval  se 
compose  essentiel- 
lement d'un  paral- 
lélogramme articu- 
lé CDEF, 'dont  les 
côtés  CD  et  E F  res- 
tent toujoui-s  verti- 
caux; la  droite  ver- 
ticale AB  qui  réu- 
nit les  milieux  des 
côtés  CD  et  EF  est 
fixe.  HK  et  ML 
sont  des  bras  hori- 
zontaux, attachés 
aux  côtés  EF  et 
CD;  aux  points  K 
et  M  de  ces  bras 
on  suspend  des 
poids  P  et  Q;  on  demande  la  condition  d'équilibre. 


fig.255 
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Ck)nsidéroiis  la  position  infiniment  voisine  C'D'E'F'  du 
parailélc^ramme.  Soient  II'  et  L'  les  nouveaux  points 
d'attache  des  bras,  on  doit  avoir  : 

P  X  H'  H'  =  Q  X  L'  L', 
ou  : 

PX  E'E'  =  Q  XCC 

Or,  E'E'  et  CC  sont  les  projections  sur  la  verticale  des 
cordes  ^les  EE'  et  CC  également  inclinées  sur  cette 
verticale;  donc  : 

E'E*  =  ce,      P  =  Q. 

Ainsi,  l'équilibre  aura  lieu  pour  P  =  Q,  quels  que  soient 
les  points  K  et  M  des  bras  horizontaux,  où  l'on  applique 
les  poids,  et  quelle  que  soit  la  position  du  parallélogramme 
articulé. 

3°  Équilibre  du  genou.  — OA  est  une  tige  solide  pouvant 
tourner  autour  du  point  fixe  0;  AB  est  une  autre  tige 
solide  dont  l'extrémité  A  est  articulée  avec  la  tige  OA, 


Fy.  25D 


l'extrémité  B  étant  astreinte  à  se  mouvoir  sur  une  droite 
fixe    OB;   la  puissance  P  est  appliquée  en  un  point  G 
de  O  A;  la  résistance  Q  est  appliquée  en  B  et  dirigée  suivant 
la  droite  BO;  on  demande  la  condition  d'équilibre. 
Soient  : 

OA  =  a,      OC  =  c,      PCO  — f. 

Considérons  le  genou  dans  la  position  infiniment  voisine 
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OA'B',  menons  CD  perpendiculaire  sur  P,  A'I  et  B'H 
perpendiculaires  sur  AB;  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
nous  donne  l'équation  : 


(1) 

PX  CD  =  Q  X  BB', 
CD  =  CC'sinY; 

or  on  a  : 

ce 

AA' 

=  -;    donc:    CD  =  -s 
a                          a 

BH=BB'  cosB, 
mais  BH  =  AI  si  on  n^lige  les  infiniment   petits  du 
second  ordre,  donc  : 


AI  =  AA'  siD  A;    donc: 
î' équation  (1)  donne  donc  : 


Qsin  A  . 


o        '  cos  B 

Pc  sin  Y Q  sîn  A 

a  cos  B 

c  sin  Y  cos  6 


Q  =  PX- 


sin  A 

Toutes  choses  égales  d'ailleurs,  la  résistance  Q,  qu'on 
pourra  vaincre  avec  une  puissance  donnée  P,  sera  d'autant 
plus  grande  que  sin  f  sera  plus  voisin  de  1,  ou  y  de  90*; 
supposons  Y  =  90»;  alors  : 

a  sin  A 

Supposons  de  plus  ie  genou  isocèle,  c'est  à  direOA  =  AB; 
alors  : 

2B  + A  =  I80°; 

sin  A  =:sin  2B, 
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Si  B  est  petit,  avec  la  puissance  P,  on  pourra  vaincre 
une  très  grande  résistance. 

4»  Pont-Levis  de  Belidor.  —  ÂB  est  le  tablier  du  pont, 
mobile  autour  d'une  horizontale  projetée  en  A,  C  son 


centre  de  gravité,  supportant  le  poids  P  du  tablier;  une 
chaîne  part  de  B,  s'enroule  sur  un  treuil  dont  l'axe  est 
projeté  en  0,  sur  la  verticale  du  point  A,  la  chaîne  se 
continue  en  OM  et  porte  un  poids  Q;  le  point  M  est 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  UV;  on  demande 
de  déterminer  cette  courbe  UV  de  manière  que  l'équilibre 
ait  lieu  dans  touteâ  les  positions  du  système. 
Posons  : 

AC  =  0,      AB  =  b,      OA  —  A,      BAO  =  ?,      MOA  =  w, 
MO  =  p. 

Soit  l  la  longueur  de  la  chaîne,  i  =  OB  +  OM;  on  aura  : 

0B  =  /  — p;      AD  =  acosç;      OE  =  p  cos  u. 
DE9PEÏH0US.  —  Mécanique.  II.  SI 
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Considérons  la  position  infiniment  voisine  du  ftystème; 
on  devra  avoir  : 

—  P  XDD'  +QxEE'=0, 

DD'  =d.kD  =  d.acos>f, 

EE'  =d.OE  =  d.  pcos  w. 

+  Qd.p  cosu  =  0. 
ÂÔ'  —  2  AB  X  ÂÔ  cos  ?, 

4-  A*  —  ibh  cos  ç, 

--".('-?)■; 

-p)*  +  Qà.p  cosu  =  0. 
Si  l'équation  de  la  courbe  UV  était  donnée, 

(4)  P  =  r(<^). 

on  déduirait  de  (3)  et  (4)  la  position  sur  cette  courbe  du 
point  M,  qui  répond  à  l'équilibre.  Si  l'on  veut  que  l'équi- 
libre ait  lieu  dans  toutes  les  positions,  on  doit  considérer 
l'équation  (3)  comme  étant  l'équation  différentielle  de  la 
courbe;  on  en  déduit,  en  désignant  par  C  une  constante 
arbitraire  : 

(5)  pcos«  =  C-j^(/-p)V 

On  peut  montrer  que  cette  équation  représente  une 
ovale  de  Descartes,  c'est  à  dire  que  l'on  peut  trouver  sur 
la  droite  OA  un  point  fixe  0'   tel  que  p'  désignant  la 


donc: 

(1) 

—  Pad.cos 

Or; 

ob'  =  ïb'  +  3 

ou: 

(2) 

{i-,y  =  i 

d'où: 

(J.COSç  — 

(1)  devient  donc  : 

(3) 

P»     J     /F 
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distance  MO',  on  ait  : 

p  +  Hf'  =  f, 

n  et  /"désignant  des  constantes. 

Supposons  maintenant  qu'en  vertu  des  conditions  : 
tiales  on  ait  : 

^       Pn/' 


p  =  2/  —  2m  cos  (, 
équation  d'un  limaçon  de  Pascal. 
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PRIHCIPE  DE  DUEICBERT. 


74.  On  a  vu,  dans  le  chapitre  précédent,  comment  les 
équations  d'équilibre  d'un  système  quelconque  de  points 
soumis  à  des  liaisons  déterminées  par  des  équations  quel- 
conques peuvent  être  déduites  d'une  formule  générale. 
Le  mouvement  d'un  système  de  points  liés  entre  eux  d'une 
manière  quelconque  peut  de  même  être  déterminé  par  un 
principe  général,  dû  à  d'Alembert. 

Considérons  un  système  de  points  matériels  en  mouve- 
ment M,  M'  ...;  soient  X,  y,  z,  x' ,  y',  z'  ...  les  coordonnées 
de  ces  points;  les  liaisons  s'exprimeront  pai'  des  équations 
de  condition  entre  ces  coordonnées,  qui  pourront  également 
contenir  le  temps.  Soient  ces  équations  : 

fit,  x,y.z,x',y',z',  ...)  =0, 
ç((,  x,y,z,  x',y\z',  ...)  =0, 


Dans  le  mouvement  du  système,  le  point  M  décrit  une 
certaine  courbe  C,  le  point  M'  une  courbe  C  ... 

Soit  P  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  le  point  M, 
P'  la  résultante  de  celles  qui  agissent  sur  M'  ,..;  le  point  M 
ne  se  meut  pas  sous  l'action  de  la  force  P,  comme  s'il  était 
libre,  à  cause  de  sa  liaison  avec  les  autres  points  du  système; 
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soit  P,  la  force  qu'il  faudrait  appliquer  à  chaque  instant  au 
point  M  supposé  libre,  pour  produire  le  mouvement  que 
ce  point  possède  dans  le  système  considéré;  soit  de  même  P,' 
la  force  qu'il  faudrait  appli- 
quer au  point  M'  supposé 
libre,  pour  produire  le 
j--  258  mouvement  de  ce  point... 
*''  La  force  P  peut  être  consi- 

dérée comme  étant  la  résul- 
tante de  la  force  P,  et  d'une 
autre  force    P,    ...;    nous 
"'"'  pourrons  donc  considérer 

notre  système  de  points  matériels,  comme  liés  les  uns  aux 
autres  d'une  certaine  manière,  et  soumis  aux  forces  P,  et  P, 
pour  M,  p;  et  P^  pour  M'  ...  et  prenant  le  mouvement 
observé. 

Imaginons  un  système  identique  de  points  matériels 
libres,  non  soumis  aux  liaisons,  et  où  les  points  M,  M'  ... 
seraient  sollicités  par  les  forces  P„  P|  ...;  les  deux 
systèmes  auront  le  même  mouvement;  ainsi  les  forces  P, 
sans  les  liaisons  produisent  le  même  mouvement  que  les 
forces  P,  et  P,  avec  les  liaisons.  Donc  les  forces  P,  jointes 
aux  liaisons  ne  modifient  pas  le  mouvement;  les  liaisons 
ne  ser\'ent  qu'à  détruire  les  forces  P..  Ces  forces  P,  ont 
été  appelées  par  d'Alembert  les  forces  éperdues;  on  a  donc 
le  théorème  suivant  dû  à  d'Alembert  ; 

Dans  un  système  en  mouvement,  les  forces  perdues  se 
font  équilibre  à  chaque  instant,  en  tenant  compte  des 
liaisons  du  système. 

Antre  manière  de  présenter  le  principe.  —  La  force  P, 
peut  être  considérée  comme  étant  la  résultante  de  la 
force  P  et  d'une  force  P,  égale  et  contraire  à  P,;  donc, 
l'ensemble  des  forces  P  et  P,  se  font  équilibre,  en  tenant 
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compte  des  liaisons  du  système,  c'est  à  dire  sur  le  système 

gêné;  on  peut  donc  énoncer  ainsi  le  théorème  : 

Dans  le  mouvement  d'un  système  quelconqite  de  pointe 
soumis  à  des  liaisons  et  sollicités  par  des  forces  quelconques, 
il  y  a  équilibre  à  chaque  instant,  au  moyen  de  ces  liaisons, 
entre  ces  forces  et  des  forces  égales  et  directement  opposées 
à  celles  qui  produiraient  pour  chaque  point  matériel, 
supposé  libre,  le  mouvement  qu'il  a  réellement. 

Les  efforts  exercés  sur  le  système  peuvent  varier  à 
chaque  instant;  ils  sont  produits  par  les  forces  variables  P, 
qui  s'y  font  constamment  équilibre. 

75.  Éqoationa  gânérales  du  mouvement  d'un  système.  — 

En  vertu  du  principe  de  d'Alembert,  toutes  les  questions 
de  mouvement  se  trouvent  ramenées  à  des  questions 
d'équilibre;  en  combinant  ce  principe  avec  celui  des 
vitesses  virtuelles,  on  obtient  une  équation  qu'on  peut 
appeler  l'équation  générale  de  la  Dynamique. 

Désignons  par  X,  Y,  Z  les  composantes  connues  de  la 
force  totale  appliquée  au  point  M,  dont  la  masse  est  m  et 
les  coordonnées  x,  y,  z;  soient  X',  Y',  Z',  x',  y',  z'  les 
mêmes  éléments  pour  le  point   M'  de  masse  m'...  La 

force  MP,  aura  poui-  composantes  m  -Tp>  m  -Af  m  jp; 

les  composantes  de  P.  seront  : 

d'à;  d*y  d'z 

-"if-  -"de'  -"'s?' 

la  force  P  a  d'ailleurs  pour  composantes  X,  Y,  Z;  donc  les 
composantes  des  forces  P„  P|,  etc.,  seront  : 


(P.) 

— »^' 

--g' 

-»,Çf 

(p;) 

-»^' 

--'•^' 

-™^ 

jyGoogIc 


DYNAMIQUE.  327 

Tontes  les  forces  P„  P,'  ...  doivent  se  faire  équilibre  à 
chac[ue  instant  sur  le  système,  en  tenant  compte  des 
liaisons.  Si  donc,  à  un  instant  (fuelconque,  ix,  hy,  iz, 
ix',  Sy',  5z'  ...  sont  des  variations  infiniment  petites 
quelconques  des  coordonnées  compatibles  avec  les  liaisons, 
â  l'époque  considérée,  on  devra  avoir,  pour  tous  ces  dépla- 
cements virtuels,  l'équation  : 


2S(x-»^»),,.(Y-»fl),,.(.-».-),..j  =  0. 


(J) 


Telle  est  l'équation  générale  cherchée;  on  peut  encore 
l'écrire  : 

(2)  2  (Xa*  +  Y3»  +  Z3«)  =  ï  m  (^  8»  +  ^J,  !»  +  ^  8î). 

le  23  du  premier  membre  s'étend  à  tous  les  points  auxquels 
des  forces  sont  appliquées;  le  S  du  second  à  tous  les 
points  en  mouvement  sans  exception;  s'il  s'agissait  d'un 
corps  solide,  ce  second  2  constituerait  à  proprement  parler 
une  intégrale  triple  étendue  à  tout  le  corps. 

Voyons  comment  on  déduira  de  l'équation  générale  (i), 
dans  chaque  cas  particulier,  les  équations  du  mouvement. 
Supposons  le  système  formé  de  n  points,  entre  les  3n  coor- 
données desquels  existent  p  relations  pouvant  contenir  le 
temps  t  : 

(  ?■('.  3;„y„s„  x„y„z,...  a;„y„î,)  =  0, 
(3)  j  ?.C'.  a;,.y„z„a;.,y„3,...a;.,y.,z«)  =  0, 

\  ?^('.  «i-ffu^n  !P.,y..s.-  JP.,y.,3.)  =  0, 

le  nombre  j»  devra  être  au  plus  égal  à  3n  —  i. 

j^es  conditions  (3)  devant  être  satisfaites  par  le  système 
dans    sa  position  actuelle,  et  dans  celle  qui  répond  à  un 
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déplaeement  quelconque,  à  la  même  époque,  il  faudra 
différentier  ces  équations  (3)  par  rapport  à  x„  y„  z,  ... 
sans  faire  varier  le  temps;  on  aura  ainsi  entre  les  3n 
variables  îa;„  Sy„  5z,  ...  !x,,8j/,,53,,  lesp  équations  : 


(*) 


âx,     '       dy,   "      dz,  dz, 

dop  .  da^ ,  do,  ^  dcp  ,  . 

,  dx^  dy,    "      dz,     '  dZn 


On  pourra  tirer  de  ces  équations  p  variations  en  fonction 
des  3rt  —  p  autres  qui  seront  entièrement  arbitraires;  on 
les  portera  dans  l'équation  (1),  et  on  devra  égaler  à  zéro 
les  coefficients  des  3n  — p  variations  arbitraires;  on  trou- 
vera ainsi  3n  — p  équations  qui,  jointes  aux  p  équations  (3), 
donneront  un  système  de  3n  équations,  pour  déterminer 
les  3n  coordonnées  en  fonction  du  temps;  parmi  ces  3ii 
équations,  3n  —  p  seront  des  équations  différentielles 
simultanées,  du  second  ordre. 

On  peut  opérer  d'une  manière  plus  symétrique.  Soient 
X„  A, ...  Xj,,  p  facteurs  indéterminés;  multiplions  les  équa- 
tions (4)  respectivement  par  ),„  >,,  ...  ).,  et  ajoutons-les  à 
l'équation  (1);  nous  aurons  ; 


(S)  2  h'- 


dC         '  dxi        *dXi  ^  dXi  ) 


Pi'ofitons  de  l'indétermination  des  p  multiplicateurs  Â, 
pour  annuler  les  coefficients  des  p  variations  qui,  d'après  (4), 
sont  des  fonctions  connues  des  3ji  — p  variations  restantes, 
lesquelles  sont  arbitraires;  il  faudra  alors,  dans  l'équa- 
tion (5),  annuler  les  coefficients  de  ces  3n  — p  variations: 
donc,  en  somme,  on  doit  ^a!er  à  zéro,  dans  l'équation  (p). 
les  coefficients  de  toutes  les  variations,  et  on  trouve  ainsi 
les  3n  équations  : 
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^-".-.gr-.ê- 

■-^.fe 

s^=^.--.:7i;--fe- 

•-4f 

(6)         {   ™,î£l=7    +V^^ 


,  dt*  '   dSn  dZn  dSn 

On  a  alors  p  équations  (3),  3n  équations  difTérentielles  (6) 
entre  3n  +  p  inconnues,  savoir,  les  3n  coordonnées  et 
les  p  multiplicateurs  X.  Le  grand  avantage  que  l'on  trouve 
à  opérer  ainsi,  c'est  de  mettre  en  évidence  les  forces 
produites  par  les  liaisons  du  système  ;  ainsi  : 

'  dx,         *  dy,         '  dz, 

sont  les  composantes  de  la  force  produite  par  la  liaison 
ç,  =  0  sur  le  point  M,  ;  l'intensité  de  cette  force  est  : 


la  même  liaison  produit  la  force 

appliquée  au  point  M,  ;  la  direction  de  la  première  de  ces 
forces  est  celle  de  la  normale  à  la  surface  qui  aurait  pour 
équation  : 

en  y  regardant  (,  x,  ...  z,  comme  des  constantes,  x„  y„  z, 
étant  seules  variables. 
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Détermination  des  constantee.  —  On  a  p  équations  ordi- 
naires, 3n  —  p  équations  différentielles  du  second  ordre; 
on  introduira  donc  par  l'intégration  Qn  —  2p  constantes 
arbitraires;  on  aura  3rt  équations  telles  que  la  suivante  : 

(7)  «,  =  /;((,  C....C._,p). 

Zn  —  p  seulement  de  ces  équations  sont  distinctes,  puis- 
qu'on a  les  équations  (3),  qui  ne  contiennent  pas  de  cons- 
tantes; on  en  déduira,  en  prenant  seulement  3n  —  p 
équations  : 

(8)  ^  =  ^a(.c,...c._„). 

On  aura  ainsi  Zn  —  p  équations  nouvelles  ;  on  fera  dans 
les  3n  —  p  équations  (7),  i  ^  0,  ainsi  que  dans  les  3»  —  p 

équations  (8);  alors,  (x,).,  yTî)  seront  des  quantités  entiè- 
rement arbitraires.  On  aura  donc  6n  —  2p  équations 
propres  à  déterminer  les  6n  —  2p  constantes  arbitraires  C. 

76.  Exemple  destiné  à  montrer  l'interprétation  méca- 
nique des  multiplicateurs  indéterminés  X.  —  Déterminer  le 
mouvement  de  deux  points  matériels  M  et  M'  de  masses  m 
et  m'  soumis  à  l'action  de  forces  données,  et  réunis  par 
une  tige  rigide  et  inflexible  dont  on  néglige  la  masse,  le 
point  M  étant  assujetti  d  rester  sur  «fie  surface  fixe  donnée  S 
et  le  point  M'  devant  également  rester  sur  une  surface  fixe 
donnée  S'. 

Désignons  par  : 


X,  j/,  z     les  coordonnées  de  M, 

»:■,»■.=■                   -              M', 

(1) 

f{x,  y,  2}  =  0      l'équalion  de  la  surface  S, 

(2) 

ç(j:',y,.-')=0                        "                  5' 
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On  aura  en  outre,  en  désignant  la  longueur  de  la  t^e  par  I  : 

(3)  (X'  -  xy  +  (!/■  -  y}'  +  (z'  -  zy  =  IV 

L'application  du  principe  de  d'Alembert,  avec  les  multi- 
plicateurs de  L^range,  X  pour  l'équation  (1),  V  pour  (2), 
1*  pour  (3),  nous  donnera  îes  équations  suivantes,  dans 
lesquelles  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z'  désignent  les  composantes 
des  forces  appliquées  respectivement  aux  points  M  et  M'  : 


./d'à;' 


dx 


■v-iji'  —  s). 


-■W=y-^rli..,v-,), 


dp 


-[i(.'-2). 


On  aura  les  9  équations  (1),  (2),  (3)  et  {4j  pour  déter- 
miner  en   fonction   du   temps  les  9  quantités  x,  y,  z, 
x\y',  z',\,  V,  n. 
Traitons  le  problème  autrement.  En  introduisant,  pour 
le  point  M,  la  réaction 
normale  M  N  =  N  de 
la  surface  S,  et  la  ten- 
sion MT  =  T  de  la 
tige;  pour  le  pointM', 
la  réaction  M'N'  =  N' 
de  la  surface  S',  et  la 
■'•g- 259  tension   M'T'   =  T, 

nous  pourrons  consi- 
dérer isolément  les  mouvements  des  points  M  et  M',  et 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


Jda  COUIfâ  UE  MECAMyUE. 

nous  aurons  les  équations  suivantes  : 


d'x 

X 

vm^(^ù'^m    ' 

,((■»' 

"■s     _.(^' 

-«) 

"    df 

v/(ê)'-G^)'-(S)" 

1 

On  voit  que  les  deux  systèmes  d'équations  sont  les  mêmes 
et  que  l'on  a  : 


-T 
"=  —  • 
En  général,  en  appliquant  le  principe  de  d'Alembeil, 
avec  les  facteurs  de  Lagrange,  on  trouvena  le  même  résultat 
qu'en  introduisant  d'avance  les  forces  produites  par  les 
liaisons,  et  traitant  les  points  du  système  isolément.  Toute- 
fois, avec  le  principe  de  d'Alembert,  on  n'a  pas  à  démêler 
d'avance  ces  forces  provenant  des  liaisons,  le  calcul  les 
donne  par  les  facteurs  X. 

77.  Théorèmes  généraux  sur  le  monTement  des  systèmes 
déduits  de  l'équation  générale  de  la  Dynamique.  —  Nous 

avons  l'équation  générale  : 
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qui  a  lieu  pour  tous  les  déplacements  virtuels  compatibles 
avec  les  liaisons,  telles  qu'elles  existent  à  l'époque  t. 

Supposons  que  les  liaisons  permettent  une  translation 
parallèle  à  Ox;  on  aura  pour  ce  déplacement  virtuel  : 

ix^iûs"  =ix' ...  =  0, 
8y=îy'  =!y'.„  =  0, 
ii  =:Î2'  =9S'  ...  =0. 

En  supprimant  dans  l'équation  (i)  le  facteur  ix,  on  aura  : 

De  même,  si  les  liaisons  permettent  des  translations 
parallèles  à  Oy  et  Oz,  on  en  déduira  : 

(3)  -»^r=2^.  • 

Nous  retrouvons  ainsi  les  équations  (2),  (S-)  et  (4),  qui 
conduisent  au  théorème  sur  le  mouvement  du  centre  de 
gravité;  nous  avions  obtenu  ces  équations  d'une  autre 
manière,  et  sans  aucune  restriction,  tandis  que  nous  trou- 
vons actuellement  que  ces  équations  n'ont  lieu  que  si  les 
liaisons  permettent  à  tout  instant  des  translations  virtuelles 
du  système  parallèles  aux  axes  coordonnées.  Ainsi,  suppo- 
sons qu'un  point  M  du  système  soit  assujetti  à  une  liaison 
qui  le  force  à  rester  sur  une  courbe  fixe  C;  il  est  évident 
que  le  point  M  ne  peut  pas  prendre  les  translations  indi- 
quées; donc,  les  équations  (2),  (3),  (4)  n'ont  pas  lieu.  Quand 
on  opère  comme  nous  l'avions  fait  auparavant,  on  doit 
considérer  comme  forces  extérieures  toutes  celles  qui  ne 
s'exercent  pas  entre  deux  points  du  système  en  mouvement 
en  étant  égales  et  opposées;  ainsi,  par  suite  de  la  condition 
imposée  au  point  M  du  système,  il  faut  appliquer  au  point  M 
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une  force  extérieure  N  représentant  la  réaction  de  la  courbe  ; 
donc  2^  devra  être  remplacé  par  ^X  -+■  N  cos  (N,  x); 
on  aura  donc  l'équation  : 

(5)  2m  ^  =  2  ^  +  N  •=***  (^'  *>■ 

La  composante  N  cos  (N,  x)  n'est  détruite  par  aucune 
autre  force  appliquée  à  un  point  du  système  en  mouvement. 
Ainsi,  dans  notre  ancienne  manière  de  procéder,  on  voit 
que  l'équation  (2)  n'a  pas  lieu,  mais  doit  être  remplacée 
par  l'équation  (5).  Dans  cette  manière,  la  réaction  N  est 
une  force  extérieure;  elle  doit  intervenir  dans  les  expres- 
sions 2'^'  2^'  2^*  ***"^  ^^  nouvelle  manière,  c'est  une 
force  de  liaison,  et  ces  forces  de  liaison  ne  figurent  pas 
dans  l'équation  générale  (1). 

Il  en  serait  de  même,  si  le  système  avait  un  point  fixe, 
ou  si  un  point  du  système  devait  rester  constamment  sur 
une  surface  donnée. 

Si  certains  points  du  système  sont  seulement  reliés  deux 
à  deux  par  des  tiges  rigides,  cela  n'empêchera  pas  les 
translations  parallèles  aux  axes;  les  équations  (2),  (3),  (4) 
auront  lieu  dans  la  nouvelle  manière;  elles  auront  lieu 
aussi  dans  l'ancienne,  car  les  tensions  étant  deux  à  deux 
égales  et  opposées  s'éliminent. 

Supposons  maintenant  que  les  liaisons  permettent  un 
déplacement  virtuel  consistant  en  une  rotation  infiniment 
petite  (1)  autour  de  Oz;  on  aura  : 

83  =0,      Bœ  =  — y  6w,      Sy  =  +  a;  Sm, 
S3'=0,      3j!'=:  — y'Sw,      3y'=  +  x'iut, 

8w  sera  en  facteur  dans  l'équation  (1);  en  le  supprimant, 
on  aura  : 
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Nous  retrouvons  ainsi  les  équations  des  moments;  ces 
équations  n'auront  lieu  que  sous  cette  condition  que  les 
rotations  du  système  autour  des  axes  soient  possibles;  elles 
n'auraient  pas  Heu  dans  le  cas  considéré  plus  haut,  où  le 
point  M  devrait  rester  sur  la  courbe  C;  en  appliquant 
l'ancienne  démonstration  qui  n'était  pas  sujette  à  une 
semblable  restriction,  on  aurait  dû  considérer  la  réaction  N 
comme  une  force  extérieure,  et  on  aurait  eu  ainsi  l'équation  : 

ZmU^~p  ~\  =2  (""ï  —  yX)  +  mom.  de  N  relat.  à  O2, 

mais  non  pas  l'équation  (6). 

Dans  le  cas  d'un  système  entièrement  libre,  dont  les 
points  sont  soumis  seulement  à  des  liaisons  mutuelles 
quelconques,  et  à  des  forces  extérieures  quelconques,  on 
aura  les  trois  équations  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité et  les  trois  équations  des  moments. 

78.  Théorème  des  forces  tItob.  —  Reprenons  l'équation 
générale  de  la  Dynamique  : 

(I)  ^(Xîx  +  Yîy  +  Z§3)  =  Sm(^  8a!  +  ^  Sy  +  ^  Bs)- 

Nous  avons  des  liaisons  exprimées  par  des  équations 
entre  les  coordonnées,  ces  équations  pouvant  aussi  contenir 
le  temps;  soit  l'une  d'elles  : 

(*)  Vi  (^  *„  ïi.  2.  —  ^^^  y  1  2«)  =  0; 

les  S  vérifient  les  équations  : 

(3)  i.3a,,  +  ?l!8i,,+  ...  =  o, 

dx,      ^      dy,   "'  ' 


déduites  des  équations  (2)  sans  faire  varier  le  temps  (,  et 
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les  (l  vérifient  les  équations  : 

(4)  ^^^4^  ^^. 


de  Borte  que  l'on  n'aura  pas  : 

Sx,  =  dx,;      Sy,  :=  dp,  ... 

Parmi  les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les 
liaisons  à  l'époque  *,  aucun  ne  pourra  coïncider  avec  le 
déplacement  réel  qui  a  lieu  entre  l'époque  (  et  l'époque 
*  +  dt.  Donnons-en  un  exemple  :  un  point  M  est  relié  à  un 
point  fixe  O,  par  l'Intermédiaire  d'une  tige  qui  se  refi'oidit, 
dont  la  longueur  varie  par  conséquent  avec  le  temps;  la 
liaison  est  exprimée  par  i'équation  : 

(x  —  ay  +  {if  —  by  +  (2  —  cy  —  r(t)  =  o- 

À  l'époque  t,  tous  les  déplacements  virtuels  du  point  M 
ne  peuvent  s'effectuer  que  sur  la  sphère  dont  le  centre  est 
en  O,  ayant  pour  rayon /■{();  le  déplacement  réel,  au 
contraire,  Jait  passer  le  point  M  de  cette  sphère  à  la  sphère 
qui  a  pour  rayon  f{t  +  dt). 

Ainsi  donc,  en  général,  on  ne  peut  pas  prendre  les  3 
égaux  aux  d;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  si  les  liaisons 
sont  indépendantes  du  temps;  les  fonctions  f,,  f,  ...  ne 
contiennent  pas  le  temps  explicitement;  les  équations  de 
condition  (3)  et  (4)  sont  les  mêmes;  on  peut  prendre  les  3 
^ux  aux  d;  parmi  tous  les  déplacements  virtuels-compa- 
tibles avec  les  liaisons  à  l'époque  (,  il  en  est  un  qui  est 
identique  au  déplacement  réel,  entre  les  époques  t  et 
t  +  dt;  considérons  ce  déplacement  virtuel,  pour  lequel 
nous  aurons  : 

ix  =  dx,      iy  =  dy,      Iz  =  dz. 
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L'équation  (i)  donnera  : 

{S)'2^{S.dx  +  Ydy+Zdz)  =.zm(^^,dx-t-j^dy  +  ^  dz); 

or,  on  a  : 

, rf»'      dy*      dz' 

"  ~lÏÏ'^d^  "^df"' 

d'où,  en  prenant  dt  constant  : 

en  comparant  à  (5),  il  vient  : 

(6)  d.Zmv'  =  «2  i^'^''  +  ^^y  +  ^'^2). 

Donc,  la  différentielle  de  la  somme  des  forces  vives  du 
système  est  égale  au  double  de  la  somtne  des  travaux 
élémentaires  des  forces  extérieures  ;  on  en  conclut  : 

Donc,  dans  tout  système  dont  les  liaisons  sont  indépen- 
dantes du  temps,  l'accroissem,ent  de  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  les  points  du  système  est  égal  au  double  de  la 
somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  extérieures  pendant 
le  même  temps. 

C'est  le  principe  des  forces  vives. 

Nous  avions  déjà  démontré  ce  théorème,  et  nous  n'avions 
trouvé  aucune  restriction,  tandis  qu'ici  il  y  en  a  une;  mais, 
dans  notre  ancienne  démonstration,  il  fallait  faire  figurer 
dans  les  seconda  membres  des  équations  (6)  et  (7)  toutes 
les  forces,  forces  extérieures,  et  forces  provenant  des 
liaisons,  telles  que  tensions  de  fils,  réactions  de  courbes, 
de  surfaces,  etc.  Dans  notre  nouvelle  démonstration,  toutes 
ces  forces  de  liaison  se  trouvent  éliminées,  et  il  arriTe 

Despevrous.  —  Mécanique.  II.  'H 
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qu'elles  ne  le  sont  que  lorsque  les  équations  entre  les 
coordonnées  des  divers  points,  ou  les  équations  des  liaisons, 
ne  contiennent  pas  le  temps  explicitement. 

Pour  mieux  comprendre  que,  pour  que  le  théorème  des 
forces  vives  ait  lieu,  il  est  indispensable  que  les  équations 
des  liaisons  ne  contiennent  pas  le  temps  explibitement, 
prenons  les  équations  suivantes  auxquelles  conduit  l'emploi 
des  facteurs  de  Lagrange  : 

■  „  ^^1  _  Y  ^  1    **?»  ^       j.  1    ''f'     , 
m,  — -r  =  A,  ■+-  A,  ^ H  ...  +  Aa  -î —  1    ' 


Nous  en  conclurons  : 

.,X,  f5|_  .«,..,).,.  H- .>.(^  ..,....). 

OU  bien,  en  tenant  compte  des  équations  (4)  : 

(8)      d.lmv*  =  22  ^^^'^  "^  ^^^  ■•■  ^^"^  ~^^^^* 

On  voit  que  si  la  liaison  <f,  est  indépendante  du  temps, 
les  travaux  des  forces  provenant  de  cette  liaison  sont 
nuls. 

Supposons  qu'il  existe  une  fonction  des  forces,  c'est  à  dire 
que  l'on  ait  : 

dXi'       '      djf/  dit* 

où: 

F  =  F  (aî„  y„  jr„  x„  y„  z„  ...  Xn,  y.,  z.), 
dtette  fonction  F  étant  supposée  indépendante  du  temps; 
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2  (X,  dxi  +  Yi  dy,  -\-Z,dz,)=~^dx  ...  =:dF 

(ce  qui  ne  serait  pas  vrai  si  F  contenait  le  temps  explicite- 
meot)  ;  il  en  résultera  : 

£fBP»  =  2F  (*„  y„  ï„  x^  y„  2„  ...  x„  y,,  z,)  +  coDst. 

Od  a,  dans  ce  cas,  l'intégrale  des  forces  vives. 


De  la  lUbiUU  d«  l'éqniUIir*. 

79.  Considérons  un  système  de  points  matériels  M,  M',... 
de  masses  m,  m',  ...,  dont  .les  coordonnées  x,  y,  z;  x', 
y',  z', ....  sont  liées  entre  elles  par  un  certain  nombre 
d'équations  ne  contenant  pas  le  temps  explicitement,  et 
supposons  qu'il  existe  une  fonction  des  forces  (^  (x,  y,  z, 
x',  y',  z'y ..-)  paiement  indépendante  du  temps,  de  manière 
que  si  on  désigne  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force 
appliquée  au  point  M,  X',  Y',  Z'  les  composantes  de  la 
force  appliquée  au  point  M'  ...,  on  aura  : 

[  x  =  — .     Y  =  — .     Z  =  — . 
,,,  J  die'  dy'  dz' 

X'=^... 
l  dse' 

Dans  ces  conditions,  l'intégrale  des  forces  vives  a  lieu, 
et  l'on  a  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  du  système  : 

(2)  Zmv*  =  ii^(x,  y,z,oû',  y',  z'  ...)  +  C. 

Il  existe  en  général  des  positions  en  nombre  fini  des 
points  matériels,  telles  que  ces  points  sont  en  équilibre 
sous  l'action  des  forces  données,  lorsque  leurs  vitesses 
initiales  sont  nulles,  et  en  tenant  compte  des  liaisons;  on 
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trouvera  ces  positions,  comme  on  sait,  par  l'équation  : 

(3)  S4-  =  0, 

en  ayant  égard  aux  liaisons;  de  telle  sorte  que  dans  l'état 
d'équilibre,  la  fonction  des  forces  sera  généralement  un 
maximum  ou  un  minimum;  nous  allons  démontrer  que 
Si  la  fonction  des  forces  est  un  maximum,  l'équUibre  sera 
stable. 

Démonstration  de  Lejenne-Diricblet.  —  Supposons  qu'on 
ait  éliminé  autant  de  variables  qu'on  le  peut  de  la  fonction 
des  forces,  au  moyen  des  liaisons  du  système  ;  soient  a,  g,  y  . . . 
celles  qui  restent;  nous  aurons,  par  l'intégrale  des  forces 
vives,  et  pendant  le  mouvement  : 

(4)  Sinp*=2i>(a,  p,  Y...)  +  C. 

Les  valeurs  de  a,  p,  y,  ...  qui  répondent  aux  positions 
d'équilibre  seront  fournies  par  l'équation  : 

(5)  3-K«.P,Y-)  =  0. 

On  peut  toujours  supposer  que  «,  p,  y,  ■■■  soient  nuls 
dans  la  position  d'équilibre,  car  si  a,  3,  y,  ...  devenaient 
(x',  p',  y',  ...  dans  cet  état,  on  prendrait  pour  variables 
a  —  a',  p  —  3',  ...  en  écrivant  : 

Les  nouvelles  variables  se  réduiraient  bien  à  zéro,  dans 
l'état  d'équilibre;  on  peut  encore  supposer  que,  dans  cet 
état,  la  fonction  4>  soit  égale  à  zéro;  car  on  peut  toujours 
ajouter  à  la  fonction  ^  une  constante  C,  qui  ne  modifiera 
en  rien  ni  les  équations  (1)  ni  l'équation  (3),  et  on  peut 
déterminer  C  par  l'équation  : 

C  -vS,  (0,  0,  0...)  =  0. 

Nous  pouvons  donc  admettre  que  la  fonction  ^  (a,  p,  y, . . .) 
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est  un  maximum  pour  «  =  0,  p  =  0,  y  ^  0,  ...  et  que  ce 
maximum  est  zéro,  il  en  résultera  que  cette  fonction  sera 
négative,  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  —  a, 
et  +  a„  de  g  entre  —  p,  et  +  p„  ...,  et  qu'elle  ne  sera  nulle 
dans  ces  intervalles  que  pour  a  ^0,  p  ^  0,  ,..,  a„  g„  ..., 
a,,  0„  ...  désignant  des  quantités  suffisamment  petites. 

Supposons  maintenant  qu'on  dérange  un  peu  le  système 
de  sa  position  d'équilibre,  de  manière^que  a  qui  était  nul 
devienne  égal  à  a,,  0  à  p„  ...  et  qu'en  même  temps  on 
imprime  aux  points  matériels  du  système  certaines  vitesses 
f„  v[,  ...  très  petites;  l'équation  (4)  nous  donnera,  en 
déterminant  la  constante  C  : 

Smo"  -  £mi>î  =  2<t  (a,  p,  ■{...)  -  î'^  (o„  p„  y....). 
ou  bien  :  • 

(6)  2mti*  =  2+{a,  p,  Y-..)  +  }  Smwî  —  2(i«  («„  e„  Y.-)  j. 

et  cette  équation  aura  lieu  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement. 

L'expression  SmvJ  —  2-^(00,  0,,  y,,  ...)  est  positive,  car 
si  a,  est  compris  entre  —  a,  et  +  a„  de  même  pour  p„  y„  ■■■, 
l'expression  ^{a,,  p„  y„  ...)  est  négative. 

Cela  posé,  dans  l'expression  241  (a,  p,  y,  ■■■),  supposons 
qu'une  ou  plusieurs  des  quantités  a,  p,  ...  deviennent  égales 
à  leurs  limites  —  a„  +  a„  —  p„  +  p„  ...,  les  autres  étant 
quelconques;  nous  aurons,  en  faisant  toutes  les  combinai- 
sons, un  nombre  infini  de  valeurs  de  2i}^(a,  0,  Yj  ■■■)}  toutes  ■ 
négatives  et  différentes  de  zéro  ;  il  y  en  aura  certainement 
une  qui  sera  la  plus  petite  en  valeur  absolue;  soit  K  ce 
minimum  absolu,  ou  plutôt  une  quantité  un  peu  inférieure 
à  ce  minimum  ;  on  aura  donc  : 

(7)  2^  (a,  p,  Y-)  +  K  <  0, 

quand  une  ou  plusieurs  des  variables  a,  p,  y,  ■■■  atteindront 
leurs  limites,  —  a„  +  a„  .., 
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Supposons  maintenant  que  nous  ayons  disposé  des  vitesses 
initiales  v,  de  manière  à  avoir  : 

(8)  2i»(j;  —  2*  («,,  Po.  f.-)  <  K,     ' 

ce  qui  imposera  certaines  limites  à  ces  vitesses  initiales; 
reportons-nous  à  l'équation  (6);  il  sera  impossible  que  l'une 
des  quantités  «,  p,  y,  ...,  deviemie  égale  à  l'une  de  ces 
limites,  car  on  déduirait  alors  de  {7)  et  (8)  : 

i^  (et,  p,  ■{...)  +  2mp'  —  2(1<  (a„  p„  Y,...)  <  0, 

et  en  se  reportant  à  l'équation  (6),  on  voit  que  Smv,  serait 
négatif,  ce  qui  est  absurde. 

Donc,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  aucune 
des  quantités  «,  p,  y,  ...  ne  pourra  prendre  une  valeur  ^ale 
à  une  de  ses  limites  ;  donc  a  en  vertu  de  la  continuité  restera 
toujours  compris  entre  —  «,  et  +  «„  3  entre  —  p,  et  -|-  p„  ... 
Les  limites  entre  lesquelles  a,  g,  y»  ■■■  doivent  rester  com- 
prises, pourront  être  prises  aussi  pélites  qu'on  le  voudra. 

La  formule  (6)  montre  que  les  vitesses  v  seront  toujours 
comprises  entre  des  limites  déterminées,  car  on  en  déduit  ; 


La  stabilité  est  donc  démontrée. 


2*  («..P.,  7.-), 


Application.  —  Un  point  matériel  pesant  U  est  tissujetti 
à  rester  sur  un  cercle  situé  dans 
un  plan  vertical;  il  e$t  repoussé 
proportionnellement  au  carré  de 
la  distance  par  deux  pointa  A  et  A' 
situés  sur  le  diamètre  horizontal 
et  à  égale  distance  du  centre.  — 
IVouver  la  position  d'équilibre. 

Soient  a  le  rayon  du  cercle,  « 
a  distance  OA  —  OA',  a:  et  t/  les 


riq.260 
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coordonnées  du  point  M  ;  on  aura  : 

MA*  =  r'  =  (a;  -  «)*  +  y\ 
MF*=r"=  («  +  «)'  + y». 

Ici  l'on  a,  en  désignant  par  (x  la  masse  du  point  M,  par  m 
et  m'  celles  des  points  A  et  A',  'et  par  f  l'attraction  de  deux 
unités  de  masses  à  l'unité  de  distance  : 

r*  =  a*  +  a'  —  îfl  a  cos  ft, 

r"=  «■  +  a*  +  2(1  a  C08  0, 

y  =  a  sin  0, 

en  désignant  l'angle  MOa:  par  0. 
U  est  une  fonction  de  fl,  et  on  trouve  aisément  : 


jt;  =  —  0  sin  6  —  /"«  (m'  —  m)  cos  8. 

En  égalant  -^  à  zéro  comme  on  doit  le  faire  pour  obtenir  la 

position  d'équilibre,  on  trouve  : 

m  .„« i 


Si  e,  est  ïe  plus  petit  des  angles  correspondants  à  cette 
valeur  de  tgh,  le  problème  aura  deux  solutions  : 

8  —  8„      et      8  =  8,  +  tt. 

d'D 
On  peut  mettre  l'expression  de  ^t»  sous  la  forme  suivante  : 

lifl  d8*  L  9*  J 
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On  voit  que  pour  6  =  e 
stable. 


on  a  -T^  <  0,  et  l'équilibre  est 


AppUoatlimi  du  principe  do  d'Âlambart. 

80.  i°  Mouvement  de  deux  corps  pesants  M  et  M'  réunis 
par  un  cordon  inextensible,  et  assujettis  d  rester  sur  detac 
plans  inclinés  dont  l'intersection  est  horizontale.  —  Soient  v 
la  vitesse  de  M  corop- 
Fig.  261  tée  positivement  dans 
le  sens  OM,  v'  celle 
de  M'  comptée  posi- 
tivement dans  le  sens 
OM';  les  choses  se 
passent  comme  si  le 
corps  M  était  sollicité  par  une  force  mg  sin  «  agissant 
dans  le  prolongement  de  OM,  le  corps  M'  par  une  force* 
m'g  sin  «'  agissant  dans  le  prolongement  de  OM'.  Nous 
aurons  donc,  en  écrivant  que  les  forces  perdues  se  font 
équilibre  : 


mg  310  a  —  m  -; 


Or,  on  a  évidemment  : 


-  i«  g  sin  a 


g  (m  sin  a  —  m'  sin  a')  =  (m  +  m')  7 


Le  mouvement  est  uniformément  accéléré. 
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2o  Mouvement  d'une  chaîne  homogène  pesante,  glissant 
sans  frottement  sûr  deux  plans  inclinés,  et  restant  dans  u» 
plan  perpendicu- 
laire à  leur  inter- 
section supposée 
horizontale. 

Soient  I  la  lon- 
gueur de  la  chaî- 
ne, p  la  masse  de 
l'unité  de  longueur.  Posons  : 

OM  =  ir,      OM'=:a:', 
X  +  x'  =  l.  ■ 

Chaque  élément  m  de  la  partie  OM  est  sollicité  par  la 
force  mg  sin  a,  chaque  élément  de  la  partie  OM'  par  la 
force  m' g  sin  a.  On  aura  donc  pour  déterminer  le  mouve- 
ment de  )a  chaîne  l'équation  : 

2  (mg'sm  a  —  m -rp]  —  ^  [m  g  sm  a'  —m'  -rrr)* 

■emier  S  s'étend  à  tous  les  points  é 
d  à  tous  les  points  de  OM'.  Or  on  a 

donc: 

j  »(»«■.•- j^)  =  »' (s 

lions  pour  déterminer  a:  et  a:'  ;  on  ti 

)h~i .  '^''.  ] 

\  sin  a  +  sm  a'/ 


Le  premier  S  s'étend  à  tous  les  points  de  la  partie  OM,  le 
second  à  tous  les  points  de  OM'.  Or  on  a  : 


on  aura  donc  : 


/     .  d'x\ 

(srsm.-^); 


ffS,na'-^^-j; 


soit  deux  équations  pour  déterminer  a:  et  a:'  ;  on  trouve,  en 
éliminant  x  '  : 
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on  aura  ensuite  : 

(î)  a:-  =  i  ^  «. 

En  posant  : 

»'  =  i  (sin  IX  +  sin  «')) 

et  désignant  par  A  et  B  deux  constantes  arbitraires,  on 
tire  de  (1)  : 


sin  a  +  sId  a' 

-r  Jic      -I- 

* 

et  (2)  donnera  ensuite  : 

,      ,        sin« 

;-A«"- 

B«-' 

—   sin  «  +  sin  . 

Pour  que 

la  chaine  reste  en  équilibre. 

,  il  laut  et  il  suffit 

que  l'on  ait 

A=0, 

8  =  0. 

On  a  alors  : 

OU  =  x, 

1  sin  i' 

OM'  =  x:  : 

Isina 

sin  a  +  sin  a" 

"sE" 

a  +  sin  a'  ' 

d'où: 

x,  sin  a  = 

x',  sin  a'  ; 

il  en  résulte  que,  dans  la  position  d'équilibre,  la  droite  MM' 
est  horizontale. 

3o  Une  tige  OMM',  dont  on  néglige  la  masse,  est  mobile 
dans  un  plan  xOy  autour  d'un  de  ses  points  0  qui  est 
fixe;  M  est  un  point  matériel  de  masse  m  fixé  à  la  tige, 
M'  un  petit  anneau  de,  masse  m'  qui  peut  glisser  le  long 
de  la  iige.  Le  point  M  est  soumis  à  l'action  d'une  force  X,  Y, 
le  point  M'  d  l'action  d'une  force  X',  Y';  on  demande  de 
trouver  le  mouvement  de  la  tige  et  celui  du  point  M'. 
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Désignons  l'angle  MOx  par  9.  Soient  : 


Fiq  263 


X,  y  les  coordonnées  de  M;  OH  : 
x',y'  —  M';OM'  = 


z  =  a  cos  0,      g  —asia^, 
aj"  ^  r*  cos  8,      y'  =  r*  sin  ft, 


et  pour  déterminer  le  mouvement 
du  système  l'équation  générale  : 


,A)(x_„ff),..(ï-».2-;ï),,.(r-».îi),., 

Les  liaisons  sont  ici  représentées  par  les  équations  : 


îF*  -[-  y»  =  a*, 

y  _y' 


On  tire  de  (1): 


ïa;  =  —  a  sin  6  56;      By  =  +  o  cos  6  ! 
dx'  =  —  ?'  sin  9  dft  +  cos  e  Sî', 
djf'  =  +  2'  cos  0  SO  +  sin  0  8i', 


!aî  =  - 


yîe; 


îy  =  +  iTîO, 

Jy'  =  +  aj'  Sft-(-^5r' 


Ces  relations  permettent  de  transformer  l'équation  (A)  dans 
la  suivante  : 
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Les  vai^jplions  Sft  et  8r'  étant  arbitraires,  on  doit  égaler 
à  zéro  leui-s  coefficients  ;  on  obtient  ainsi  deux  équations 
qui  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

=  xY-j(X+a;'ï'— VX', 

<')  ''■{-'^-'■"^)='^^' -'■'■■ 

On  pourrait  faire  diverses  applications  de  ces  formules; 
nous  allons  considérer  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  il  n'y 
a  pas  de  forces  extérïeures.  On  a  alors,  en  désignant  par  C 
une  constante  : 

cette  dernière  équation  peut  s'écrire  : 

d  (  .dix^        ,  dy'\      dx"  +rfy" 

En  introduisant  les  coordonnées  polaires  dans  les  équa- 
tions (4)  et  (5),  il  vient  : 

/«^  '^^  -  C 

w  3^  =  — î rTt' 


it\    dt)~         de 


(6)  et  (7)  déterminent  r'  et  6  en  fonction  du  temps. 
Nous  désignerons  par  u  la  valeur  initiale  de  ^  •  par  o' 
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celle  de  r',  enfin  par  ua'K  celle  de -tt;  nous  pourrons 

supposer  que  u  est  positif;  K  pourra  être  positif  ou  négatif; 
on  tirera  de  (6)  et  (7)  : 

(8)  C=i.»(mo'  +  m'a"), 

(9) 


dl 

mo'  +  m'r" 

.Pr' 

!r'« 

,(>»»■ 

+  m'  0")' 

il" 

(mo- 

+  »■  r")" 

(m«^ 

■  +  1»' 

...«''•('»« 

■  +  »>'r-) 

°  *    <»«• 

+  inV)' 

d'où; 

On  en  tire,  en  désignant  par  C  une  nouvelle  arbitraire  : 
'  (mo'  +  m'a")' 


en  appliquant  à  f  =:  0,  on  a  : 

m'ic*  a"K*  =  C'  —  u*{roo'  +  m'a"), 
d'où,  en  éliminant  C  : 


-œ" 


u'fl"K'+  (i>*(»ia'  +  m'o'*)  :  1 


(        ma*  +  m'r'*)i 

('*''' \'        i(p.    rt      ma' +  m'a'*  ,  ,,        ,,^  i 
-— 1  =  w'  >K»a"  H ; r-Ti  (f"    —  «  )î' 


Vma*  +  m'r"  rfr' 


(H)de=± 


y,"\ma' 

'+(» 

+  K')tn'«"|- 

■«"i(l- 

-K')ma'+i»'n"| 

donne  ensuite 

(»>■ 

+  m'a' 

■■)*■ 

l^ma*4-m'r"ï^r"]ma'+(l+K*)m'o'*j— a"}(l— K')ma'+m'a'*i 

(10)  fera  connaître  r'  en  fonction  de  (;  (11)  donnera  r' 
en  fonction  de  fl,  ou  l'équation  de  la  fa-ajectoire  du  point  M'. 
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Discussion.  —  -1<»  K  >  0;  pour  t  =  0,  r'  commence  à 
croître;  dans  les  formules  (10)  et  (H),  on  devra  prendre 
d'abord  le  signe  4-  ;  pour  r'  =  o',  la  quantité  placée  sous 
le  radical  commun  aux  deux  formules  est  positive;  cette 
quantité  croit  avec  r';  donc,  elle  est  toujours  positive; 
ainsi,  ce  radical  ne  s'annule  jamais,  et  r'  croît  de  a'  à  +  ce  ; 
t  croît  indéfiniment;  6  tend  vers  une  limite  finie,  il  y  a  une 

asymptote  (car  on  trouve  que  r"  ^-r  a  aussi  une  limite  finie). 
2»  K  <  0  —  r'  commence  à  décroître,  à  partir  de  r'  =  o'  ; 
supposons  d'abord  : 

(1— K*)i»<ï*  +  m'o'*>0, 
et  faisons  : 

*  (1  —  K')  ma'  ■+■  n 


r'  =  - 


ma*  +  (1  +  K*)m'a"   ' 

on  aura  r"  <  a",  comme  on  le  voit  aisément,  soit  par  le 
calcul,  soit  en  remarquant  que  le  radical  doit  être  réel. 
On  pourra  écrire  : 


. —J. Kmfl'  +  m'r'*dr' 

|/f»a*  +  (l  +  K')m'a"        Kf"  —  r" 

Donc,  r'  décroîtra  jusqu'à  r',  pour  croître  ensuite  de  r' 
à  +  oc  ;  il  y  aura  encore  une  asymptote  ;  le  mobile  M  ' 
n'atteindra  pas  le  point  0. 

Si  l'on  a  (1  —  K*)  ma*  +  m'a"  <  0,  r'  décroîtra  de  a' 
à  —  00  ;  il  y  aura  encore  une  asymptote. 

Les  formules  (40)  et  (11)  se  simplifient  un  peu  pour  K  =  0. 
On  peut  intégrer  lorsque  l'on  a  (1  —  K')  ma'  +  m'a"  =  0; 
on  en  tire  : 

^ ma'  +  m'a'* 

""        ma* 
1       ,t      171,     I   II      (""ï*  +  m'a'*)* 
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ce  qui  permet  de  mettre  les  équations  (10)  et  (11)  sous  la 
forme  suivante  : 


ma*  -H  m'a'* 


de  =  fl  l^m  - 


dr' 


r"  Vma*  +  m' r'* 
On  achèvera  aisément  l'int^ration.  On  peut  écrire  ; 


v-c-f^y  sRm' 


et  par  conséquent  : 


,     (  a  Via       .  /,  mi 

Xr'Vm'       r  «» 

a  Vm       -  f.       ma*  = . 
r'Vm'      y          ""■ 


On  déterminera  6,  en  écrivant  que,  pour  6  =  0,  r'  =  o'; 
on  tire  de  l'équation  précédente  : 


r'k'ï       r 

ma' 

On  aura 

donc: 

îaVm 

(.-•_,»- 

'■-w- 

V! 

2 

équation 

d'une  spirale. 
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4°  Une  tige  OA  dont  on  néglige  la  masse,  est  mobile  dans 
un  plan  xOy,  autour  d'un  de  ses  points  0,  lequel  est  fixe; 
cette  tige  porte  p  petits  anneaux  M„  M„  ...,  M,  qui  peuvent 
glisser  le  long  de  la  tige;  ces  anneaux  sont  sollicités  par 
des  forces  données,  situées  dans  le  plan  xOy;  on  demande 
de  déterminer  le  mouvement  de  chacun  des  anneattx,  et  le 
mouvement  de  rotation  de  la  lige. 

Désignons  par  Xi  et  i/i  les  coordonnées  du  point  M,,  et 
posons  : 

OMi  =  r„      AOa;  =  », 

nii  est  la  masse  de  l'anneau  M,;  X,-,  Y^  les  composantes  de 
la  force  directement  appliquée  à  cet  anneau. 

En  ayant  recours  à  l'équation  générale  de  la  Dynamique, 
on  aura  pour  déterminer  le  mouvement  du  système, 
l'équation  : 


{i) 


2[(x,-»,Ç£'),..(y,-„.ÎI.),.]  =  o. 


Or  on  a  : 

(2)  Xi  =  Ti  cos  6;      y,  —  ri  sin  6, 

0  dés^nant  i'angle  de  la  direction  OA  avec  l'axe  des  x. 
D'où: 


(3) 


SXi  =  —  y,  3 
îyj  =  -f-  aîiî 


hesp  H- 1  variations  Î9  et  îr„  ...,  Sr,  étant  arbitraires, 
on  devra  égaler  à  zéro  leurs  coefficients  dans  l'équation 
que  l'on  obtient  en  substituant  dans  (1)  les  expressions  (3); 
on  trouve  ainsi  : 

,4,  .^(.,f|'-,.f5)  =  z(.,ï,-rt). 
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l'équation  (4)  et  les  p  équalions  que  l'on  déduit  de  (5),  en 
attribuant  à  l'indice  i  les  valeurs  i,  2,  ...,  p,  forment  un 
ensemble  de  p  +  1  équations  différentielles,  pour  déter- 
miner les  p  4-  "1  variables  z„  z„  ...,  z,  et  6,  liées  aux 
variables  a:,  et  y,  par  les  équations  (2). 

Cas  où  les  forces  extérienres  sont  nulles.  —  Les  équa- 
tions (4)  et  (5)  donnent  : 

(6)  donne,  en  intégrant  et  désignant  par  C  la  constante 
arbitraire  : 


ou  bien,  en  inb-oduisant  les  coordonnées  polaires  : 
dt 

(7)  peut  s'écrire  : 


d'où: 


d  1    dXi         dj/A 

57  ("77 +  »'«)  = 


d  (    dr,\ 


de 

dr?  +  r,*  rf6' 


^.r,_    ,dV 

et,  en  remplaçant  ^  par  sa  valeur  (8)  : 
if.r,_      C 

DESi>ETKOi;s.  —  MieaniqvB.  II. 
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Le  problème  est  donc  ramené  à  l'intëgration  du  système 
suivant  àep  +i  équations  dilTérentielles  simultanées  : 


(8) 

dt         C 
dt      Zm,ry 
d-.r.          P 
de       (îoiir,")'   " 

il'-(Sm,r,-)'''- 

Posons 

d'une  manière  générale  : 

<9) 

r,VS  =  o,. 

elles 

équations  ci-dessus  deviendront  : 

(10) 

du        C 
dl  ~7.t,'' 

/  i"»,         C 

(") 

1    df       (S*-)'"" 

de       (In,-)''''- 

En  multipliant  les  équations  (11)  respectivement  par  2dtt„ 
2du„  ...,  'idUp,  et  faisant  la  somme,  on  trouve  : 

Vdï/       (Su,')* 

d'où,  en  intégrant  et  désirant  par  C"   une   constante 
arbitraire  : 

On  a  ensuite,  en  multipliant  la  première  des  équations  (H) 

par  —  u„  la  seconde  par  w„  et  ajoutant  :  ' 

"■Tip— "  ■3?=»' 
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on  ^ura  d'une  manière  générale,  en  désignant  par  i  et  j 
deux  nombres  entiers  positifs  diiîérents,  au  plus  égaux  kp  : 

d'où,  en  multipliant  par  dt  et  int^rant  : 


On  en  conclut,  en  désignant  par  n  une  constante  arbitraire  : 
ce  qui  peut  s'écrire  encore  : 


Posons  pour  abréyoi'  : 
(H)  Su,*  =  p»; 

les  équations  (12)  et  (13)  donneront  : 


A'où,  en  éliminant  S 


m- 


(15)  ,'C"-C--f-(g)'=C'«', 

f  ?!  =  l/C"p--C- (!  +  "■), 

KC"f'  —  C  (1  +  «') 
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On  en  tire,  en  intégrant  et  désignant  par  -c  une  consl|uite 
arbitraire  : 


(16)  C'*p*  =  C*  (1  +  n")  +  C"  ((  -t- 1)*. 

On  lire  de  (15)  : 

dp 
d'où,  en  ditférentiant  et  supprimant  le  ^teur  2  j-  : 

^^  d<'~        p' 

L'équation  (10)  donne,  en  ayant  égard  à  (14)  : 

et  la  première  des  équations  (11)  devient  : 

On  déduit  de  (17)  et  (19)  la  combinaison  suivante  : 


qui  peut  s'écrire  : 

ou  encore  : 

P  _    1  P       Pi 1  **• 

C(/('( c"dr)~~"  7' 

cette  équation  devient,  en  tenant  compte  de  (18)  : 
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DYNAMIQUE. 

OU  bien,  en  prenant  0  pour  variable  indépendante  : 


On  en  déduit,  en  désignant  par  a,  et  b,  deux  constantes 
arbitraires  ; 

—  =  o,  cos  »e  +  6,  sin  «e. 

P 

On  aura  des  formules  analogues  pour  — >  ••■'  —  • 
Voici  l'ensemble  de  ces  formules  : 

/   —  =  0,  cosn6  +  é,  siQ  «6, 

P 

^off.  )  —  =  a,  nos  «e  +  0,  sin  «0, 


—  =  Of  C08  n^  +  bf  sin  »6, 

^    P 

(21)  '  p»  =  «•  +  «î  +  ...  +  a,'. 

On  déduit  des  équations  (20),  en  tenant  compte  de  <pi)  : 

l  —  {a]  +  ...  +  oj)  60s'  n6  +  (6î  +  ...  +  fij)  sin*  nft 

+  2  (0,6,  +  ...  +  a,bp)  cos  ttO  sin  «6; 

cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  8,  il  en  résulte 
les  trois  relations  suivantes  entre  les  2j)  constantes  arbi- 
traires a„  ...,  Op,  6„  ...,  b,  : 

ia\  +  al  +  ...  -t-  <4=^, 
b\  +  b\  +  ...  +  &;  =  1, 
0,6,  -h  0, 6,  +  ...  +  a,b,  =  0. 

L'équation  (16)  détermine  p  en  fonction  de  t;  les  équa- 
lions  (20)  donneront  u„  u„  ...,  «j,,  et  par  suite,  r„  r„  ...,  r,, 
en  fonction  de  t,  pourvu  que  8  soit  connu  eij  fonction  de  l; 
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01-,  on  Ure  de  (16)  et  (18)  : 

de  CC" 


dt      G"  (ï  +  t)*  +  C  (1  +  n") 
d'où,  en  désignant  par  h  une  constante  arbitraire  ; 

(23)  6  +  A  =        '        arc  lang.  P  '  ^'  "*"  ^H  ■ 

Voici    donc    l'ensemble  des  formules  qui  résolvent   le 
problème  : 


(a)  p  =  yG'Ul+^y- 


C  (f  +  n') 
C"       ' 


ib) 


fC"  (f  +  t)1 


=  ■     ■ arc  lang.    ^ 

=  — ^  (a,  cos  «6  +  ft,  sin  n 


r,  =  —~  (a,  cos  n6  +  b,  sin  wfl) 
km, 


Tj,  =  -^  (dp  cosn^  4-  bp  sin  «e). 

\         y^p 

Ces  équations  déterminent  les  inconnues  en  fonction  du 
temps  (,  et  des  2p  +  5  constantes  arbitraires,  a„  a„  ,..,  a„ 
b„  b„  ...,  bf,  C,  C,  n,  t,  A  qui  se  réduisent  à  Sj)  +  2, 
à  cause  des  relations  (22). 

On  déduit  aisément  de  (a),  (b)  et  de  la  première  équa- 
tion (c),  par  l'élimination  de  p  et  (,  la  relation  suivante  : 

—  *^  '''*■'■  ***    0,  C03  «6  4-  b,  sin  »6 
C  ym,     cos  [(6  +  A)  Kl  +  n*] 
c'est  l'équation  de  la  trajectoire  du  point  M,. 

Remarque.  —  Le  procédé  que  nous  avons  suivi  pour  l'intégration  des 
équations  (11)  est  emprunté  à  un  Mémoire  intéressant  de  Binet,  Journal 
de  LioKville,  t.  II,  p.  457. 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


CHAPITRE  IX 


£QDATI01f8  DE  LAGRANfiE.  -  SQDAnONS  CAHONIQDES. 

81.  Considérons  un  système  de  points  matériels,  dont 
les  coordonnées  rectangulaires  soient  désignées  par  x,y,z\ 
^u  Vil  ^11  ■■•'■,  X,  Y,  Z;  X„  Y„  Z„  ...  désignant  les  compo- 
santes des  forces  appliquées  à  ces  divers  points;  on  aura 
par  le  principe  de  d'Alembert  cette  équation  générale  : 


(J)    2  (^^'^  +  YSy  +  Hz)  =  Zm  (^3a;  +  ^  8y  +  ^'  Sî), 

et  cette  équation,  combinée  avec  'celles  qui  proviennent 
des  liaisons  du  système,  donnera  tout  ce  qu'il  faut  pour 
déterminer  le  mouvement  de  ce  système. 

Supposons  que,  en  tenant  compte  des  liaisons,  x,  y,  z, 
x„  y„  z„  ...  puissent  s'exprimer  à  l'aide  de  k  variables 
q„  ç„  ...,  qt  et  du  temps  t: 

(  x=f{q„q ,q„t);      a:,= /i  (j,,  ?„...,?*,  ï)  ... 

(2)      î  y  =  ?(î„?,.-..ît.O;      y,  =  ?,  («.,5.. -.  5*.0- 
\  z=4p(f„î„...,  5*,();      3.  =  +.(î„?, î*.ï)... 

Lagrange  a  donné  une  formule  remarquable  qui  permet 
de  transformer  d'une  manière  très  simple  l'équation  (1), 
en  y  introduisant  les  variables  q  au  lieu  des  variables  x,  y,  z. 
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La  transformation  du  premier  membre  de  cette  équation 
s'effectue  immédiatement  ;  on  aura  en  effet  : 

(3)    2  (^'"^  "*"  ^^ff  "^  ^^^ï  =  ^'  '?'  "•"  Ûi  ÎJ.  +  ...  +  &  8?*; 

en  remplaçant  ix  par 

d» .         âx  ^  dx  ^ 

âq,    ^        dq^    *'  dqt   '^ 

Si/,  Ez,  ...  par  des  expressions  analogues,  en  galant  dans 
les  deux  membres  de  l'équation  (3)  les  coefficients  de  lq„ 
il  viendra  : 

dja  dfa  (/y,  Ofa 

OU  simplement  : 

On  devra  remplacer  ^n  même  temps,  dans  le  second 
membre  de  cette  équation  (3**"),  les  quantités  X,  Y,  Z,  ..., 
qui  sont  des  fonctions  de  t,  x,  y,  z,  ...,  par  leurs  valeurs 
en  fonction  de  q„  ç,,  ...,  g,  et  t.  Supposons  de  même 
qu'après  avoir  fait  le  changement  de  variables  indiqué,  le 
second  membre  de  l'équation  (1)  devienne  : 

toute  la  question  est  de  déterminer  les  quantités  u„  u„  ..., 
u*.  On  aura,  en  procédant  comme  ci-dessus  ; 

ce  que  l'on  peut  écrire  : 

i_        d^idxâx^      ^  ^      dz  dz  i 
**■"        dï(  dt  dq.'*'  dtdq.'^  Jtâqa] 

)^     idx  d      dx      dy  d      ây      dz  d      dz  , 
~  "'^{Tidi'Jq,,'^  Tttt'  Jq,'^  TtTt'  âq.) 
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Posons  pour  abr^er  : 


(6)  ç,  =  Lm  ^^  —  +  ^  -  +  ^  ^J, 


&t  nous  aurons  : 


(7) 

Vt  = 

dt  ' 

-Im 

tdxd 
[dldl 

dx 

■H 

.^  itdt    dq. 

dz  d     di) 
*  dtdt'  dq.y 

or, 

oaa 

x  = 

■f{9., 

?..  ...  1). 

d'où,  successivement  : 

(8) 

.  dx 
dt 

_■'/■ 
~  dt 

^  àq,  dt 

àq,  dt 

àf  d,,^ 
àq,  dt  ' 

dx 
dq.'- 

d 
Tt' 

dm 

-àq. 

1-: 

d-r 

iq.dq 

àq,^     d-f    dq. 
,dtdq,dq,di 

à-f   d„ 
■■■'^dq.àqtdt 

d 
-dq. 

dq,  dt       dq,  dt 

dfdq,) 

■••   *  57.    dt    S^ 

ta  parenthèse  est  égale  d'après  (8)  à  -tt;  on  aura  donc  : 

*  dt  dq,      dq.  dt 

et  l'équation  (8)  devient  : 

d-i.      ^    Idx  d    dx  ) 

Dessous  par  2T  la  force  vive  du  système,  et  posons  : 

dx ,       ây ,       dz , 

di~^'     di~^  '•     Tt~'' 
nous  aurons  : 
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Cette  quantité  2T,  lorsqu'on  y  remplacera  57  =  ic'  par  sa 
valeur  (8),  y',  z',  ...  par  leurs  valeurs  analogues,  deviendra 

une  certaine  fonction  de  t,  q„  q„  ...,  g*  et  de  q\  =  ^'• 
,       dg,  ,       diii 

?,  =  -B  •■■•«.  = -if- 

Cherchons  les  dérivées  partielles  de  cette  fonction  par 
rapport  à  l'une  quelconque  des  variables  q  ou  q';  nous 
aurons  d'abord  : 

dT_^     iàx_d_    dx      dy  J^    rfy      ^^  _à_    dz) 
dq^  "~  ""  f  df  <>?.  '  dt  "*"  Tt  dq^'  di'^  ît  dq,  '  dt  ]' 

Eln  comparant  avec  (7)  et  (9),  on  en  conclut  : 

d.l,      âT 

L'équation  (8)  peut  s'écrire  : 

^     '  dt         dqi  dt         àqi 

on  en  conclut  : 

âx'  _  df  _dx 
dq'x       dqa       dqa 
(6)  donne  alors  : 

_  ^,     /dx  dx'      dy  dy'       iz  dz'\ 

^  ~  "^  \di  d^,'^  Tt  à^a*'  Tt  dql/ 
ou  bien  : 

_        ^     i    ,  dx'     '   ,  dy'        ,  dz'  ) 
^  (      dga       "   dqx  (*?i) 

ou  bien,  en  vertu  de  (10)  : 

dqa 
L'équation  (11)  donnera  donc  : 

_d__dT_dT 
'^dl   dq'a      dqa 
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En  tenant  compte  de  (3)  et  (4),  l'équation  (1)  pouvait 
s'écrire  ; 

Qi  îïi  +  Q.  ÎJi  +  ■■■  +  Qt  5î*  =  2  "»  ^^'' 
en  remplaçant  u,  par  sa  valeur  ci-dessus,  il  viendra  donc  : 

m    0,»«.  +  Q.8«.  ...  +  Q.»«.  =  2»5.[|,-^;-^]- 

Telle  est  la  transformée  de  l'équation  générale  de  la 
Dynamique. 

Supposons  que  les  liaisons  entre  les  n  points  du  système 
établissent  entre  les  3n  coordonnées  x,  y,  z,  ...,  3n  —  k 
équations  de  condition;  on  pourra  alors  exprimer  ces 
3n  coordonnées  à  l'aide  du  temps,  et  de  k  variables  iyidê- 
pendantes  les  unes  des  autres,  que  nous  supposerons  être 
«T.,  gi,  •■•)  ?»;  alors,  dans  l'équation  (-12),  les  k  variations 
Bg„  Bç,  ...,  îÇi  sont  arbitraires,  et  cette  équation  se  décom- 
pose dans  les  k  suivantes  : 

'  A  ^  _  ^  —  0 
1    dt  dg[      àg^         " 

\   d  âl       àT  _ 

(*3)  dtd^,~'âg,-^" 


\  dt  dq't      dqt  ~ 
Ce  sont  là  les  équations  de  Lagrange. 

Après  avoir  calculé  t-?»  pour  former  ces  équations,  on 
devra  y  remettre,  au  lieu  des  q',  les  j-,''  donc,  les  équa- 
tions (13)  sei'ont  k  équations  différentielles  simultanées  du 
second  ordre  pour  déterminer  les  A:  quantités  q  en  fonction 
de  t  et  de  2k  constantes  arbitraires. 
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En  nous  plaçant  dans  les  mêmes  conditions,  supposons 
qu'il  existe  une  fonction  des  forces  U,  contenant  le  temps  (, 
et  les  coordonnées  x,  y,  z,  x„  y„  z„  ...,  de  sorte  que  : 


dx' 

à»' 

-f' 

*'      <)», 

dt 

àl\' 

-^ 

à,. 

i 

it 

àl 

àll 

d( 

ài: 

â,. 

-dq. 

alors,  la  formule  (3*^  donnera  : 

et  les  équations  (13)  pourront  s'écrire  : 
d     dl.     dT       dV 


(14) 


1     £T_dT_^ 

dl     dq'i      dqt      dqt 

Ainsi,  dans  ce  cas  qui  est  le  plus  fréquent,  voici  la  marche 
à  suivre  :  la  première  chose  à  faire  est  de  déterminer,  dans 
chaque  cas  particulier,  les  k  variables  indépendantes  q„ 
q„  ...,  à  l'aide  desquelles  on  peut  exprimer  toutes  les 
coordonnées  x,  y,  z,  ic„  î/i,  z„  •..,  au  moyen  des  équations 
qui  expriment  les  liaisons;  on  obtiendra  ainsi  les  équa- 
tions 02),  Il  y  a  ensuite  à  considérer  les  deux  fonctions  T  et  U  : 
* 

2T  =  2m(aî'*  +  y**  +  /*), 

U  =  2(ar,  y,  3,  a;„jr„z....), 

à  l'aide  de  l'équation  (8*^)  et  des   équations  analogues 

déduites  de  (2),  on  exprimera  T  en  fonction  de  t,  q„  q„  ..., 

?*i  î.'i  ifi>   "■)  9*j   on  p6"t  remarquer  en  passant  que 
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les  variables  g'  n'entreront  dans  T  qu'au  second  d^ré; 
U  deviendra  de  même  une  fonction  connue  de  (,  g,,  g„  ..., 
g»;  on  pourra  former  alors  les  équations  (i4),  d'où  dépen- 
dront les  valeurs  des  variables  q„  q„  ...,  q^  en  fonction  du 
temps;  c'est  un  système  de  k  équations  difTérentielles 
simultanées  du  second  ordre. 

On  peut  se  proposer  de  retrouver  l'int^çrale  des  forces 
vives,  quand  elle  existe. 

On  déduit  de  (14)  la  combinaison  suivante  :  en  multipliant 
la  première  équation  par  q[dt  =  dg,;  la  seconde  par  q',dt 

=  iq 

(    ,  ^   <)T  ,  j    c(T  i 

ce  que  l'on  peut  écrire  : 


i(  àq,  àql  ) 

àq,     ''       dq,    *' 

Supposons  actuellement  les  liaisons  primitives  indépen- 
dantes du  temps;  alors,  dans  l'expression  (8)  de  x'  : 

dt         âqi' 
le  terme  en  ^disparaît;  tes  variables  a:',  y'',  z\  ...,sont 
des  fonctions  homc^ènes  et  du  premier  degré  A&q[,q\,  ...,q't; 

2T  =  Sm(a^'  +  y'»-t-2") 

est  une  fonction  homogène  et  du  second  degré  des  mêmes 
quantités,  ne  contenant  pas  le  temps  explicitement;  donc, 
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on  a,  par  une  propriété  connue  des  fonctions  homogènes  ; 

<*?,  àq,  ' 

la  première  partie  du  premier  membre  de  l'équation  (15) 
devient  donc  égaie  à  2dT;  la  partie  suivante 


est  égale  à  dT,  puisque  T  ne  contient  pas  le  temps  explici- 
tement; l'équation  (15)  donne  donc  : 

Si  la  fonction  U  ne  contient  pas  le  temps  explicitement,  on  a  : 

il  en  résulte  : 

T  =  U  +  consl. 

Remarque.  —  Supposons  que  les  variables  q„  g„  ...,  g» 
n'aient  pas  été  réduites  au  plus  petit  nombre  possible  ;  alors 
on  aura  entre  ces  variables  h  équations  de  condition  : 

(  Mli,9 5*,  0=0, 

(jgj  \  /■.(?.,?..  ...?*,*)=  0, 

(  A(«i.  S î*,«=0, 

h  étant  plus  petit  que  k.  D'où  l'on  déduira  : 


(")       is?;»'- 


^...  ^   ^^.. 
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Alors,  en  désignant  par  X,,  \,  ...,  X»  des  facteurs  indéter- 
minés, on  déduira  de  (12)  et  (17),  en  opérant  comme  on  Ta 
iait  à  roccaslon  du  principe  de  d'AIembert,  les  équations 
suivantes  : 

d  dT        àT  _  df  df,  âf, 

\    d  dT        àT_  df  df,  df, 

f    d  dT        <*T_  df  du        ^,    df,_ 

Les  équations  (16)  et  (18)  forment  un  système  Aek  +  h 
équations  entre  les  ft  +  fe  inconnues  q„  q„  ...,  g»,  X„  \„  ..., 
À,,  et  le  temps  (;  le  problème  est  déterminé. 


Application  dM  éqnationa  d«  Lagrang». 

82.  1^  Éqoation  da  moavement  d'un  point  matériel  dans 
nn  plan  en  coordonnées  polaires.  —  Soient  r  et  0  les  coor- 
données polaires  correspondantes  aux  coordonnées  rectan- 
gulaires X  et  y.  L'équation  : 

ro(^5a;  +  ^By)=X3a;  +  Y  îy, 

se  transforme  comme  il  suit,  en  posant  : 
(i)  X  3a;  +  Y  îy  =  A  8r  +  B  8Ô, 


(«  "■U,d7- df -'']-'"' (7,m 


S' 


=  r  cos  &,      y  ^  r  sin  (I, 
(ilr"        ,iti'}  ,  ,,        ,.,„ 
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—  =  mr  =  m  — . 

r'  dt 


Il  faut  maintenant  déterminer  A  et  B;  décomposons  la 
force  P  appliquée  au  point  M  en  deux  autres,  l'une  ME  =  R 
dir^ée  suivant  le  rayon 
vecteur,  et  r^ardée  com- 
me positive  quand  elle 
agit  suivant  le  prolonge- 
ment de  ce  rayon,  l'autre 
MF  ^  N,  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur, 
,.„  et  regardée  comme  posi- 

^  tive,   quand  elle    tend    à 

augmenter  6;  X  îx  +  Y  8y  est  le  moment  virtuel  de  la 
force  P;  ce  moment,  est  égal  à  la  somme  des  moments 
de  R  et  N;  le  moment  de  R  est  R  X  MH  =  R3r;  celui 
de  N  est  N  X  HM'  =  NraO;  on  a  donc  : 


Fiq.2Gi 


X!«  +  TBy  =  Rîr  +  Nrîft, 


11  en  résulte  : 


A  =  R.      B  =  Nr, 

on  trouve  ainsi  que  l'équation  (2)  devient  ; 


-Î6Î 


,rfe 


r»  l:  —  Nr  î  =  0, 


Si  le  point  est  entièrement  libre,  îr  et  58  sont  arbitraires; 
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l'équation  précédente  donne  ; 


4) 


Si  le  point  M  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  donnée  : 
(5)  /(r,9)'=0. 

On  déduira  de  (3)  et  (4)  : 

/       /d-r        dn      „      ,  d/ 


(6) 


d      .du      „        .  df 


Les  équations  (5)  et  (6)  déterminent  r,  D  et  X.  Dans  le  cas 
où  il  existe  une  fonction  des  forces  : 


_dU,     Y-— , 


ir 


dr 


On  aura,  au  lieu  de  (4)  et  (6),  les  équations  suivantes  ; 
)  '"W~''d?)-li 


(»") 


(6-) 


dV 
'  dr' 

,m_dis 

"dl'  ''  dl"  du' 

dll 


(d-r  _    d6"\_dO 
'  VC       ^  dl'j  ~  dr 


,,  rt  _  dU         dj 
dt~  di*'     du' 


Revenons  aux  formules  (4);  si  la  force  P  est  toujours 

DçsPETRODS.  —  MicanùjiÀt.  II.  34 
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,  dirigée  vei-s  l'origine,  on  aura  constamment  N  =  0,  et  la 
deuxième  équation  (4)  donnera  ; 

dt-Tt^"^' 


La  loi  des  aires  se  présente  ainsi  d'elle-même. 

2°  Équations  du  mouvement  d'un  point  matériel  dans 

l'espace,  avec  les  coordonnées  polaires  r,  Q,  ij'.  —  L'équation 

(1)    m(~ix  +  ^iif  +  ~5z)  =  Xix  +  YSs  +  Zhz 
aura  pour  transformée  ; 

en  posant  : 

Xîx  +  YS^  +  233  =  \dr  +  BÎ6  +  CH. 
En  partant  des  formules  : 

a;  —  r  sin  6  cos  ^, 
(f  =  r  sin  8  sin  ^, 
3  =  r  cos  0, 
■  on  trouve  aisément  : 
(3)  2T  =  m  (r"  +  r'B"  +  r*  sin*  e.-li"). 

On  en  conclut  : 

/  dT         dr      dT  (de*        .  ,  „  d*' 1 

i   dr'         dl_      dr  {dC  dt*  ) 


-— ■  =  Hir*  sin  0  cos  0 
dti 


m: 

\dll 


dT  ,.,.((♦ 

\  dU='""'"'Tr 
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Décomposons  la  force  P  appliquée  au  point  M  en  trois 
autres,  ME  =  R  agissant  suivant  le  rayon  vecteur,  et  consi- 
dérée comme  positive  quand  elle  est  dirigée  dans  le  prolon- 
gement de  ce  rayon,  MG  =  M  agissant 
suivant  la  tangente  au  méridien,  et 
regardée  comme  positive  quand  elle 
tend  à  augmenter  9;  MF  =  N  agissant 
suivant  la  tangente  au  parallèle,  et  re- 
gardée comme  positive,  quand  elle  tend 
à  augmenter  (ji.  Donnons  au  point  M  le 
déplacement  infiniment  petit  MM';  ses 
>i().2o5  projections  sur  R,  M  et  N-,  seront  8r, 
r86,  r  sin  OSi^;  Xbx  +  Yîy  +  Zîz  sera 
égal  à  la  somme  des  moments  virtuels  de  B,  M  et  N;  on 
aura  donc  : 

Xîar-t-  Y3ff  +  Z3i—  Rîr  +  MrSe  -+-  Nrsin6î<^, 

il  en  résulte  : 


Si  donc  le  point  M  est  libre,  l'équation ,  (2)  donnera,  en 
tenant  compte  de  (3)  et  (4)  : 


(4*^ 


\ 


•i^/ 

i    ^ 


=  Nr  sin  6. 


Dans  te  cas  où  il  existe  une  fonction  des  forces  U,  il 
faudra  remplacer  les  seconds  membres  des  équations  précé- 
dentes par 

rfr'      dn'     rf-v' 
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Si  le  point  était  assujetti  à  rester  sur  une  surface  donnée  : 

/•(r,  e,  ^)  =  0. 
il  faudrait  ajouter  aux  seconds  membres  : 

■>-f-  -^t'  ^% 

rfr         dft         rf^t 

Si  le  point  matériel  devait  rester  sur  la  courbe  définie 
par  les  deux  équations  : 

?  (r,  e,  <!)  =  0,  . 

il  faudrait  ajouter  aux  seconds  membi'es  les  quantités  ; 

.  âf        df       .  df        do       ,  df         do 
âr      '  dr'         dO      "^dO  rfi^         rft|i 

Application  au  pendule  coniqae.  —  On  a  : 
r  =  const.  =  /,      3r  =  0; 

l'équation  (2)  montre  qu'on  n'aum  plus  que  tes  deux  der- 
niùi'es  équations  (4"');  on  a  : 

U  =  mgz  =  mgl  cos  6, 


dV 

du 

=  --»jIsme;     ^  =  0. 

I^s  deux  équations 

indiipiées  donneront  donc 

ii"6 

sin  0  cos  9  ^  =  -  1  sin  0, 

il'où  ; 

m 

.m.ofl  =  C. 

C'est  l'équation  que  fournit  le  principe  des  aires,  pour  le 
plan  horizontal. 
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Au  lieu  d'employer   la  seconde  des  équiitioiis  (5),  il  , 
vaudra  mieux  avoir  recours  à  l'équation  des  forces  vives  : 


qui  est  ici  : 

(7)  «W  J  ""-  +  sin'  8  ^  !  —  ÎMffi  cos  8  =  C. 


Un  achèvera  la  solution  en  éliminant  jr  entre  (6)  et  (7). 

3»  Hourement  d'un  point  sur  une  snrface  fixe  donnée. 
—  z  pouri-a  ^tre  considéré  comme  une  fonction  connue 
de  iC  et  y  ;  plus  généralement  les  variables  x,  y,  z  pourront 
f)tre  considérées  comme  des  fonctions  connues  de  deux 
variables  «  et  y; 

X  =  fin,  v);      !/  =  f  («,  v);      2-=  •^  («,  c). 
Un  aura  : 


'(dudt       dv  dt  ] 


t't  pour  la  force  vive  une  expression  de  la  forme  : 

2T  =  Am'*  +  2Bm'w'  +  Ce'», 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  connues  de  u  et  v;  on  eu 
déduira  : 

dT_      du      prfi; 

du'^     dt  '^     dt' 

dl  _     du         dt^ 

W-^Tt^^dt' 

rfT  _  1  /dwy  dk  du  dt  rfB  1  /dvV  rfC 
d7t~~%  \dt)  du  "^  ~di  dt  dd'^l  \dt}  du  ' 
rfT_l/(/»\'rfA  dudvdB  1 /d«y  dÇ 
dv  ~-i\dt)  dp  '^  dl  dt  dv  "*"  i\dt}  do' 

Si  donc  il  existe  une  fonction  des  forces  U,  en  la  suppo- 
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sant  exprimée  au  moyen  des  variables  u  et  v,  od  aura  pour 
déterminer  le  mouvement  du  point  matériel  les  deux 
équations  suivantes  : 


rf  /    dit        dt\      1  (duV 
rf(\    rf(  '^     dt)      i\dt) 

dtV  dt'^^dt)~i\di) 


dti 


dV 


Il  conviendra  de  remplacer  l'une  de  ces  équations  par  celle 
des  forces  vives  : 


Si  la  surface  donnée  est  l'ellipsoïde  : 


On  pourra  faire  : 


x=  asin  iicosv, 
y  =  frstn  usin  v, 
ï  =  e  cos  II. 

4»  On  donne  deux  droites  fixes  OA,  OA,;  trouver  le 
mouvement  de  deux  points  matériels  M  et  M,  assujettis  à 
rester  constamment,  le 
point  M  sur  la  droite 
OA,  M,  sur  OA,  ;  ces 
deux  points  s'attirait 
proportionnellement  à 
la  distance. 

Nous  prendrons  pour 
variables    indépendan- 
tes : 
OM  =  r.      OM,  =  r.. 
Nous  aurons,  en  désignant  par  m  et  m,  les  masses  des  deux 
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points  M  et  M,  : 

(1)  «T  =  mr'* 

et  à  cause  du  triangle  MO  M, 

(î)  n  _  _  (^^  I. 

En  tenant  compte  de  (1)  et  (2),  les  formules  de  Lagrange 
donnent  : 


-  fnt,  (r  —  r,  cos  2a), 


ou,  en  posant  : 

(3)  fm=b^i      fin,  =  h], 

I       y». 

-  h\{r —  r,  cos  2  a), 


(4) 


àC 

-T-j-  —  —K'  (r^  —  T  cos  2a). 


On  a  ainsi  deux  équations  simultanées  du  second  oidrc, 
qni  sont  linéaires  et  à  coefficients  constants;  on  pose,  pour 
les  intégrer  : 

r^  A  Cosv(;      r,  =  >,  A  cos  vf, 

où  A,  ?.  et  ■«  désignent  des  constantes. 
On  trouve,  en  substituant  dans  (4)  : 


*!- v'  =  4;).COs2a, 

X  (A'-,')  =  4' COS  2  a, 

d'où: 

X  =  ji^cosS., 

(5) 

(6) 

(»•- 

-  v")  (*;  -  .■)  —  h<h\  cos'  î«  =  0. 
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On  démontre  aisément  que  cette  équation  (6),  qui  est  du 
second  degré  en  •»',  a  ses  deux  racines  réelles  et  positives, 
•('  et  v".  Si  on  avait  posé  : 

r  =  B  sin  it,      r,  =  X  B  sm  vï, 

on  aurait  trouvé  les  mêmes  équations  (5)  et  (6).  A  chacune 
des  racines  de  l'équation  (6)  répondra  une  valeur  de  X, 
déterminée  par  (S),  et  une  constante  A,  qui  reste  indétei^ 
minée.  On  aura  donc,  pour  intégrales  générales  des  équa- 
tions (4)  : 

t  r  =  A  cos  V  (  +  B  sin  n  (  +  A'  cos  ■*'  ï  +  B'  sin  v'  /, 

f,  =  Tï i  cos  2î(  (A  cos  vï  +  B  sin  vï) 

A  —  v' 

+  v^— -T,  COS  îst  (A'  cos  v'  ï  +  B'  sin  v'  (); 

A,  B,  A',  B'  sont  quatre  constantes  arbitraires. 

Si  les  vitesses  initiales  sont  nulles,  on  aura  (37  )  =  [-tt )  ; 

d'où,  B  =  0,  B'  =  0;  si  en  outre  m  =  m,,  il  en  résultera 
h*  ^h\,  et  l'équation  (6)  deviendra  : 

{A*  —  v'j'  =  A'  cos  2a; 
d'où  : 

A'  —  v'  =  ±  A'  cos'  a, 

v'  =  2À'  sin'  z;      v"  =  2A'  cos'  a, 

A*co£23_  A'_cos23i_ 

A'  —  V*  '      A'  —  v"  ' 

{  r  =  A  cos  (A  1^2  (  sin  a)  +  A'  cos  (A  Kîi  cos  a), 

(  r'  =  A  cos  (A  1/2  (  sin  a)  —  A'  cos  (A  K2)  cos  a), 

avec  : 
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50  Un  fil  inextensibîe  et  sans  masse  est  suspendu  à  un 
point  fixe  0,  et  chargé  de  deux  points  matériels  pesants  T4. 
et  M';  on  suppose  qu'à  l'origine  du  mouvement,  ces  points 
ont  été  écartés  un  peu  de  leurs  positions  d'équilibre,  lesquelles 
se  trouvent  sur  la  verticale  du  point  O,  puis  abandonnés  d 
eux-mêmes,  sans  vitesse 


\                                                    initiale;  on  propose  de 

\             ■                                déterminer  les  petites  os- 

\                                         cillatiom  du  système. 

\ 

î!..,^^                                  Soient  8  et  ?  les  ailles 

^^^  M*                     que  font  à  l'époque  t  les 

portions  rectilignes  du 

1' 

„.    «„-      m  OM  et  MM'  avec  la 
.     "^'3^^^      verticale  Ot,;OM  =  a, 

^                        MM'  =  6;  X,  u,  X',  y' 

^                                                 les   coordonnées   de   M 

et  M',  «  et  v'  les  vitesses  de  ces  points  ;  on  aura  : 

^  œ  =  a  sin  6;      «'  =  a  sin  ô  +  fr  sin  ç, 
^^                 ^îr=ocosô;      y' =  o  cosO  +  fr  cos?. 

P  =  mj;      P-^m-j. 

La  fonction  des  forces  U  a  pour  expression  ; 

U  =  rog'y  +  m'ffj(', 

ou,  en  remplaçant  y  et  y'  par  leurs  valeurs  (1)  : 

(2)                U  =  5  j  (m  +  m')  0  C08  e  ■+-  m' t  cos  ?  j  ; 

on  aura  ensuite  : 

.      d*'  +  dj*       ,  de» 

d(>           «dï»' 

,,       d!i!"-j-ds"       /         ^dô      .          dçV 

-H(asin6^-.ésin,^y, 
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On  aura,  pour  la  force  vive  : 

2T=:nii;'  +  m'i'", 
2  T  =  (iti  +  vi')  «'  jTî  +  •"'  ^*  j^  ■+•  *"•'  '^^  "ts  (?  —  0)  j  -j?. 
ou,  en  posant 
(3) 


»'-     ^- 


(4)  2T  =  (m  +  m')  a'e''  4-  m' 6'?"  -•-  2"»' «6  cos  (^  —  8)  ?'e*. 

8  et  ç  sont  les  varid)Ies  indépendantes. 
Les  équations  du  mouvement  seront  : 


(8) 


dt  d^'       do       d^ 


T  et  U  devant  être  remplacés  par  leurs  valeurs  (2)  et  (4). 
On  trouve  : 

«'T       ,  ,,    ,^,  ,    ,         /         A.    .       r  u    .''9 

—  =  (m  +  t»')  arV  +  m  ao  cos  (j  —  0)  ç'  =  (m  -t-  m  )  o'  -j- 


~  =m'6'ç'  4-  m'afccos  (y  —  0)0'  =m'6* -j^ 


+  m'ofr  cos(<îi  —  0)5 
-^-j ..„>,      .,,0'=m'«is,n(,-6)jjJ. 

^— =  —  m'flôsin  (ç  —0)  ^'0'  =  —  m'a&sin  (?~^)  77  ïf' 
jT  =  —  î  (m  +  wt  )  fl  sin  8, 
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Les  équations  ^)  vont  donc  devenir  : 
-  w  ao  Cl 
—  »i'  ab  sia{-t  —  ^)  —  ^  -h  g  (m  +  m')  a  sin  6  —  0, 

ou  biea,  après  quelques  réductions  faciles  : 

|{nn-n»')a  -t-j  +i»'frcos(ç  — 6)  ~  —  m' 6 sin (ç  —  6)  (■t|) 
+  (/(bu-  m')sin6  =  0; 
fr^  +  oco8(ç  — e)-7r;  +  asin(f— 6)  |— J  +ffsinf=0.. 

A  l'origine,  ç  et  6  sont  des  quantités  très  petites,  il  en 
sera  de  même  pendant  tout  le  mouvement;  -r-  et  ^seront 
des  quantités  petites  du  même  ordre;  si  l'on  néglige  le 
troisième  ordre,  les  équations  (6)  deviendront  simplement  : 


(7) 


/  (m  +  m')  a  3-j-  +  m' ft  TTf  -J-  ff  (m  +  m')  6  =  0 


Nous  sommes  donc  ramenés  à  intégrer  un  système  de 
deux  équations  linéaires  simultanées  du  second  ordre,  à 
coefficients  constants,  et  sans  seconds  membres. 

Pour  intégrer,  on  pose,  ^  en  désignant  par  A,  À  et  r  des 
constantes  : 

(8)  e  =  A  cos  rï;      ?  =  XA  sin  rï, 
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En  substituant  dans  (7),  il  vient  : 

m  *  ^^  ^  "*'^  ^^  ~  "'"**  =m'b  >.»■', 

A  reste  arbitraire  ;  on  tire  de  là  : 

(10)  >-  =  -^.^ 

(m  +-»i')  {g  ~  ar')  {g  —  br*)  =  m' flér*, 
ou' bien  : 

(11)  wiafir'  —  g  {a  -t-  b)  {m  -h  m')  r'  +  (m  +  i»')  g'  =  0. 
Cette  équation  est  du  second  degré  en  »•*;  le  critéi-ium  est  : 

g*  {a  +  by  (m  +  m')*  —  4ff'  m  (m  +  m')  ab, 
ou  bien  : 

g*{m  +  m')\m{a  —  6)'  +  m'  (a  +  b)*  j  >  0. 
Donc,  les  deux  racines  de  l'équation  (H)  sont  réelles,  et 
positives    puisque   leur  somme  et  leur  produit  le  sont; 
désignons-les  par  r'  et  r\  ;  on  aura  les  solutions  partielles 
suivantes  des  équations  (7)  : 

A  or' 

8  —  A  cosrï:        a  = ;—;  cosrî, 

■     .  g  —  br' 

.1  ■      -  A'ar'     .      ^ 

6  =  A  sin  r(;        o  =  —  ■,■■  ;  sin  rt, 
g—br* 

0  —  A.COsr'ï;         e  =  — *——-:  CCS  r.ï, 

"      ^      g  —  br\ 

.,  .  a;  ar\     . 

6  =  A,smr,(;      s  =  — ' — ,~smr,t, 
^      g~br\ 

A,  A,,  A',  A[  désignant  quatre  constantes  arbitraires;  on 

aura  ainsi  pour  solution  générale  : 

I   0  =  A  cos  f  (  -I-  A'  sin  rt  +  A,  cos  rj  +  A,'  sin  r,t, 

(lî)        9  =  J^br'  ^^  ^^^  **'  '^  *'  ''"  **" 

H T— î  (A,  cos  r,(  +  A'  sin  r,(). 
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et  cette  solution  contenant  quatre  constantes  arbitraires 
sera  l'intégrale  générale  des  équations  (7),  si  l'on  peut 
déterminer  ces  constantes  de  manière  à  satisfaire  aux 
conditions  initiales  qui  sont  pour  (  =  0  : 


^  =  «.     ^  =  «- 

On  trouve  ainsi  : 

,    .  =  A  +  A„ 

(13) 

/  P-      ""■'      A+      «'•■,A„ 
\    *'       g  —  br'          g  —  br\" 

,                   A'r+A;=0, 

On  tire  des  deux  dernières  : 

'  3—  br\            '  g  —  br* 

ou  bien  : 

A' a;  rr,  (r-  —  ri)  =  0, 

d'où  A'  ~  0, 

et  ensuite  A;  =0;  et  des  deux 

premières, 

en  posant  : 

1 

(14) 

or-                      or! 
<■      g-br-         '      g-br',' 
1         A  +  A,  =  a, 
1  AX  +  A,X,  =  p, 

(IS) 

'~  A,  —  \ 

On  aura  donc 

pour  la  solution  demandée  : 

(16) 

(  9  =  A  cos  rï  +  A,  cos  r,(, 
(  s  =  XA  cos  r(  +  X.A.  cosr.(. 
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OÙ  A,  A„  >.,  X,  ont  les  valeurs  (15)  et  (14),  r*  et  r]  désignant 
les  deux  racines  de  l'équation  (11). 

Si  l'on  demande  la  condition  pour  que  chacun  des  points 
m  et  m'  oscille  comme  un  pendule  simple,  on  devra  faire 
A  =  0,  ou  A,  =  0.  Supposons  A  ^  0  ;  (15)  et  (14)  donneront  ; 

(17) 

On  en  tire  : 


et  en  portant  cette  valeur  dans  (il),  à  la  place  de  r',  il  vient 
après  simplification  : 

(18)  (m+  m')  a*'  +  (m  +  m'){b  —  a)  a.^  -m'63»  =  0. 

Cette  équation  est  du  second  d^ré  en  =;  elle  a  toujours 

ses  racines  réelles,  car  le  premier  et  le  dernier  coefficient 
sont  de  signes  contraires;  de  plus,  ces  deux  racines  sont, 
l'une  positive,  l'autre  négative;  ces  deux  racines  corres- 
pondent aux  positions  initiales.  On  a  alors  : 

9  =  A,  cos  f,(;      s  =:  X.A,  cos  r,l, 

ce  qui  doit  éadrer  avec 

(19)  8r3=aco8r,(;      ?  =  P  cos  r,f. 

les  durées  des  deux  oscillations  seront  les  mêmes;  mais 
les  amplitudes  seront  différentes;  les  deux  points  passeront 
en  même  temps  par  la  verticale. 

Remarque.  —  Si,  à  l'origine,  les  trois  points  0,  M,  M' 
étaient  en  ligne  droite,  on  aurait  a  =  p;  l'équation  (18) 
donnerait  : 

elle  ne  serait  jamais  vérifiée,  à  moins  que  l'on  n'ait  m  =  0 
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OU  I>  =  0;  dans  l'un  ou  l'autre  cas,  les  points  matériels  se 
réduisent  à  un  seul,  et  on  a  un  pendule  simple. 

Dans  le  cas  général,  on  obtiendra  la  valeur  de  r,  qui 
figure  dans  les  formules  (IQ),  en  partant  de  (J7),  on  déduit 
de  cette  formule  : 


Dans  le  cas  où  a  ^  b,  (18)  donne  : 

(m  +  m')  a'  =  t»'P*, 

'-=±\/  "'  ■ 

nous  aurons  donc  ces  deux  solutions  : 

S 


ç  r=  g  cos  r,  ï 
a  =  -  J  l/— 5L,  cos  r,(      «<■',  = 


'-^ 


Thdorème  d«  Jacobi. 


83.  Considérons  le  mouvement  d'un  point  matériel  libre 
dans  le  cas  oiï  il  existe  une  fonction  des  forces  U  indépen- 
dante du  temps  ;  les  équations  différentielles  du  mouvement 
seront  : 

^'  rfC  ~dx'''     df  ~  dy'     df  ~  dz' 

U  désigne  la  fonction  des  forces  divisée  par  la  masse  du 
mobile.  C'est  une  fonction  de  x,  y,  z. 
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Soit  6  une  fonction  de  x,  y,  z  contenant  trois  constantes 
arbitraires  x,  p,  y,  autres  que  celles  qu'on  peut  toujours 
introduire  dans  ë  par  voie  d'addition,  et  vérifiant  identique- 
ment l'équation  aux  dérivées  partielles  : 

Je  (Us  que  les  équations  (1)  auront  pour  intégrales  générales  : 
i**      .        ,       lis      .,       lis 

a',  P^Y'^^^s^^ottrois  nouvelles  constantes;  les  équations ^ 
donneront  x,  y,  z  en  fonction  de  t  et  des  six  arbitraires 


Dëhonstration.  —  Admettons  en  effet  les  équations  (2) 
et  (3)  ;  nous  allons  montrer  que  les  équations  (1)  en  découlent. 

Différentions  les  équations  (3)  relativement  au  temps; 
nous  aurons  : 

d'e    dx        d^S    dy        d*e  dz  _ 
i   da  dx  dt  "*"  du  dp  dt  "^  d<xdzdt~   ' 

^^  1  rf^  dx  dt  ^  d^  dy  dt  "^  d3  d^  dt 

I    d*e    dx        d'9    dy      _^^_o 

Or,  si  nous  différentions  l'équation  (2)  relativement  à  a,  0,  y, 
nous  trouverons  : 

de  d*e      ds  tfe      dg  je  _ 

L  diT  da;  dot      dy  dy  da       dz  dz  du        ' 
^'  1  daîdœdp  "**  dy  dy  d^'*'  dz  dîd^        ' 

f  ^  rf'e      de  d-e      de  ^^  _  ^^ 

',   dx  daî  dy       dy  dy  dy       dz  ds  dy 
(4)  constitue  un  système  de  trois  équations  du  premier 
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degré  en  7T>  j?'  37!  (5)  est  le  même  système  où  Ton  aurait 

,     .dxdy    dz  ,.  .  de    de    dQ 

remplace  ^.  j^'  ^j.  respectivement   par  jj-  ^.  ^;  on 

a  donc  : 

^  '  dt~dx''      dt~  dy'     dl~  dz 

Ces  équations  (6)  sont  donc  une  conséquence  de  (2)  et  (3). 
Partons  de  ces  dernières  équations;  nous  en.tirerons  : 

^  — é!®lf        rf'e    dy        d*e    dz 
de      dm*   dt      dx  dy  dt       dx  dz  dt 

ou,  à  cause  de  (6)  : 

(71  ^  _  ^  ^        d*9    de        d'e    de 

df"       dai'  dx      dx  dy  dy       dx  dz  dz 

Or,  on  tire  de  (2),  qui  a  lieu  quels  que  soient  x,  y,  z,  a,  p,  y 
en  différentiant  par  rapport  à  a:  : 

^  =  1®^      <^Q    <^'^        dQ   d'e 
da;       dxdx*      dy  dy  dx      dz  iz  dx 

I/équation  (7)  donnera  donc  : 

(Ta^dU 
dï'  ~ dx' 

et  on  verra  qu'on  a  de  même  : 

dV_dU 
dt*  ~~  dy  ' 
d^_dn 
dt'  ~  dz  ' 

Ainsi,  les  valeurs  de  x,  y,  z,  en  fonction  de  t,  déduites 
des  équations  (3),  vérifient  les  équations  (1);  du  reste,  ces 
expi-essions  de  x,y,  z  contiennent  six  constantes  arbitraires; 

IteSPEVBOUS.  —  If^cani^tie.  II.  25 
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donc,  les  équations  (3)  où  «  est  défini  par  (2),  constituent 
les  intégrales  («énérales  des  équations  (i). 

Les  éqiKitions  (6)  'sont  très  importantes,  elles  donnent 
des  expressions  très  simples  des  composantes  de  la  vitesse 
du  point  matériel. 

On  voit  que  toute  la  difficulté  du  problème  est  concentrée 
dans  la  recherche  d'une  solution  de  l'équation  (2),  qui  est 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
cette  solution  devant  contenir  trois  constantes  arbitraires. 
On  n'a  pas  de  méthode  générale  pour  l'obtenir;  cependant 
on  peut  découvrir  cette  solution  dans  un  assez  grand  nombre 
de  cas. 

Remarque.  —  Puisque  la  fonction  U  ne  contient  pas  le 
temps,  l'intégrale  des  forces  vives  a  lieu,  on  a  donc  : 


ce  qui  peut  s'écrire,  en  vertu  de  ((î)  : 

En  comparant  à  (2),  on  voit  que  la  constante  a  n'est  autre 
chose  que  la  constante  C  qui  figure  dans  l'équation  des 
forces  vives. 

84.  Application  au  mouvement  elliptique  des  planètes. 

—  Soit  r  la  distance  d'une  planète  au  centre  du  Soleil;  la 

fonction  des  forces  est  de  la  forme -■;*  désignant  une 
constante;  on  est  ilonc  conduit  à  trouver  une  solution  de 
l'équation  : 

contenant  trois  constantes  arbitraires  C,  G,  H;  alors  le 
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mouvement  sera  déterminé  par  les  trois  intégrales  : 

e,  g,  h  désignant  trois  nouvelles  constantes  arbitraires. 

11  convient  d'introduire  les  coordonnées  polair'es  dans 
l'équation  (i);  prenons  le  pian  de  l'écliptique  pour  plan 
des  xy,  désignons  par  -{i  et  ç  la  longitude  et  la  latitude  de 
la  planète  ;  nous  aurons  : 


'   3!  =  r  cos  f  cos  (ji,    ■    r  =:  Ka;*  -h  y'  +  z^, 

/o\  )  y  =  rcosçsin  4,    f    <Ji— arctg". 

.    .  X     ^ 

'  s  =  rsînç,  I   9  =  arc  tg 

On  en  déduit  : 

_xdx  +  ydy  +  zdz 


d'où 

dr 
dx' 

=  cos? 

cos 

♦, 

dr 
di'- 

=  C1»» 

sin 

<t. 

dr 
dz' 

=  sin  f, 

puis 

Je 

«'  +  y*  +  2' 

fit]'           sin  ()« 
,   dx           r  cos  f     , 

dç           sin  «cos'j' 

M(|/_       cos-l-      ( 

d?           sin  f  sin  ij» 
5Ï- r 

1    <I3                                      i 

dt~    r    • 

,  dft        sin  4  d8      fiuifflCOS'l'de 

3-  =:  cos  Ç  cos  i>  -; -77 —^ y  . 

dx  '  dr       r  cos  ç  atji  r        dç 

dH  ,    .  l'B       cos  tti   i^B      sin  a  sin  il>  d6 

■T-  =  cos  ç  sin  *  3 H  ^    -r- •  3-t 

dy  '  dr       r  cos  y  di]»  r        d<j 

i%  .      dd  cos  9  de 

dz  ^  dr  r    d? 
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On  en  tire  : 

/dey    /rfe\'    {<^Y^  /l^V        i     /my    ^  my 

l'équation  (1)  devient  donc  : 

Cherchons  une  solution  de  cette  équation  de  la  forme  ; 
(5)  e  =  R-i-  T  +  *;      " 

ces  trois  fonctions  ne  contenant,  la  première  que  r,  la 
seconde  que  t^,  la  troisième  que  ç;  nous  aurons  à  vérifier 
l'équation  : 

/dR\'  i       /dm'      l  /d*\*     -  fil      A 

quels  que  soient  r,  ç,  ^.  On  peut  écrire  : 

Le  premier  membre  de  celte  équation  ne  dépend  que  de  s 
et  if,  le  second  que  de  r;  ces  deux  membres  doivent  être 
égaux  quels  que  soient  r,  ç  et  4  ;  on  en  conclut  qu'ils  devront 
être  constants;  on  aura  donc,  en  désignant  par  G*  une 
constante  : 

■  cos'  ç  \rf')'/       \df/  ' 

ou  bien  : 

Le  premier  membre  de  cette  équation  ne  dépend  que  de  -J, 
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le  second  que  de  ?;  ces  deux  membres  doivent  être  égaux 
quels  que  soient  ?  et  t^i  ;  on  en  conclut  qu'ils  doivent  être 
^ux  à  une  constante  H'  ;  on  aura  donc  : 


(') 

H'  =  cos'  ?  j  G' 

d'où: 

dW 

H.. 

(8) 

V  =  B 

*■ 

L'équation 

(7)  donne  ensuite 

d'où: 

i^h- 

H' 

COS*ç 

(9)  ■'=J\/<'--^/ 

puis,  on  tk'e  de  (6)  : 


(ë)'= 


(10)  H=/^ÎC+^-?;dr. 

On  conclut  enfin  des  formules  (5),  (8),  (0)  et  (10)  ; 

(ii)  e  =/j/îT7f^  dr  +  H*  */ j/g^^  ^- 

Si  l'on  remettait  dans  cette  formule,  pour  r.  t{i  et  ?  leurs 
valeurs  en  x,  y,  z,  on  aurait  une  fonction  6  de  x,  y,  z, 
vérifiant  identiquement  l'équation  (i)  et  contenant  trois 
constantes  arbitraires  C,  G,  H;  c'est  bien  la  solution  cher- 
chée; on  aura  donc  les  intégrales  du  mouvement  pai'  les 
formules  (2). 
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Signification  géométriqae  des  arbitraires  C,  G,  H. 
L'intégi'ale 

rfe 


^  =  t  -\-c. 


ou  bien  : 


Ï  +  C: 


'0 


■■f:T^. 


iii.     G' 


2;4.       ti' 


Les  valeurs  maxima  et  minîma  de  r,  qui  sont  a  (1  +  «) 
et  a  {i  —  e),  en  représentant  le  demi  petit  axe  par  o,'  et 
l'excentricité  par  e,  doivent  donc  être  les  deux  racines  de 
l'équation  du  second  degré  ; 

2Gr'  +  2(ir-G*  =  0. 
On  en  conclut  : 


en  désignant  par  p  le  paramètre  de  l'orbite.  L'intégrale 


donne  : 


ÏH-"* 


J  c( 


,  Va'  cos-  .  -  H- 


Le  radical  l^ij*  cos' ç  ~  H*  doit  être  réel;  done,  la  plus 
jîninde  valeur  de  ç  sera  donnée  par  la  formule  : 

H 

cos,=j.; 
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or,  la  plus  grande  valeur  de  9  est  l'inclinaison  I  de  l'orbito 
(le  la  planète  sur  le  plan  de  l'écliptique  ;  on  a  donc  : 

H  =  GcosI. 
Ainsi,  on  a  : 

(«) 

Telle  est  la  signification  géométrique  des  arbitraires  C,  G,  H. 
Avant  d'aller  plus  loin,  nous  fixerons  les  limites  infé- 
rieures des  deux  int^rales  qui  figurent  dans  (11)  ;  nous 
ferons  commencer  la  seconde  à  partir  de  e  =  0,  .et  la  pre- 
mière, à  pai'tir  de  r  =  a  (1  —  e),  ce  qui  répond  au  périhélie  ; 
istte  limite  a  (1  —  e)  étant  fonction  de  C  et  G,  on  pourrait 

craindre  de  modifier  ainsi  les  dérivées  'jç  ^^  jn'>  mais  cela 

n'arrivera  pas,  parce  que  l'élément  différentiel  de  l'inté- 


grale /        I/îCh j  dr,  s'annule  pour  r=a{l  —  è). 

Nous  aurons  donc  : 

(13)6=  r      l/2C-t-^-^rfr  +  %+  ri/o'-^rfî 

et  nos  intégrales  seront  : 


(ii) 


_  r        dr_ 


V^' 


ïv     c 


m^^Gp    '1  „,-or 


V  cos*?  r  r       r' 

J 

cos'  ?  1/  G* 1~ 

Si,  dans  (13),  on  fait  r  =  a  (1  —  e\  on  aura  ^  4-  c  =  0, 
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c  =  —  t;  si  donc  t  désigne  le  moment  du  passage  de  la 
planète  au  périhélie,  on  aura  : 


Si,  dans  (16),  on  fait  ç  =  0,  ce  qui  répond  au  nœud,  on 
trouve  h  =  '^\  donc  h  est  la  longitude  du  nœud. 

Enfin,  si,  dans  (15),  on  suppose  que  les  limites  supérieures 
se  rapportent  au  périhélie,  on  aura,  en  désignant  par  ç,  la 
valeui"  correspondante  de  ç  : 


cos  If  dif 


Si  on  pose  d'une  manière  générale, 
(!8)  sin  ç  =  sîn  I  sîn  r„ 

il  viendra  : 

:  =  dr, 


ff  .sin  9 


Ksin'  I  — 
et  la  formule  (17)  donnera  ; 


=J.  "'■• 

g  =  r,„  ïj,  désignant  la  valeur  de  r,  qui  répond  au  périhélie. 
Soient,  sur  une  sphère 
ayant  pour  centre  le  cen- 
tre du  Soleil,  NP  le  grand 
cercle  qui  représente  l'or- 
bite de  la  planète,  P  une 
position  quelconque  de  la 
Fig.  268  planète,  PQ  l'arc  de  grand 

cercle  mené  par  P  perpendiculairement  à   l'écliptique; 
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on  a  : 

PQ  =  ?;      PNQ  — 1; 

le  triangle  sphérique  rectangle  NQP  donne  : 

sin  f  =3111 1  sin  NP; 
en  compai-ant  à  (18),  on  en  conclut  : 

,;  =  NP. 
Si  donc  P  coïncide  avec  le  périhélie  !!,  on  aura  : 
r„  =  g  =  Jin. 
Nous  aurons  donc,  en  résumé  : 

c  =  — t;      sr  =  Nn;      A  =  xN. 

(d4)  donnera  r;  (15)  et  (16)  donneront  ç  et  tj  en  fonction 
de  t  et  des  six  constantes  ou  éléments  elliptiques  C,  G,  H, 
c,  <7,  h. 

85.  Mouvement  d'un  point  matériel  attiré  par  deux 

centres  fixes,  solvant  la  loi  de  Newton.  —  On  suppose  que 

^,  le  mouvement  a  lieu  dans 

un  plan  contenant  les  deux 

centres   fixes.  —  Soient    C 

et  C  les  deux  centres  fixes, 

ce   =  2c;    prenons  cette 

^  droite  pour  axe  des  x,  et 

'1)  "^  la    perpendiculaire    menée 

par  le  milieu  de  CC  pour  axe  des  y;  soient^,  et  ^=i  les 

MC       HC 
attractions  des  centres  C  et  C  sur  l'unité  "de  masse  placée 
en  M;  on  aura  pour  la  fonction  des  forces  : 
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ou^  en  désignant  par  xety  tes  coordonnées  de  M  : 


y{x  —  c)'  +  y'       K{a;  -h  c)»  +  y' 

on  aura  donc  à  considérer  l'équation  aux  dérivées  partielles 
suivante  : 


cl. 


-'O'^O'-I. 


|/(a;  -  cy+  y'      !/(«  -.-  c)'  +  y'         * 

Il  suilira  de  ti'ouver  une  solution  contenant  les  deux  cons- 
tantes C  et  H,  et  en  désignant  par  c  et  ft  deux  nouvelies 
constantes,  le  mouvement  sera  donné  par  les  deux  intégrales  : 


(3) 


=  /  +  c; 


qui  fourniront  a;  et  y  en  fonction  des  quatre  constantes 
C,  c,  H,  h  et  du  temps  t. 

Pour  trouver  une  telle  solution  de  l'équation  (i),  il 
convient  de  faire  un  changement  de  variables;  on  sait  que, 
par  un  point  quelconque  M  {a;,  i/),  on  peut  faire  passer  une 
ellipse  et  une  hyperbole  ayant  pour  foyei-s  les  deux  points  (i 
et  C.  Soient  2à  et  2:j.  les  longueurs  des  axes  transverses  de 
ces  deux  courbes;  on  aura  : 


X*  >  c'  >  iJi'. 


On  tire  de  res  équations  : 


l/(V  —  c')  (c*  —  ijlM 


Nous  introduirons,  'au  lieu  des  coonlounées  x  et  y,  les 
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variables  X  et  ja,  que  l'on  nomme  les  coordonnées  elliptiques 
du  point  M. 

Il  faut  voir  ce  que  devient  l'équation  (2),  ijuand  on  y 
introduit  >,  et  n;  on  déduit  aisément  de  (5)  : 

de_tirfe    X  P^c*  —  [Ji'  de 

dX~cdx      c(/x'_c*''l'' 

rfe  _  X  ((6  _  ix  Kx*^"?  de 

d'^  ~cdx      f.  J/^^I^t  dp  ' 


et,  en  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à  j-  et  ^    " 


C  (A*  —  [X«)  —  =  (*  (X'  - 

-,        ,  dS      ,  lyri j,/-i ide  ,,-z — î,,j ide 

'^(^ -t^Jdi?^^'^'- -'^^^'^ -«^  dx-»*^^ -'^ '^'=^-'*  dil' 
d'où  on  tire,  après  réductions  : 

On  trouve  ensuite,  en  ayant  égard  à  (5)  : 

(7)    S  t«  -  c)'  +  ff'  =  P-  —  l>)\   \  u  ^      0     ^     a'     . 

^  '     (  (*  H-  c)'  +  y'  =  (X  +  ((.)»,   I  X  —  1*      X  +  [JL 

En  tenant  compte  de  (6)  et  {7),  l'équation  (2)  devient  : 

(„(v-.,(g)V(.-.-)0' 

=  2  )  o  (X  +  [Ji)  +  a'  (X  —  li)  +  c  (X*  —  V.')  j. 

Nous  chercherons  une  solution  de  cette  équation,  de  la 
Tonne  : 

(9)  e  =  L  4-  M; 

L  étant  une  fonction  de  X  seul,  M  ne  dépendant  que  de  n; 
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en  substituant  dans  (8),  il  viendra  : 

(-„.-.-)(^)--ÎM«*a')-.C>,.  =  -(c.-..,Q- 
+  2l*{a— a')  — 2C:i'. 
Les  deux  membres  de  cette  équation  doivent  être  égaux 
quels  que  soient  >.  et  n,  considérées  comme  variables  indé- 
pendantes; le  premier  membre  ne  dépend  que  de  X,  le 
second  que  de  i*,;  donc,  ces  deux  membres  sont  égaux  à 
une  constante  H.  Nous  aurons  donc  : 


{X'  -  c') 


(gy_2X(«-^«')-2CX'  =  H, 


«^-■^^)Q'-^^«^~'a-)- 


WJ^''"- /  ^ÎC|i'_- 


ij.. 


/H  +  ÎX(o  + 

<■') 

+  ÎCV^ 

/                 /.•  - 

e" 

'—  H  +  2|i  (a  - 

-  a 

)  -iCf.- 

-f\/- 


i\  (,a  +  a')  +  iCV 


W'- 


-H  +  2î*(a  — a')  — 2Cii»  , 
ï ; au. 

Cette  fonction  9  contient  deux  constantes  arbitraires  C 
et  H,  elle  vérifie  identiquement  l'équation  (8)  ;  elle  vérifienùt 
l'équation  (2),  si  l'on  y  remplaçait  X  et  ^  par  leurs  valeurs 
en  ic  et  y  ;  c'est  donc  bien  la  solution  cherchée  ;  les  intégrales 
du  mouvement  seront,  en  vertu  des  équations  (3)  : 

(10)    t^  P. -T — --^^ 

J  KX'  —  c'  |/H  +  2X  (a  +  o'}  +  2  CX'  , 

J  l/c"— jj.»  y^H  +  2;j;  («  —  a')  —  ÎCl? 
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'  |/«»—  (ji»  K—  H  +  «i*  (a  —  o')  —  2C|ji' 


Ces  équations  feront  connaître  X  et  \l  en  fonction  de  t,  et 
(les  quatre  constantes  C,  c,  H  et  /i;  la  dernière  peut  s'écrire  : 


<"'XW 


y>^^^  ^H  +  2X  (fl  +  a')  +  2CX' 

Jii.  |/c'  — |x'l/-H  +  2ïi(fl  — a')  — 2Cn»' 

en  désignant  par  X,  et  [ji,  les  valeurs  initiales  de  X  et  (a;  la 
constante  h  est  ainsi  remplacée  par  ti,;  C  est  la  constante 
(les  forces  vives;  on  aura,  pour  la  déterminer,  l'équation  : 

X„  —  li.  A,  +  Ito 

La  constante  H  se  déterminera  par  l'équation 


/dX\  _  y XI  —  c^    KH  +  2X,(fi+  a')-hic}.l 
W/~  1/?^=^  K-H+2|*,(o-o')-2c|i;' 

déduite  de  (12);  le  rapport  (t-I  sera  déduit  de  1^1  •  Itj-)  ■ 

L'équation  (12)  est  l'équation  de  la  trajectoire;  elle  contient 
deux  intégrales  elliptiques;  l'équation  (10)  en  contient  deux 
autres.  (Pour  plus  de  détails,  voir  Legendre,  Traité  des 
fonctions  elliptiques.) 

Remarque.  —  En  désignant  par  r  et  r'  les  distances  du 
mobile  aux  deux  centres  fixes,  on  a  : 
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ÉqnaUoni  oaiioiiii[nu. 
86.  Nous  avons  trouvé  les  équations  générales  : 

^  '  dt  \dq;)       àqi       "" 

dans  lesquelles  T  est  une  fonction  de  t,  q„  q„  ...,  t}t, 
3,)  9xi  ••-.  3*)  6t  Iss  Q(  sont  des  fonctions  des  mêmes 
variables.  Nous  avons  donc  k  variables,  q  et  k  variables  q'  ; 
nous  allons  faire  un  nouveau  changement  de  variables,  en 
posant  : 

âl  dT  dt 

^^^      wr^"  à7=^"  ■■■'  àï-r^'- 

Nous  garderons  les  variables  q,  mais  nous  remplacerons 
les  variables  q  '  par  les  nouvelles  variables  p  ;  les  équations  (2) 
sont  des  équations  du  premier-degré  relativement  aux  varia- 
bles q'  ;  elles  déterminent  les  j"  en  fonction  des  p  et  des  q. 
En  reportant  dans  T,  nous  aurons  T  en  •fonction  des  p  et 
des  q,  tandis  qu'auparavant  nous  avions  T  en  fonction  des  q 
et  des  q'  ;  nous  distinguerons  les  dérivées  partielles  de  T 
relatives  aux  g,  dans  les  deux  cas,  en  mettant  des  paren- 
thèses lorsque  T  est  considéré  comme  fonction  des  q  et 
des  q',  et  nous  n'en  mettrons  pas  dans  l'autre  cas.  L'équa- 
tion (1)  s'écrira  : 

dlàq;       \dq,l       " 


nous  aarons  ensuite 

d'où: 
(3) 

à-! 

Nous  supposerons 

les  liaisons  indépendantes  du  temps  ; 
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alors  T  est  une  fonction  des  q  et  des  q',  et  nous  aurons  : 
ou  bien,  à  cause  de  (2)  : 

ce  qui  peut  s'écrire  : 

là'r\ 


i  (T  -  Zm;)  =  2  (|Î)  d,,  _  2,;  ip,. 


a  1,1  —  2.pigi)  =  L 

Posons 

(4)  2)).«;  -  T  -  K, 

et  nous  aurons  ; 

/âT\ 


dK 


=  2,;fr-2(|I)d,„ 


mais,  K  étant  exprimé  au  moyen  des  p  et  des  q,  on  doit 
avoir  : 

dK  —  l-r-dpi+l^-  doi. 
Opi  dq,    ^ 

On  en  conclut,  en  compat^nt  les  deux  expressions  de  dK  : 

/dT\ 


(5)         q!  =  j^;  (6)  - 

(5)  donne,  en  remplaçant  q',  par  -J:  : 

'■''  dl       dp,- 

On  conclut  de  (3)  et  (6)  : 


"  \dqj  -  à,,' 
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Nous  avons  supposé  les  liaisons  indépendantes  du  temps; 
alors  T  est  une  fonction  homogène  du  second  de^,  relati- 
vement aux  quantités  g'.  On  a  donc  : 


(9) 

ÎT  = 

2p.«;; 

la  formule  (4)  donnera  -. 

K  =  T. 

Les 

équations  (7)  et  (8 

donneront  donc 

(10) 

(11) 

dp, 
dt 

II?.      âT 
dl  -  dp' 

0,. 

Supposons  actuellement  que  les  composantes  X,  Y,  Z,  ... 
des  forces  qui  agissent  sur  les  divers  points  du  système,  ne 

contiennent  pas  les  composantes  des  vitesses,  -tt-  ■■■'  mais 

seulement  le  temps  t  et  les  coordonnées  x,  y,  z,  ...,  et 
qu'en  outre  il  y  ait  une  fonction  des  forces  U  pouvant 
contenir  le  temps;  on  aura  : 

(12)  U  =  *((,î,?,  ...ît); 

on  aura  en  outre,  comme  on  sait  : 

Les  équations  (10)  et  (i1)  deviendront  : 

rfg._dT 
At  ~ dp' 

dt  ~"      âqi      ÔQi 
On  peut  les  écrire  comme  il  suit,  en  remarquant  que  U  ne 
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contient  pas  les  variables  p  : 


m 
dp, 

dt 

<)(T-U) 
ip. 
_-<)(T- 

S 

bien, 

en 

faisant 

! 

T- 

iq, 
dt 
dp, 

On  a  ainsi  les  équations  canoniques  d'Hamilton. 

H  est  upe  fonction  de  t  et  des  2A  variables  q„  q„  ...,  qt\ 
Pit  Pij  •••)  Pt'f  '^3  équations  (13),  dans  lesquelles  l'indice  i 
reçoit  les  valeurs  i,  2,  ...,  k,  constituent  un  système  de 
2fc  équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre. 

C'est  Poisson  qui  a  introduit  le  premier  les  variables  p 
au  lieu  des  variables  q'  ;  mais  il  n'était  pas  arrivé  à  la  forme 
simple  (43),  donnée  pour  la  première  fois  par  Hamilton. 

Tbéarèm*  d*  JaeoU. 

87.  La  détermination  du  mouvement  d'un  système  de 
poihts  matériels,  quand  les  liaisons  sont  indépendantes  du 
temps,  et  quand  il  existe  une  fonction  des  forces,  indépen- 
dante des  vitesses,  mais  pouvant  contenir  le  temps  expli- 
citement, se  ramène  à  l'intégration  du  système  suivant 
d'équations  simultanées  : 


dq,      àH           dq.      àH 
™          dl       dp,'          dt       àp,' 

dq.      à» 
■•          dt-àp. 

dp,_      dH.     dp._      àB 
™      dl  ~      dq,'      dt  "       àq,'      ' 

dp.           dB 

X 
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où: 

H  =  T  — U; 

en  mettant  en  évidence  les  quantités  qui  figurent  dans  H, 
on  peut  écrire  : 

(3)  H  =  H(ï,î.,ï.,  ...,?,; p.,p. p.). 

Voici  en  quoi  consiste  te  théorème  de  Jacobi. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  une  fonction  S  de  t,  q„  q„ 
...,  q,  et  de  n  constantes  arbitraires  a,,  a„  ...,  a,;  ces 
n  constantes  sont  essentiellement  distinctes  de  celle  qu'on 
peut  ajouter  à  S,  sans  cesser  de  vérifier  l'équation  (5)  : 

(4)  S  =  *(t,  5„  5„  ...,  ï,;  a„  «„  ....  o,); 

vérifiant  identiquement  l'équation  aux  dérivées  partielles 
ci-dessous  : 


(S) 


-  H  [t,  q.,  q„  ...,  q„  -r-'  -r-*  ...,  3— I  =0; 


on  voit  que  la  fonction  H  qui  figure  dans  cette  équation,  se 
déduit  de  l'expression  (3)  de.H,  en  y  remplaçant;»,  par  J-• 
îï,  par  ^  '  —  Il  arrivera  donc  que  (4)  étant  substitjié  dans  (5), 

on  devra  avoir  une  identité,  quels  que  soient  t,  g„  q„  ...,  q., 
a„  a„  ...,  a,.  Je  dis  qu'en  désignant  par  b„  b„    ...,  b. 
n  nouvelles  constantes  arbiti'aires,  on  aura  pour  les  inlé-  _, 
grales  générales  des  équations  (1)  et  (2)  le  système  suivant  : 


=  fr.. 


On  voit  qu'en  portant  l'expression  (4)  de  S  dans  (6)  et  (7), 
les  équations  (6)  donneront  les  p  en  fonction  du  temps, 
des  q  et  des  n  arbitraires  a„  a„  ...,  a.;  les  équations  (7) 


àS 

àS 

dS 

(6) 

r,r''- 

5?.  =  "" 

■■•■   à,. 

àS       . 

àS       . 

dS 

m 

5Ï,  =  ''" 

55-.  =  »-^ 

■■•     àa. 
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donneront  les  q  en  fonction  du  temps  et  des  2n  arbitraires 
a„  a„  ...,  a„  6„  fc„  ...,  6,.  Donc,  en  somme,  (6)  et  (7)  déter- 
minent les  variables  ^  et  ç  en  fonction  du  temps  et  de 
2n  arbitraires.  Il  ne  reste  plus  qu'à  démontrer  que  ces 
fonctions  du  temps  et  des  2n  arbitraires  vérifient  les  équa- 
tions (1)  et  (2),  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
à  ces  2»  arbitraires. 

On  tire  de  la  première  équation  (7),  en  différentiant 
relativemeiit  au  temps  :  > 

à*S  à*  S    dq,         d'S     dg,  __ 

âa,  dt      âa,  dq,  dt       lïa,  dq,  dt       "'        ' 


J13 
da,  I 


■,dt'^  da,\dgj  dt  '^  da,\dqj  dt  '*'  ' 

ce  qui  peut  s'écrire  encore,  en  tenant  compte  de  (6)  : 

d'S         dp,  dq,      dp,  dq,  Ôp^  dq, . 

da,  dt'^  dJ,  It  '^  dâ,lt  '^  "'  '^  dâ.lt  ~'   ' 

On  aura  de  même  : 

(8)  I     '^'S     _^_à_p,dg,  ^âpjdg,^       ^tt^^Q 
]  dOt  dt      da,di      da,  dt       '"      àa^  dt  ■      ' 

<?'S         dp,  dq,      dp,  dq,  dpt  dq» . 

àâ^t'^  dâ,!:!  '^  dâ^lt  '^  "'  '^  dâ^li  ~ 

Cest  là  un  système  Ile  n  équations  du  premier  degré  aux 

dq,        dq, 

n  mconnues-  -—*  — •  -^• 

'  dt         dt 

D'autre  part,  on  déduit  de  (5)  et  (6)  que  l'équation 

(9)  d?  "^  "  ^''  *'  '•  ■■■  '*'  *'■  ^'  -  ''*^  ~  ** 
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doit  devenir  identique,  en  y  remplaçant  S  par  sa  valeur  (4) 
et  les  variables  p  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  t,  des  q 
et  des  a,  tirées  de  (6);  on  pourra  donc  différentier  l'équa- 
tion (9)  par  rapport  à  chacune  des  arbitraires  a„  ...,  a,; 
ce  qui  donnera  : 


dt  àtti      âpiâa,      dp,âa,       '"       àpnda, 


^■  =  0, 


(10)    '.  dt  <Ja,      dp,  da,      dp,  i^o,       ""       dp,  da^  ~  ' 

f     d*S      ^  àttdp,   ^  dKâp,  t^^~Q 

\  dt  da,      dp,da       àptào,       '"    .  dp„da^ 

C'est  là  un  système  de  n  équations  du  premier  d^ré 

aux  ninconnues^-'— >^;  ce  système  est  le  même  que  (8); 

les  inconnues  ont  donc  les  mêmes  valeurs  dans  les  deux 
systèmes;  ainsi,  on  a  : 

^    ^  dt~dp,'      dt       dp,'      ■    '      at       dp,' 

Les  équations  (1)  ont  donc  bien  lieu. 
Partons  maintenant  de  l'équation 


noua  en  tirerons  : 

dp,        à'S       â'Sdf,        à'S    dq, 

dt  ~<lq,àl      àq',  dt       dq,dq,  dt       " 

d'S.  dq. 
■  ^  àq,  àq.  dl 

ou  bien,  en  tenant  compte  de  (Id)  : 

df,       i-S        à'Sda         i»"S    de 
'di      dq,  il  '  dq',  dp,  '   dq,  dq,  dp,  '*'  ' 

à'S  àS 
■■'*'  dq,àq.d!.' 

dbïGoOgIc 


DYNAMIQUE. 

ce  qui,  en  tenant  compte  de 

£S  _  _^  as  _  dp, 
dq\      âg,  àq^      dq, 

dq,  dq,      agi  àg,      dg, 


peut  s'écrire  ; 

dt       dq,dl      àp,àg,      àp^dg,      '"      àp,dqi 

Or,  on  tire  de  (9),  en  différentiant  par  rapport  à  q,  : 

<?*S        da      dHdp,      dHdpj  ^^_0 

dtdq,      dq,      dp,  dq,      dp,  dq,      '"      dp»  dq, 

En  retranchant  cette  équation  de  (12),  il  vient  : 

dp,__dH 
dt  ~"      dq,' 

Ainsi  se  trouve  démontrée  la  première  des  formules  (2); 
on  démontrera  les  autres  de  la  même  manière.  Le  théorème 
de  Jacohi  est  donc  démontré. 

Considérons  en  particulier  le  mouvement  d'un  point 
matériel  libre,  et  supposons  qu'il  existe  une  fonction  des 
forces  U,  indépendante  du  temps;  on  aura,  comme  on  sait, 
les  équations  : 


(13) 

de  ~  àx' 

S'y      dXS, 
ie      et' 

d'z      àV 

En  posant 

(li) 

T,  =  '^- 

dt      "  • 

'i-- 

il  vient  : 

(IS) 

d3/      dV 

dl'       dV 
li!       ây' 

dz'      àO 
'dl  ~  ai 

obyGoogle. 
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La  force  vive  2T  du  point  matériel  a  pour  expre&sion  : 

2T  =«(»'»  4-  y"  +  z'*); 
on  en  conclut  : 

•-iÉl-        --lÉl-        '—i.^ 
~mdx^'     ^~mây"  ~  màs'' 

en  remarquant  que  U  est  indépendant  de  x',  y',  z'  et  T 
de  X,  y,  z,  les  équations  (14)  et  (45)  pourront  s'écrire  : 


«(as' 


d^ 

dx  dx 

On  voit  donc  que  pour  rentrer  dans  les  conditions  du 
dernier  théorème  de  Jacobi,  il  suffit  de  faire  : 


g.  =  a::      g. 

=  y; 

«.  =  =. 

p,  =  x';      p. 

=  »' 

p,  =  '\ 

H=ï- 
m 

-U  =  i(a:-+»"  +  j-)- 

V=\{p\  +  P', 

+  pl)-ii; 

on  aura 

alore  les  équations  : 

dj,      à  a 
dt  ~  âp,' 

dp. 

dt 

Si  donc  on  applique  le  théorème  de  Jacobi 

l'équation 

aux  dérivées  partielles  sera  : 

Pour  trouver  une  solution  de  cette  équation  avec  trois 
constantes  arbitraires,  nous  remarquerons  d'abord  que  cette 
équation  ne  contient  pas  le  temps  i  explicitement  et  nous 
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ferons  : 

(17)  S  =  — «/  +  e, 

a  étant  une  constante,  et  9  ne  contenant  plus  t  explicite- 
ment; l'équation  (16)  deviendra  : 

Supposons  trouvée  une  solution  6  de  cette  dernière 
équation,  contenant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires  0 
et  Yr  nous  aurons,  en  désignant  par  a,  3',  y'  trois  constantes 
arbitraires  : 

da~'^''      à^^^'      à'{~'^'' 
ou  bien,  à  cause  de  (17)  : 


On  retrouve  ainsi  le  théorème  démontré  directement  plus 
haut. 
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HYDROSTATIQUE  ET  HYDRODYNAMIQUE 


CHAPITRE    PREMIER 


HYDROSTATIQUE. 


1.  GoDBidérationB  générales.  ~  Les  fluides.  —  Pris  dans 
toute  leur  complexité,  les  corps  naturels  sont  inaccessibles 
aux  mathématiques,  qui  ne  peuvent  s'appliquer  qu'à  des 
êtres  idéaux  géométriquement  définis,  rappelant  sinon  en 
totalité,  du  moins  en  partie,  les  caractères  des  corps 
naturels. 

Mais  il  doit  forcément  arriver  dans  certains  cas  que  les 
caractères  que  l'on  avait  négligés  dans  la  construction  du  type 
géométrique,  jouent  à  un  moment  donné  un  rôle  important. 

Le  corps  solide  rigide,  par  exemple,  dont  les  propriétés 
mécaniques  ont  été  exposées  dans  le  cours,  rentre  dans  la 
catégorie  de  ces  êtres  abstraits  dont  nous  parlons.  Or,  à 
l'occasion  de  l'indétermination  des  pressions  d'un  solide 
reposant  sur  plus  de  trois  points  d'appui,  on  a  fait  remarquer 
combien  insuffisante  était  cette  conception,  au  point  d'en- 
traîner des  conséquences  contradictoires  avec  les  faits 
observés.  C'est  qu'il  n'existe  pas  en  effet  de  corps  parfaite- 
ment rigide,  pas  de  corps  qui  ne  fléchisse  et  se  déforme 
plus  ou  moins,  même  sous  l'action  de  très  petites  forces. 
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N^ligeabies  dans  certains  cas,  ces  déformations  ont 
maintenant  le  rôle  principal;  et  l'on  sent  alors  la  nécessité 
d'une  conception  nouvelle  qui  se  substitue  à  celle  du  solide 
rigide,  lor^ue  celle-ci  tombera  en  défaut.  Or,  c'est  là  le 
but  que  se  propose  la  théorie  de  l'élasticité,  qui  a  pour 
objet  l'étude  mécanique  du  nouvel  être  abstrait  qui  s'appelle 
le  corps  solide  élastique.  Mais,  hâtons-nous  de  le  dire, 
malgré  sa  conception  plus  large,  le  solide  élastique  a  lui 
aussi  un  rôle  limité,  et  il  doit  s'effacer  .dans  bien  des  cas, 
soit  pour  faire  place  à  quelque  autre  conception  abstraite, 
soit  pour  laisser  le  champ  libre  à  l'empirisme;  car  dans  un 
ordre  d'idées  qui  touche  de  si  près  aux  applications  indus- 
trielles, les  exigences  de  la  pratique  sont  bien  plus  étendues 
que  les  développements  de  la  théorie. 

2.  n  y  a  notatoment  une  classe  spéciale  de  corps  qui 
s'écartent  trop  nettement  des  solides  naturels  pour  que 
l'on  puisse  songer  à  prendre  le  solide  rigide,  ou  le  solide 
élastique  pour  base  d'une  première  approximation,  et  où, 
tout  au  contraire,  la  grande  mobilité  des  diverses  parties, 
l'extrême  facilité  avec  laquelle  elles  cèdent  au  moindre 
effort,  ont  conduit  à  cherchai-  pour  ces  corps  une  première  ' 
approximation  dans  l'hypothèse  d'une  mobilité  absolue,  et 
d'une  essentielle  instabilité  de  forme. 

Il  n'y  a  pas  cependant  non  plus  de  liquide,  ni  de  gaz  qui 
n'oppose  une  certaine  résistance  aux  déformations;  mais, 
la  faiblesse  de  cette  résistance  justifie  la  conception  du 
fluide,  tout  aussi  bien  que  la  petitesse  des  déformations 
des  solides  naturels  justifie  celle  du  corps  parfaitement 
rifpde. 

A  vrai  dire  d'ailleurs,  nous  n'avons  pas  à  justifier  ici  ces 
diverses  conceptions;  pas  plus  que  l'on  n'a  cherché  à 
justifier  les  principes  fondamentaux  qui  servent  de  base 
à  la. mécanique.  Nous  nous  bornerons  à  donner  une  défini- 
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tion  claire  et  précise  des  fluides,  et  à  en  développer  ensuite 
les  conséquences  légitimes. 

3:  Définition  do  fluide.  —  Un  fluide  sera  donc  pour  nous 
un  système  de  points  matériels  extrêmement  voisins,  agis- 
sant les  uns  sur  les  autres,  de  telle  sorte  que  dans  leurs 
déplacements  relatifs,  ils  glissent  entre  eux  sans  qu'il  en 
résulte  de  frottement.  Cette  expression  de  glissement  sans 
frottement  demande  à  être  expliquée,  et  acquerra  plus  loin 
une  s^niflcation  très  précise. 

4.  Principe  de  la  solidification.  —  Tirons  d'abord  parti 
de  ce  qu'un  fluide  est  un  système  de  points  matériels,  et 
appliquons  le  principe  suivant  de  la  statique  : 

Lorsqu'un  système  de  points  matériels  est  en  équilibre,  . 
on  peut,  sans  troubler  l'équilibre,  introduire  des  liaisons 
compatibles  avec  la  figure  d'équilibre. 

Nous  pourrons  donc,  dans  nos  raisonnements,,  supposer 
qu'une  partie  du  liquide  est  solidifiée,  c'est  à  dire  que  les 
points  matériels  qui  le  composent,  se  trouvent  invariable- 
ment reliés  entre  eux,  aux  distances  mêmes  de  la  position 
actuelle  d'équilibre. 

5.  PreBBÏon.  —  Envisageons  donc  un  fluide  et  prenons 
tous  les  points  matériels  du  système,  répartis  sur  un  élément 
superficiel  inflniment  petit  d'aire  u,  élément  que  nous 
pouvons  supposer  plan.  Solidifions  le  système  ainsi  obtenu. 
Tout  le  fluide  situé  d'un  même  côté  du  plan  de  l'élément 
exerce  une  action  sur  chacun  des  points  de  cet  élément,  et 
toutes  ces  actions,  qui,  en  vertu  de  la  continuité,  sont  très 
peu  inclinées  les  unes  sur  les  autres,  se  composeront  en 
une  force  P,  du  même  ordre  infinitésimal  que  w,  appUquéé 
en  un  point  quelconque  0  de  l'élément,  et  en  un  couple 
d'iîn  ordre  infinitésimal  de  deux  unités  plus  élevé.  On  ne 
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tient  pas  compte  du  couple,  et  il  ne  reste  que  la  force  P  qui 
est  Impression  totale  sur  l'élément  u. 
p 
Le  quotient  -  a  reçu  le  nom  de  pression  rapportée  à 

l'unité  de  surface  ou  simplement  de  pression. 

6.  Direction  de  la  preesion.  —  La  composante  tangen- 
tielle  de  la  pression  totale,  c'est  à  dire  ga  projection  sur 
le  plan  de  l'élément,  rat  regardée  comme  représentant 
l'action  tangentielle  du  fluide  sur  cet  élément.  Or,  si  les 
glissements  doivent  s'effectuer  sans  frottement  dans  le 
fluide,  cette  action  tangentielle  ne  peut  exister,  et  la  signi- 
iication  précise  de  l'expression  de  glissement  sans  frotte- 
ment qui  figure  dans  la  définition  du  fluide,  consiste  juste- 
ment en  ce  que  la  composante  tangentielle  de  la  pressioo 
est  nulle. 

Nous  admettrons  donc  comme  un  fait  découlant  de  la 
définition  même  du  fluide  que  : 
La  pression  est  normale  à  l'élément  pressé. 

7.  11  semble  au  premier  abord  qu'il  y  ait  lieu  de  consi- 
dérer deux  pressions  sur  un  élément,  à  savoir  ceUe  qui 
provient  de  l'action  du  fluide  situé  d'un  côté  A  de  l'élément' 
et  celle  qui  provient  du  côté  opposé  B. 

Pour  élucider  ce  point,  cherchons  les  conditions  de 
l'équilibre  de  translation  du  système  solidifié  u,  et  appelons, 
comme  précédemment,  P  la  pression  exercée  par  la  por- 
tion A,  Q  celle  qui  est  exercée  par  la  partie  B. 

L'élément  u  est  en  équilibre  sous  l'influence  de  P,  de  Q 
et  de  la  résultante  des  forces  extérieures,  qui  comprennent 
les  forces  d'inertie  s'il  y  a  lieu.  Cette  résultante  qui  est  de 
l'ordre  de  la  masse,  c'est  à  dire  du  volume,  est  donc  d'un 
ordre  infinitésimal,  supérieur  à  celui  de  P  et  de  Q,  en  sorte 
que  la  condition  d'équilibre  de  translation  consiste  en  ce 
que  P  et  Q  sont  égales  et  contraires. 
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Ce  fait  est  tout  à  fait  analogue  à  celui  qui  se  présente 
dans  la  définition  de  la  tension  des  fils  flexibles  et  inexten- 
sibles. U  nous  montre  que  lorsque  nous  parlerons  de 
pression  totale,  il  faudra  toujours  préciser  le  sens  dans 
lequel  agit  cette  pression. 

8.  Problème  de  l'hydroBtatiqae.  —  Nous-pouvons  main- 
tenant énoncer  le  problème  fondamental  de  la  statique  des 
fluides  ou  hydrostatique. 

Déterminer  en  tout  point  d)t  fluide  et  pour  une  orientation 
quelconque  d'un  élément  décrit  autour  de  ce  point  la  pression 
correspondance. 

Soient  a;,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  A; 
a,  0,  y  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  trois  axes  la 
normale  au  plan  d'un  élément  entourant  le  point  A. 

Le  problème  consiste  à  exprimer  la  pression  en  fonctidn 
de  X,  y,  z,  a,  p,  y,  lorsque  l'on  connaît  les  forces  extérieures 
qui  agissent  sur  les  points  matériels  dont  ge  compose  le 
fluide. 

9.  SimpliUcation  du  problème.  —  Or,  et  c'est  là  un  fait 
bien  remarquable,  la  fonction  cherchée  ne  dépend  pas 
de  «,  P,  Y,  c'est  à  dire  de  l'orientation  du  plan  de  l'élément, 

•       en  sorte  que  la  pression  varie  seule- 

r\~ y^     ment  avec  le  point  autour  duquel  l'élé- 

^x/        ment  se  trouve  décrit. 

Pour  démontrer  ce  théorème  impor- 
tant, envisageons  deux  éléments  passant 
par  un  même  point  A,  et  dont  les  plans 
BAC,  BAD  se  coupent  suivant  la  droite 
riq.2ÎO  ^-l/        AB:  avec  ces  deux  plans,  avec  deux 
autres  plans  perpendiculaires  à  AB,  inii- 
niment  voisins,  et  un  cinquième  parallèle  à  cette  droite  et 
également  incliné  sur  les  deux  premiers,  formons  un  prisme 


Digitizeû  by  ^lOOQ  IC 


414  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

droit  isocèle  infiniment  petit  ayant  en  A  un  sommet.  Soli- 
difions tous  les  points  du  fluide  intérieurs  à  ce  prisme,  et 
remarquons  que  les  pressions  totales,  agissant  sur  les  Ëices 
de  l'extérieur  à  l'intérieur,  et  les  forces  extérieures  doivent 
se  faire  équilibre  sur  le  prisme  solidifié.  Projetons  alors  sur 
la  droite  CD  les  pressions  et  les  forces  extérieures,  qui 
comprennent  les  forces  d'inertie  s'il  y  a  lieu.  En  appelant  P 
la  pression  totale  sur  la  face  BAC,  Q  la  pression  totale  sur 
la  face  BAD,  et  F  la  projection  sur  CD  de  la  résultante  des 
forces  extérieures,  il  faudra  avoir,  «  étant  l'angle  ACD, 
lequel  est  égal  à  ADC  : 

Psina  — Ûsina-FF  =  0. 

On  remarquera  que  P  et  Q  étant  de  l'ordre  des  faces  sont 
du  second  ordre,  tandis  que  F  est  de  l'ordre  du  volume, 
c'est  à  dire  du  troisième  ;  si  l'on  désigne  alors  par  u,  la 
valeur  commune  des  aires  égaies  BACE,  BADF,  on  aura, 
après  division  par  u  sin  a  : 


=  0; 


ce  qui  exprime  que  la  pression  par  unité  de  surface,  ou 
simplement  la  pression,  est  la  même  pour  tes  deux  orien- 
tations d'éléments  BAC  et  BAD  prises  quelconques  autour 
du  point  A. 

Ainsi  se  trouve  démontrée  la  proposition  importante  sur 
laquelle  se  fonde  la  simplification  que  nous  avons  énoncée. 
Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  la  pression  en  fonction 
des  coordonnées  du  point  (x,  y,  z)  par  où  doit  passer 
l'élément  pressé. 

10.  ÉqnationB  de  l'hydroBtatiqne.  —  Pour  résoudre  ce 
problème,  enfermons  dans  un  parallélipipède  infiniment 
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petit,  dont  les  arêtes  soient  parallèles  aux  axes,  une  masse 

de  fluide  et  solidifions-la. 
Le  solide  ainsi  obtenu  doit'  être  en  équililibre  sous 
l'influence  des  pressions  to- 
tales qui  s'exercent  sur  les 
faces  de  l'extérieur  à  l'inté- 
rieur, combinées  avec  les 
forces  extérieures  qui  agis- 
sent sur  chaque  point  maté- 
riel de  la  masse. 
Exprimons   donc   que   la 


Fig.27I 
somme  des  projections  sur  Ox  de  ces  différentes  forces 


Soient  (ic,  y,  z)  les  coordonnées  du  sommet  A,  le  plus 
rapproché  de  l'origine,  et  a,  6,  c  les  longueurs  des  arêtes 
AB,  AC,  AB.  Bésjgnons  aussi  parp  la  valeur  de  la  pression 
au  point  (x,  y,  z).  En  un  point  infiniment  voisin  (aï  -|-  Bx, 
y  -\-iy,  z  +  8î),  la  pression  aura  pour  valeur  : 


dx 


dg 


8» 


àz 


■  en  particulier,  au  point  B  elle  sera  : 

àp 
p  -t-  ,  -  a. 

Or,  les  seules  pressions  totales  qui  ne  soient  pas  rectan- 
gulaires avec  Ox,  sont  celles  qui  s'exercent  sur  les  (aces 
ACB'D,  BD'A'C.  Elles  se  projettent  d'ailleurs  en  vraie 
grandeur,  et  en  mettant  les  signes  en  évidence,  la  pression 
totale  sur  la  première  Êice  donne  : 

p.ftc, 
et  la  pression  totale  sur  la  seconde  : 


-{'*%')'"• 
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d'où  finalement,  pour  la  somme  des  projections  sur  Ox 
des  pressions'  : 

— -—  ■  abc. 
àx 

D'autre  part,  la  projection  sur  Ox  de  la  résultante  des 
forces  extérieures  peut  se  représenter  par 

\  dm, 

où  dm  désigne  la  masse  totale  du  fluide  renfermé  dans  le 
parallélipipède.  On  a  donc  l'équation.: 

—  ^  aftc  +  X  rfm  =  0, 
ox 

ou  encore  ; 

dp  _dm 
dx-Wc 

Et  en  opérant  de  môme  pour  l'axe  Oy  et  l'axe  O2  : 

dp  _  dm  y 
dy      abc    ' 


Maintenant  on  remarquera  que  le  quotient  de  la  masse  dm 
d'un  volume  élémentaire  par  ce  volume  n'est  autre  que  la 
densité  p  du  fluide,  en  sorte  que  les  équations  précédentes 
s'écrivent  ainsi  : 


(0 


dx       '^ 


I  ày~ 
dp_ 


H.  Il  importe  d'ajouter  que  ces  équations  suffisent  pour 
traduire  l'équilibre  des  pressions  et  des  forces  extérieures 
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qui  agissent  sur  le  parallélipipède.  On  se  représente  en 
effet  !a  force  extérieure  comme  appliquée  en  un  point  I 
intérieur  au  parallélipipède,  et  l'on  peut  supposer  la  pres- 
sion totale  sur  chaque  face  appliquée  au  point  suivant  lequel 
le  point  I  se  projette  sur  cette  face. 

Toutes  les  forces  que  l'on  considère  sont  alors  concou- 
rantes au  point  I,  et  les  équations  (1)  suffisent  pour  traduire 
leur  équilibre. 

Il  en  résulte  que  les  équations  ("i),  si  elles  sont 'vérifiées 
en  un  point  quelconque  du  fluide,  assurent  l'équilibre  de 
toute  la  masse. 

12.  Suriaces  de  niveau.  —  Les  trois  équations  (1) 
contiennent  la  solution  générale  du  problème  de  l'hydro- 
statique. Elles  se  résument  dans  la  suivante  : 

(2)  dp  =  p{Xdx  +  y  dg  +  Z  dz); 

c'est  à  dire  que  l'expression  Xdx  +  Ydif  +  Zdz  peut  être 
rendue  intégrable  par  l'introduction  d'un  multiplicateur, 
et  que  la  densité  p  est  l'un  de  ces  facteurs  intégrants. 

Appelons  donc  U  (x,  y,  z)  une  fonction  entièrement  déter- 
mivée,  admettant  p(Xda;  +  Ydj/  +  Zdz)  pour  différen- 
tielle totale  ;  l'équation  (2)  nous  donne  : 

(3)  p  =  U(x.y,r)-i-C; 

où  C  est  une  constante  que  l'on  déterminera  en  se  donnant 
la  pression  p,  en  un  point  x„  y„  z,.  La  constante  étant 
supposée  déterminée,  nous  pourrons  la  faire  rentrer  dans 
la  fonction  U,  et  nous  aurons  : 

Le  problème  de  l'hydrostatique  sera  donc  entièrement 
résolu  lorsque  l'on  connaîtra  la  fonction  U.  Nous  revien- 
drons plus  loin  sur  sa  détermination,  mais  nous  allons 
Despeïrous.  —  Mécanique.  II.  27 
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présenter  tout  d'abord    quelques    considérations    sur  les 
surfaces  de  niveau. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  la  pression  est  la  même 
est  une  surface  représentée  par  l'équation  : 

U  (X,  ]f,z)=p=:  constanle. 

Les  diverses  surfaces  que  l'on  obtient  ainsi,  ont  reçu  le 
nom  de  surfaces  de  niveau. 

Par  toOt  point  du  fluide  il  passe  une  surface  de  niveau, 
lieu  des  points  pour  lesquels  la  pression  est  la  même  qu'en 
ce  point.  J'ajoute  que  : 

En  tout  point  du  fluide,  la  force  extérieure  est  normale 
à  la  surface  de  niveau  qui  passe  en  ce  point. 

Les  cosinus  directeurs  X,  ji,  v  de  la  force  ont  en  effet  pour 
valeur: 


(4)X  = 


KX'-t-Y'+Z'  k'X'4-  Y'+Z*  |/X'4-  Y'+Z' 


D'autre  part,  les  cosinus  directeurs  d'une  des  deux  direc- 
tions de  la  normale  à  la  surface  de  niveau  sont  égaux  à 

dx  dy 


et  comme  l'on  a  : 


ces  expressions  coïncident  avec  les  expressions  (4). 
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13.  Dérivée  de  la  pression  suivaot  une  direction.  —  Ce 
théorème  peut  être  complété  de  la  façon  suivante  : 

Remarquons  que  la  pression  variant  avec  x,  y,  z,  la  diffé- 
rentielle de  sa  valeur  quand  on"  passe  du  point  P  (x,  y,  z) 
au  point  P'  {x  -+■  dx,  y  +  dy,  z  +  dz)  a  pour  expression, 
en  vei'tu  de  l'équation  (2)  : 

dp  =  pXdx  -h  pY  dy  -i-  pZdz. 


Soit  ds  =  i^dx*  +  dy^  •+-  dz*  la  différentielle  du  dépla- 
cement PP'  :  le  quotient  -j-  a  reçu  le  nom  de  dérivée  de  la 
pression  suivant  la  direction  PP', 

Désignons  pur  a,  g,  y  les  cosinus  directeurs  de  cette 
direction,  on  a  évidemment  : 

a=— ,       St=— ,      V  — ^, 
ds'  ds'      '       ds' 


Représentons  par  pF  ^  p  l^X'  +  Y'  +  Z*  la  force  exté- 
rieure, on  trouvera,  en  vertu  des  équations  (4)  ; 

^  =  pF  (X»  +  ix?  +  vt); 

ou  enfin,  6  étant  l'angle  du  déplacement  PP'  avec  la  direc- 
tion de  la  force  : 
(5)  ^=pFcosO. 

Si  l'on  représente  la  dérivée  de  la  pression  suivant  PP' 
par  un  sèment  PQ  égal  à  ^>  porté  dans  le  sens  PP'  si  dp 
est  positif,  et  en  sens  inverse  si  dp  est  négatif,  on  peut 
intei'préter  ainsi  l'équation  (5)  : 

La  dérivée  de  la  pression  suivant  une  direction  est  égale 
à  la  pi-ojection  de  la  force  sur  cette  direction. 
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Prenons  en  particulier  pour  direction  du  déplacement 
celle  de  la  force  extérieure  ;  en  désignant  par  ^  la  dérivée 
correspondante,  on  a  : 

Comme  pF  et  An  sont  positifs,  dp  est  positif. 

Or,  lorsque  l'on  s'éloigne  d'une  surface  de  niveau,  p  aug- 
mente ou  diminue  suivant  le  côté  de  la  surface  où  s'effectue 
le  déplacement;  et  l'on  peut  alors  ajouter  : 

Non  seulement  la  force  extérieure  en  un  point  est  normale 
à  la  surface  de  niveau  qui  y  passe,  mais  encore  : 

i"  Elle  est  dirigée  du  côté- de  cette  surface  où  la  pression 
augmente; 

2°  Elle  a  pour  valeur  la  dérivée  de  la  pression  prise 
normalement  à  la  surface  de  niveau  suivant  cette  direction. 

Ce  théorème  renferme  les  équations  (1),  qui  résultent 
aussi  de  l'application  de  la  formule  (5)  aux  trois  directions 
des  axes  de  coordonnées. 

Ce  théorème  offre  la  même  utilité  que  celui  qui  exprime 
les  projections  de  la  force  sur  la  tangente  et  la  normale 
principale  dans  le  cas  du  mouvement  d'un  point  matériel. 
Il  permet  d'écrire  les  équations  de  l'hydrostatique  dans  un 
système  quelconque  de  coordonnées. 

14.  DiBCOBsion  générale  des  éqnatioQB  de  l'hydrosta- 
tique. —  Kous  devons  actuellement  reprendre  les  équations 
générales  de  l'hydrostatique  et  montrer  ce  qu'il  faut  faire 
pour  en  déduire  une  solution  effective  du  problème 
-  proposé. 

Nous  supposerons  X,  Y,  Z  donnés  en  fonction  de  x,  y,  z; 
et  nous  voyons  tout  d'abord  que  ces  trois  fonctions  ne 
sauraient  être  prises  arbitrairement.  Il  faut  en  effet  que 
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l'expression  \dx  +  Ydy  +  Zdz  admette  un  facteur  inté-  ^ 
grant,  ce  qui  exige  que  l'on  ait  : 

Supposons  donc  cette  condition  remplie,  et  elle  est  néces. 
saire  pour  que  l'équilibre  soit  possible,  alors  tl  existera  une 
fonction  6  de  x,  y,  z  qui  rend  l'expression  8  (Xdx  +  Ydy 
+  Zdz)  une  différentieile  exacte  dV,  en  sorte  que  : 

(8)  ^{\dx  +  Ydy  +  Zdz)  =  d\, 

où  V  est  une  fonction  de  x,  y,  z. 

On  sait  qu'il  existe  une  infinité  de  facteurs  intégrants  ef 
qu'ils  sont  tous  compris  dans  l'expression 

'»•/'  (V). 

où  /"(V)  est  la  dérivée  d'une  fonction  arbitraire  de  V;  et 
l'on  aura  : 

e  f  (V)  (X  dx  +  Trfy  +  Z  dz)  =  f  (V).rfV  =  rf/(V). 

Puisque,  d'après  l'équation  (2),  la  densité  p  doit  être  un 
facteur  intégrant,  il  faudra  que  pour  une  certaine  détermi- 
nation de  la  fonction  /"{V)  l'on  ait  : 


m 


(  P  =  /'(V)- 


D'ailleurs,  quelle  que  soit  la  fonction  f{W),  les  équa- 
tions (9)  vérifient  les  équations  (1),  et  par  conséquent  la 
solution  générale  de  ces  équations  comporte  une  fonction 
arbitraire. 

Nous  remarquerons  tout  de  suite  que  puisquep=const., 
ou  /"(V)  =  const.  est  l'équation  des  surfaces  de  niveau, 
l'équation  de  ces  surfaces  peut  encore  s'écrire  : 

V  =  const. 
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et  Lomnie  la  fonction  V  est  déterminée,  il  en  résulte  que 
les  surfaces  de  niveau  se  trouvent  parfaitement  déterminées 
indépendamment  de  la  fonction  fÇV). 

Mais  l'on  ne  connaît  pas  la  loi  de  distribution  de  la  densité 
dans  le  fluide,  et  l'on  ne  sait  pas  non  plus  rattacher  à  chaque 
surface  de  niveau  une  valeur  déterminée  de  la  pression. 

Voilà  donc  deux  problèmes  qui  restent  à  résoudre  et  dont 
la  solution  est  uniquement  subordonnée  à  la  détermination 
de  la  fonction  f{\). 

15.  CoBdition  complémentaire.  —  Il  nous  manque  une 
condition  susceptible  de  déterminer  cette  fonction  inconnue. 
On  trouve  cette  condition  dans  une  hypothèse  compîém^ 
taire  que  l'on  fait  sur  les  fluides,  et  qui  consiste  en  ce  que 
une  relation  donnée  à  priori  existe  toujours  entre  la  pres- 
sion et  le  volume,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  la 
pression  et  la  densité. 

Cette  relation  peut  prendre  une  infinité  de  formes; 
chacune  d'elles  caractérise  une  classe  particulière  de 
fluides. 

16.  Solution  complète  du  problème  lorsque  l'on  connait 
une  condition  complémentaire.  —  Remarquons  d'abord  que 
le  fait  de  l'existence  d'une  relation  complémentaire  teUe  que 

(10)  P  =  F(p) 

entraîne,  eu  ^ard  aux  équations  (9),  les  relations  : 

or(V)  =  FO')  =  Ft/-(V)]; 

en  sorte  que  0  est  une  simple  fonction  de  V.  Il  en  résulte 

rfV 
que  -r-  est  une  différentielle  exacte,  c'est  à  dire,  en   se 

reportant  aux  équations  (8),  que  \dx  +  Yrfy  +  Zdz  est 
une  difl'érentielle  exacte. 
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D'ailleurs,  réciproquement,  si  Xdx  4  Ydy  4-  Zds  est 
une  dilTérentielle  exacte,  on  peut  dire  que  ô  ^  1  est  un 
facteur  intégrant;  les  équations  (9)  se  réduisent  à  : 


C") 


ce  qui  montre  que  p  est  une  simple  fonction  de  p. 

Supposons  donc  comme  d  priori  cette  relation  (10),  et 
prenons  alors  0  ^  i,  ce  qui  est  permis,  ainsi  que  je  viens 
de  le  montrer.  Les  équations  {&)  se  réduisent  à  la  forme  (dl) . 

Les,  équations  (10)  et  (11)  résolvent  entièrement  le  pro- 
blême, car  on  déduit  des  équations  (11)  : 


e  =  rVf)  = 

_dp 
'dy 

et  de  l'équation 

,(10): 

if  _ 

=p= 

F(P). 

d'où: 

m 

y 

=r 

dp 

fCp) 

+  const. 

Cette  équation  donne  une  relation  entre  V  et  p,  c'est  à 
dire  détermine- la  fonction  f{\).  Le  problème  est  ainsi 
entièrement  résolu. 

Si  l'on  veut  connaître  la  distribution  de  la  densité,  la 
formule  (10)  y  suffira,  car  elle  donne  p  en  fonction  de  p  qui 
est  une  fonction  connue  de  V,  c'est  à  dire  de  x,  y,  z. 

17.  Détermination  de  la  constante.  —  Il  importe  encore 
de  faire  obser\'er  que  la  solution  comporte  une  constante 
arbitraire  C.  Pour  la  déterminer,  on  devra  se  donner  la 
pression  p,  en  un  point  x„  y„  z,  du  fluide,  et  la  formule  (12) 
deviendra  : 


\{x,y,z)-\{x.,9„z,)=£^^ 


(P) 
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18.  TransmÏBBion  des  preeBiooB.  —  Cherchons  à  nous 
rendre  compte  de  ce  qui  se  passerait  au  sein  du  fluide  si 
l'on  faisait  varier  cette  constante  C,  ou  si  l'on  supposait 
que  la  pression  en  x„  y„  z,  fût  devenue  p,  4-  Sp,. 

En  désignant  par  p  +  Sp  la  pression  nouvelle  au  point 
{x,  y,  z),  nous  aurons,  en  vertu  de  l'équation  (12)'  : 

OU,  en  tenant  compte  encore  de  la  relation  (12)'  : 

p  _rf£_  _  Çf-sp  _rf£_ 
X.  F(p)~J,.+îi..  F(p)' 


c'est  à  dire  : 

8p         îp. 
F(P)      F  (P.) 

OU,  en  mettant  en  évidence  les  densités  : 

(!3)  '-'  =  '^- 

■  pp. 

De  là  ce  théorème  : 

Dans  un  fluide  les  variations  de  pressions  se  transmettent 
en  chaque  point  proportionnellement  à  la  densité. 

19.  Fluides  incompressibles.  —  Liquides.  —  Ceci  nous 
amène  naturellement  à  distinguer  deux  cas  fondamentaux 
dans  la  forme  de  la  fonction  F(p).  Un  premier  cas  sera 
celui  où  cette  fonction  se  réduit  à  une  constante,  et  où,  par 
conséquent,  la  densité  reste  la  même  dans  toute  la  masse. 
La  densité  et,  par  suite,  le  volume  sont  indépendants  de  la 
pression  dans  de  pareils  liquides,  on  les  appelle  pour  ce 
motif  incomprensibles.  Les  corps  naturels  qui  trouvent  dans 
ces  fluides  l'image  la  plus  parfaite  de  leurs  propriétés  sont 
ceux  que  l'on  appelle  vulgairement  des  liquides.  En  se 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


HYDROSTATIQUE.  425 

reportant  à  la  formule  {i'A),  puisque  dans  de  pareils  fluides 
on  a  p  =  p„  il  en  résulte  que  Sp  =  Sp„  c'est  à  dire  : 

Dans  les  fluides  incompressibles  les  variations  de  pression 
se  transmettent  intégralement. 

20.  Fluides  compressibles.  —  Gaz.  —  Pour  toute  autre 
détermination  de  la  fonction  F,  la  densité  et  le  volume 
varient  avec  la  pression;  le  fluide  est  alors  compressible. 

Le  cas  le  plus  important,  et  en  même  temps  le  plus 
simple,  est  celui  où  la  densité  est  proportionnelle  à  la 
pression 

P  =  a.p. 

La  constante  a  caractérise  chaque  fluide  compressible  de 
c£tte  famille.  Les  corps  vulgairement  appelés  gaz,  pourvu 
qu'ils  se  trouvent  éloignés  de  leur  point  de  liquéfaction, 
sont  ceux  dont  cette  hypothèse  représente  le  mieux  les 
propriétés. 

Dans  les  fluides  compressibles,  les  variations  de  pression 
ne  sauraient  se  transmettre  intégralement. 

Il  y  a  cependant  un  cas  où  cette  transmission  aurait  lieu, 
c'est  celui  où  la  pression  serait  constante  dans  toute  la  masse. 

Mais  il  faudrait  alors  qu'aucune  force  extérieure  ne  vînt 
agir  sur  le  fluide,  car  les  équations  .(1)  donnent,  puisque  p 
est  constant  : 

X  =  0,      Y  =  0,      Z  =  0. 

Ce  cas  se  trouve  fort  à  peu  près  réalisé  par  une  masse 
gazeuse  enfermée  dans  une  enceinte  suffisamment  petite 
pour  que  l'on  puisse  négliger  l'action  de  la  pesanteur.  Il 
existe  même  une  expérience  classique  qui  a  pour  objet  de 
démontrer  dans  ce  cas  l'égale  transmission  des  pressions. 

21.  Principe  de  Pascal.  —  C'est  au  principe  de  la  trans- 
mission des  pressions  dans  un  fluide  incompressible  que  se 
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rattache  le  principe  de  Pascal.  Deux  surfeces  planes  S  et  S', 
faisant  partie  de  la  paroi  qui  limite  le  fluide,  et  que  nous 
supposerons  contenues  dans  deux  surfaces  de  niveau, 
éprouvent  les  pre$iions  totales 

S.p    et    S'.p', 

où  p  et  p'  sont  les  pressions  relatives  à  chacune  des  deux 
surfaces  de  niveau.  Si  l'on  exerce  de  l'extérieur  du  fluide 
sur  la  première  surface  une  action  équivalente  à  une  varia- 
tion S  ip  de  la  pression  totale,  il  en  résultera  sur  l'autre 
surface  une  variation  S' Sp  de  la  pression  totale,  puisque  la 
variation  3p  se  transmet  intégralement. 

Si  la  surface  S  est  100  fois  plus  petite  que  la  surface  S', 
la  pression  totale  supportée  par  la  surface  S'  sera  iOO  fois 
plus  grande  que  la  pression  totale  exercée  sur  la  surface  S. 

C'est  le  principe  tel  que  Pascal  lui-même  l'a  énoncé  ;  il  a 
servi  de  base  à  l'invention  de  la  presse  hydraulique,  dont 
l'usage  si  répandu  s'étend  jusqu'à  certains  appareils  de 
précision  destinés  à  enregistrer  de  fortes  pressions. 

Nous  avons  supposé  les  deux  surfaces  S  et  S'  situées 
chacune  dans  une  surface  de  niveau.  Mais  toute  surface 
plane  S  peut  être  décomposée  en  bandes  infiniment 
étroites  par  des  surfaces  de  niveau  infiniment  voisines  ;  sur 
chacune  de  ces  bandes  on  peut  regarder  ta  première  par 
unité  de  surface  comme  constante,  et  répéter  pour  chacune 
d'elles  le  raisonnement  précédent.  On  arrive  aux  mêmes 
conséquences. 

Ajoutons  enfin  que  le  principe  de  Pascal  s'étend"  aux 
fluides  compressibles,  lorsque  le  premier  est  ou  peut  être 
considéré  comme  constant  dans  toute  la  masse. 

22.  RemarqneB  génârales  sur  les  surfaces  limites.  —  Le 
problème  général  que  nous  avons  résolu,  à  savoir  la  déter- 
mination de  la  pression  en  chaque  point,  contient  la  solution 
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de  plusieurs  questions,  dont  deux  sont  particulièrement 
importantes.  La  première  consiste  à  déterminer  l'action 
que  le  fluide  exerce  sur  une  surface  solide  finie  qui  le 
limite.  Nous  traiterons  seulement  dans  un  cas  particulier 
cette  première  question,  à  propos  des  liquides  pesants.  La 
seconde  concerne  les  surfaces  limites  du  fluide,  quand  ces 
surfaces  le  séparent  non  plus  d'un  corps  solide,  mais  d'un 
autre  fluide,  ou  même  du  vide  absolu.  Bans  ce  dernier  cas, 
la  surface  porte  le  nom  de  surface  libre. 

Toute  iurface  libre  est  une  surface  de  niveau;  car,  puis- 
qu'il n'y  a  pas  de  solide  ni  de  fluide  balançant  extérieure- 
ment la  pression  que  le  fluide  exerce  de  l'intérieur  sur  un 
élément  de  cette  surface  libre,  il  faut  que  cette  pression 
soit  nulle.  La  surface  libre  appartient  donc  à  la  surface  de 
niveau  : 

p  =  0. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  la  surface  de  sépa- 
ration de  deux  fluides.  Il  est  clair  qu'en  chaque  point  de 
cette  surface  la  pression  sera  la  même  pour  les  deux 
fluides. 

Si  nous  appelons  p  la  valeur  de  la  pression  en  un  point  P 
de  la  surface  de  séparation,  et  dp  la  variation  de  cette 
pression  qui  correspond  à  un  déplacement  PP'  =  ds  sur 
cette  surface,  6  et  fl,  les  angles  que  font  avec  PP'  les  forces 
qui  agissent  sur  le  point  P  considéré  successivement  comme 
faisant  partie  du  premier  et  du  second  fluide,  pF,  p,F,  ces 
forces  elles-mêmes,  on  doit  avoir  d'après  la  formule  fonda- 
mentale (5)  : 

■J-  =p¥  cos  fl,     -fi=  p.F,  cos  6,, 

d'où  : 

pFcosO=  p,F,  cos  9,. 

Ceci  exprime  que  les  deux  forces  pF  et  p,F,  ont  même 
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projection  sur  toute  direction  prise  dans  un  plan  tangent 
en  P  à  la  surface  de  séparation  ;  c'est  à  dire  que  ces  forces 
se  projettent  suivant  le  même  segment  sur  ce  plan  langent, 
ou  encore  : 

La  différence  géométrique  des  deux  forces  pF,  j5,F,  qui 
agissent  sur  le  point  P,  considéré  comme  faisant  partie 
successivement  des  deux  fluides,  est  parallèle  à  la  normale 
euP  à  la  surface  de  séparation. 

Pour  que  la  surface  de  séparation  soit  une  surface  de 
niveau  dans  les  deux  fluides,  il  est  donc  nécessaire  et  suffi- 
sant que  l'on  sache  à  priori  qu'en  tout  point  P  de  cette 
surface  la  direction  de  la  force  p,  F,  est  la  même  que  celle 
de  la  force  pF.  Ce  fait  se  présente  en  particulier  si  les  deux 
fluides  sont  soumi§  à  la  même  force  extérieure,  par  exemple, 
la  pesanteur,  et  l'attraction  par  les  mêmes  centres,  ou  en 
vertu  d'un  même  potentiel. 

Enfin,  ce  fait  se  produira  encore  si  l'un  des  fluides  n'est 
soumis  à  aucune  force. 

Il  est  clair  que  ce  qui  précède  ne  doit  pas  s'étendre  aux 
gaz;  ils  se  diffusent  les  uns  dans  les  autres  quand  on  les 
met  en  présence.  Mais  les  liquides  en  contact  entre  eux  ou 
avec  un  gaz  suivent  la  loi  précédente. 

Nous  écartons  ici  tout  effet  dû  aux  variations  de  tempé- 
rature, ou  aux  actions  chimiques. 

Nous  n'ajouterons  rien  aux  généralités  qui  concernent 
les  formules  de  l'hydrostatique,  et  nous  allons  aborder 
l'étude  spéciale  des  différents  problèmes  particuliers. 

Statiqns  des  fluides  peianti. 

23.  La  pesanteur  doit  être  considérée  comme  gardant 
une  direction  constante,  lorsqu'il  s'agit  de  déplacements 
peu  considérables  à  la  surface  de  la  terre.  Les  surfaces  de 
niveau  seront  donc  des  plans  horizontaux.   Les  surfaces 
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libres,  les  surfaces  de  contact  dç  deux  fluides  pesants  seront 
fies  plans  horizontaux,  pourvu,  bien  entendu,  qu'aucune 
autre  force  n'intervienne. 

Si  nous  comptons  positivement  vers  le  haut  les  distances 
verticales  z  des  plans  horizontaux  au-dessus  d'un  plan 
horizontal  fixe,  en  appliquant  la  formule  (6)  du  numéro  13, 
et  remarquant  que  la  force  agit  dans  le  sens  des  z  décrois- 
sants, on  aura  : 

(.)  g=-.,. 

p  désignant  la  densité  et  g  l'accélération  constante  due  à  la 
pesanteur.  Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  nous 
aurons  affaire  .à  un  fluide  incompressible  ou  à  un  fluide 
compressible. 

Fiai  des  incompreaiiblea  peianta. 

24.  Dans  le  cas  des  liquides,  la  formule  (1)  donne  par 
intégration,  en  remarquant  que  p  est  constant  : 

on  sait  qu'il  faut,  pour  la  détermination  complète  du  pro- 
blème, se  donner  la  pression  p,  qui  coiTespond  au  niveau  z,. 

La  formule  (2)  est  susceptible  d'une  interprétation  très 
simple.  Remarquons  d'abord  que  des  éléments  superficiels 
égaux  décrits  autour  d'un  même  point  P  éprouvent  la  même 
pression  totale. 

Considérons  alors  un  cylindre  découpant  dans  deux  plans 
horizontaux  z  et  z,  des  éléments  w  et  w,,  évidemment  égaux 
et  entourant  l'un  le  point  P,  l'autre  un  point  P..  Les  pressions 
totales  sur  ces  deux  éléments  se  représenteront  par  pw 
et  p,w„  oup.u  puisque  u,  =  u;  leur  différence  (p  —  p,)  « 
s'exprimera,  d'après  la  formule  (2),  sous  la  forme  : 

pS-Cî,  — 2)«. 
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En  sorte  que  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 
La  différence  des  pressions   totales  sur  deux  éléments 
superficiels  égaux,  infiniment  petits,  est  égale  au  poids 
d'un  cylindre  de  liquide  qui  aurait  pour  base  l'un  des 
,  éléments  et  pour  hauteur  leur  distance  verticale. 

25.  Plan  de  charge.  —  La  formule  (2)  où  l'on  fait  p  =  0 
donne: 

(3)  z,=z,+  ^- 

99 

Il  existe  donc  un  plan  hoiizontal  z,  tel  que  si  le  liquide 
l'atteint,  la  pression  y'  est  nulle.  D'ailleurs  en  introduisant 
cette  valeur  dans  l'équation  (2),  on  trouve  : 

(2)'  P  =  p?  (2.  —  î), 

ce  qui  prouve  que  le  liquide  ne  peut  s'élever  au-dessus  de 
ce  niveau.  On  remarquera  sur  la  formule  (2)'  que  tout  se 
passe,  au  point  de  vue  des  pressions^  comme  si  le  liquide 
avait  une  surface  libre  dans  le  plan  c,.  Ce  plan  a  reçu  le 
nom  de  plan  de  charge. 

Dans  la  réalité  le  plan  de  chaîne  n'est  jamais  atteint  par 
le  liquide,  car  sa  surface  prétendue  libre  n'est  autre  que 
celle  qui  le  sépare  de  l'air  ambiant,  ou  de  tout  autre  gaz 
avec  lequel  il  est  en  contact  et  dont  la  pression  n'est  jamais 
nulle. 

Si  l'on  désigne  par  ;  la  distance  au  plan  de  charge, 
comptée  vers  le  bas,  d'un  point  quelconque  du  fluide,  ta 
pression  en  ce  point  s'exprime  par  la  formule 

(2)'  P  =  pg^- 

On  voit  que  la  pression  sur  un  élément  infiniment  petit 
quelconque  se  représente  par  le  poids  d'un  cylindre  de 
liquide  ayant  pour  base  l'élément  et  pour  hauteur  sa 
distance  au  plan  de  charge. 


D,g,tizccbyG00gIc 
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C'est  une  forme  particulière  du  théorème  précédemment 
énoncé. 

26.  PreBBÏoa  sur  une  paroi.  —  Profitons  d'un  résultat  si 
simple  pour  essayer  de  résoudre  un  problème  que  nous 
n'avons  pas  traité  dans  le  cas  générai  : 

Trouver  l'action  du  fluide  sur  une  paroi  solide. 

.Prenons  le  cas  d'une  surface  courbe  quelconque.  Consi- 
dérons un  point  M  sur  cette  surface,  un  élément  w  décrit 
autour  du  point  M,  et  soient  a,  %  7  les  cosinus  directeurs 
de  la  normale  en  M  dirigée  vers  l'extérieur  du  liquide.  On 
a  pris  pour  axes  une  verticale  OC  dirigée  vers  le  bas,  et 
deux  horizontales  OÇ,  Ot;  rectangulaires  dans  le  plan  de 
charge.  Les  projections  de  la  pression  totale  et  ses  moments 
seront  respectivement  : 
p»a,    pwg,    pu-f,    pw(»ii:— ÏW,    pwKa  — Çy),    pw(Çp  — 15a). 

Si  l'on  prend  la  somme  de  ces  projections  et  de  ces 
moments,  on  trouve  pour  les  six  coordonnées  du  système 
de  forces  qui  s'exerce  sur  la  paroi,  considérée  comme  un 
corps  solide  : 

A=//p...,  B=//pp..,  c=jg-pv.., 

l.=jJp(.iï-5B.u),      M=jjp(i;.-Er)-". 

N=jJp(W-l»).u. 

Ces  équations  sont  applicables  au  cas  le  plus  général  de 
l'hydrostatique.  Mais  ici  on  connaît  p  en  fonction  de  î,  en 
sorte  que  l'on  a,  eu  égard  à  l'équation  (2)'  ; 

L  =  pjjjc  (lï  -  «)  »,    H  =  psrjfJi;(;.-;v),o, 

N  =  fj,JJ";(;e-i.)». 
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Les  intégrales  doivent  être  étendues  à  tous  les  éléments  de 
la  paroi  pressée. 

I^  système  fini  de  forces  qui  est  équivalent  au  système 
intégral  de  toutes  les  pressions  ne  se  réduit  pas  générale- 
ment à  une  seule  force.  Il  faudrait  pour  cela  que  l'équation 

AL  +BM  +  CN  =  0  ' 

fût  vérifiée. 

27.  Cas  d'une  paroi  plane.  —  Prenons  le  cas  simple 
d'une  paroi  plane  ;  toutes  les  pressions  sont  parallèles  et  se 
composent  en  une  seule,  appliquée  normalement  en  un  de 
ses  points  il.  Le  point  Q  est  le  centre  de  pression.  Quant  à 
la  pression  totale,  elle  est  évidemment  la  somme  des 
pressions  élémentaires. 

Adoptons  pour  axes  : 

Ox,  intersection  du  plan  de  la  paroi  avec  le  plan  de 
charge; 

Oy,  perpendiculaire  à  Ox  dirigée  vers  le  bas; 

Oz,  perpendiculaire  au  plan  de  la  paroi. 

Appelons  8  l'angle  que  fait  Oy  avec  sa  projection  hori- 
zontale, angle  qui  mesure  le  dièdre  formé  par  la  paroi  et  le 
plan  de  charge.  On  aura  évidemment,  Ç  conservant  sa 
signification  précédente  : 

i;  =  y  sin  0, 
et  la  pression  s'exprime  ainsi  : 

p  =  p?sm6.y; 
d'où,  pour  la  somme  des  pressions  : 

p  =jTpu  =  pg  sin  ojjyw. 

Soient  x„  y,  les  coordonnées  du  point  Q,  centre  de 
pression.  La  théorie  ordinaire  des  forces  parallèles  nous 
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Ces  formules  montrent  que  le  centre  de  pression  coïncitJe 
avec  le  centre  de.  percussion  de  la  paroi,  lorsque  l'on  prend 
pour  axe  l'intersection  de  son  plan  avec  le  plan  de  charge. 

28.  Ainsi,  dans  le  cas  du  cercle  on  trouve  : 

1"  Que  la  pression  totale  est  égale  au  poids  d'un  cylindre 
de  liquide  ayant  pour  base  le  cercle  et  pour  hauteur  la 
distance  de  son  centre  au  plan  de  charge  ; 

2o  Que  le  point  Û  est  sur  le  diamètre  perpendiculaire 
à  t'axe,  au  delà  du  centre,  et  à  une  distance  du  centre  égale 
à  une  troisième  proportionnelle  entre  la  moitié  du  rayon  et 
la  distance  du  centre  à  l'axe.  En  sorte  que  le  point  û  est  le 
symétrique,  par  rapport  au  centre  du  cercle,  du  pôle  de  l'axe 
par  rapport  à  un  cercle  concentrique  au  précédent  et  de 
rayon  moitié. 

Le  cas  d'une  paroi  elliptique  est  identique  au  précédent. 
On  trouve  : 

1°  Que  la  pression  totale  est  égale  au  poids  d'un  cylindre 
de  liquide  qui  aurait  l'ellipse  pour  base  et  pour  hauteur  la 
distance  du  centre  au  plan  de  charge  ; 

!2^  Que  le  centre  de  pression  est  le  symétrique  par  rapport 

DESPGTROl'a>  —  iléeanique.  II.  23 
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au  centre  de  l'ellipse  du  pdie  de  l'axe  par  rapport  à  une 

ellipse  homothétique  et  concentrique  à -la  première,  le 

rapport  d'homothétie  étant  ô* 

29.  On  peut  ramener  la  recherche  du  centre  de  pression 
à  celle  d'un  centra  de  gravité. 

Considérons  en  effet  un  point  M  de  la  paroi  plane  et 
élevons  une  perpendiculaire  à  cette  paroi,  dont  la  longueur 
MM'  soit  égale  à  la  distance  du  point  M  au  plan  de  chai^. 
Le  lieu  dû  point  M'  est  un  plan,  en  sorte  que  si  le  point 
décrit  toute  la  p^roi,  la  droite  MM'  engendre  un  cylindre 
tronqué  dont  la  paroi  elle-mêrae  constitue  la  section  droite 
de  base.  Si  l'on  plaçait  verticalement  ce  cylindre,  supposé 
rempli  de  liquide,  chaque  élément  u  de  sa, base  supporterait 
une  pression  P,  identique  d'une  part  avec  la  pression  que 
■  cet  élément  subit  effectivement  dans  le  liquide,  et  d'autre 
part  aussi  identique  avec  le  poids  de  la  colonne  du  cylindre 
tronqué  qui  correspond  à  l'élément.  La  résultante  de  ces 
pressions  doit  donc  passer  par  le  centre  de  gravité  du 
cylindre  tronqué,  et  Ton  voit  alors  que  le  centre  de  prasion 
n'est  autre  que  la  projection  sur  le  plan  de  la  paroi  du 
centre  de  gravité  du  cylindre  tronqué  construit  comme  on 
Va  déjà  expliqtié. 

Cette  remarque  établit  un  nouveau  lien  entre  le  problème 
des  centres  de  pression  et  les  théories  déjà  développées, 
en  montrant  en  même  temps  qu'il  existe  une  relation  étroite 
entre  la  recherche  des  centres  de  percussion  et  celle  des 
centres  de  gravité. 

On  peut,  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  chercher  la 
pression  sur  une  paroi  rectangulaire  ABCD  dont  deui 
côtés  AD  et  BC  sont  hoiûzontaux.  Si  l'on  élève  les  perpen- 
diculaires AA'  et  BB'  respectivement  égales  aux  dislances 
des  horizontales  AD  et  BC  au  plan  de  charge,  le  tronc 
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cylindrique  correspondant  peut,  être  considéré  comme  un 
prisme  droit  ayant  ses  arêtes  horizontales  et  parallèles 
à  âD  et  dont  la  base  est  le  trapèze  AB  B'Â'. 


Si  l'on  considère  la  section  di-oite  MN  N'M',  équidistante  ' 
des  bases,  on  voit  que  le  centre  de  gravité  de  cette  section 
est  aussi  celui  du  prisme.  Il  suffit  donc  de  trouver  la 
projection  sur  MN  du  centre  de  gravité  du  trapèze  MN 
N'M'.  On  trouve  ainsi  que  Û  divise  MN  dans  le  rapport  : 

ûM    2  bb'  +  rs' 


ÛN       2AA'+BB' 

30.  Corps  flottants.  —  Principe  d'Archimède.  —  L'étude 
de  l'action  du  liquide  sur  une  paroi  contient  celle  des  corps 
Qottants. 

Mais  dans  ce  cas  les  conditions  du  problème  conduisent 
à  une  simplification  remarquable  qui  consiste  en  ce  que  les 
pressions  se  composent  dans  une  force  verticale  unique. 

CoiuervoQS  les  notations  du  numéro  (26).  Les  compo- 
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santés  des  pressions  suivant  une  même  horizontale  se 
détruisent  deux  à  deux  comme  il  est  facile  de  le  montrer. 

En  effet,  un  cylindre  parallèle  à  l'horizontale  Ç,  par 
exemple,  et  circonscrit  à  l'élément  u,  ayant  pénétré  dans  le 
corps  flottant  suivant  cet  élément,  doit  en  sortir  suivant  un 
second  élément  u',  qu'il  découpe  dans  la  surface  immergée. 
Les  deux  éléments  u  et  u'  sont  sur  le  même  niveau,  et  par 
suite  la  pression  p  par  unité  de  surface  y  est  la  même. 

Les  composantes  suivant  OÇ  des  deux  pressions  totales 
seront  : 

apia,      a'pb)', 

en  désignant,  comme  au  numéro  (26),  par  a  et  a'  les  cosinus 
des  angles  de  ces  pressions  avec  l'axe  0$.  On  remarquera 
que  ces  deux  cosinus  sont  nécessairement  de  signes  con- 
traires; de  plus,  si  nous  appelons  <s  la  section  droite  du 
cylindre,  comme  a  est  !a  projection  des  aires  u  et  w',  on 
aura  en  valeur  absolue  : 


en  sorte  que  les  deux  composantes  précédentes  ont  la 
môme  valeur  absolue  ps;  elles  sont  d'ailleurs  opposées 
l'une  à  l'autre,  et  puisqu'elles  ont  même  ligne  d'action, 
leur  effet  sur  le  corps  solide  est  nul.  Toutes  les  composantes 
horizontales  des  pressions  totales  élémentaires  se  détruisent 
ainsi  deux  à  deux,  et  le  corps  reste  soumis  seulement  à 
leurs  composantes  verticales. 

Reprenons  aloi-s  le  même  élément  u  que  tout  à  l'heure,  et 
construisons  de  même  un  cylindre  vertical  infmiment  petit 
pénétrant  dans  le  corps  suivant  l'élément.  Soit  a  sa  section 
droite.  Le  cosinus  y  de  l'angle  que  fait  avec  la  verticale  la 
pression  totale  supportée  par  l'élément  a  pour  valeur 
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selon  que  la  projection  verticale  de  la  pression  est  dirigée 
vers  le  bas  ou  vers  le  haut.  Cette  projection  verticale  se 
représente  donc  par 

suivant  le  cas. 
Or,  envisageons  une  verticale  traversant  l'élément  u  ;  elle 
peut  traverser  la  sur- 
face du  corps  immergé 
en  plusieurs  points  que 
nous  supposerons  ran- 
gés par  ordre  de  pro- 
fondeur croissante,  M, 
M,,  M„  etc.  Je  désigne- 
rai par  p,p„p„  ...  les 
pressions  aux  niveaux 
correspondants;  et  par 
10  6>  (i>  ...  les  élc' 
niants  que  le  cylindre 
vertical  infmiment  petit 
découpe  autour  de  ces 
points.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'en  se  déplaçant 
à  partir  de  M  dans  le  sens  Oc  on  sorte  de  la  surface;  on  y 
rentrera  en  M„  pour  en  sortir  en  M„  etc.  La  composante 
verticale  de  la  pression  totale  sera  donc  négative  pour  le 
premier  élément  u,  positive  pour  u,,  etc.,  et  toutes  ces 
forces  qui  ont  même  ligne  d'aclion  se  composeront  en  une 
seule  représentée  par  la  somme  : 


-pa  +  Pi3— Pi^t  —  =  (— 


..).. 


Soient  i;,  !;„  C»  ••■  les  distances  des  points  M,  M„  M„  ... 
au  plan  de  charge,  on  a  : 

d'où,  pour  la  somme  des  composantes  verticales  des  pre»- 
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sions  élémentaires  : 

'       P!/  (-  C  +  K„  X,,  -.)  »  =  -  PJ  LU  +  (C  -  t.)  o  +  -..]. 

On  reconnaît  dans  la  quantité  entre  parenthèses  la  somme 
des  cylindres  que  notre  cylindre  infiniment  petit  vertical 
découpe  dans  la  portion  immeï^ée  du  corps  flottant. 

Le  produit  de  cette  somme  par  pg  représente  donc  le 
poids  de  ce  même  volume  si  Ton  supposait  la  matière  du 
corps  flottant  qui  le  compose  transmutée  en  liquide.  Enfin, 
comme  ce  produit  est  essentiellement  positif,  nous  devons 
en  conclure  que  la  somme  de  toutes  les  composantes 
élémentaires  que  nous  avons  considérées  donne  une  force 
verticale  dirigée  vers  le  haut. 

En  faisant  maintenant  la  même  opération  pour  tous  les 
éléments  de  la  surface  immergée  et  ajoutant  les  résultats, 
nous  parviendrons  à  une  force  unique  verticale  dirigée  vers 
le  haut,  représentée  par  le  poids  d'un  volume  de  liquide 
égal  au  volume  immei^é  du  corps. 

La  théorie  des  centres  des  forces  parallèles  nous  montre 
de  plus  que  la  résultante  de  toutes  ces  forces  passe  au 
centre  de  gravité  du  votume  immei^. 

Le  liquide  dont  le  volume  iinmergé  tient  la  place  s'appelle 
volume  déplacé  ou  déplacement.  On  peut  dire  alors  qu'un 
corps  plongé  dans  un  liquide  éprouve  une  poussée  verticale 
représentée  par  le  poids  du  volume  déplacé  du  liquide,  ei 
appliquée  au  centre  de  gravité  de  ce  volume. 

C'est  en  cela  que  consiste  !e  principe  d'Archimède. 

31.  ExtensloQ  anx  fluides  pesants  qnelconqnes.  —Le 

principe  d'Archimède,  comme  on  a  pu  le  voir,  découle  de 
ce  fait  que  dans  les  liquides  pesants  les  surfaces  de  niveau 
sont  des  plans  horizontaux.  Or,  ce  fait  se  présente  dans  le 
cas  de  fluides  pesants  quelconques.  On  doit  donc  étendre 
aux  gaz  le  principe  d'Archimède,  en  ayant  soin  de  remar- 
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quer  que  dans  ce  cas  le  volume  de  fluide  déplacé  n'est  plus 
homogène,  mais  qae  la  deiïsité  varie  avec  le  niveau,  et  que 
par  conséquent  te  point  d'application  de  cette  poussée  ne 
sera  pas  nécessairement  le  centre  de  gravité  du  volume 
immergé  du  corps,  comme  dans  le  cas  des  liquides. 

32.  Remarque.  —  Soient  U  le  volume  du  corps  et  d  sa 
densité,  V  le  volume  déplacé  et  p  la  densité  du  liquide. 

Pour  qu'un  corps  flottant  sur  un  liquide  soit  en  équilibre, 
il  faut  que  la  poussée  détruise  son  poids.  Il  faut  donc  que 
le  centre  de  gravité  G  du  corps  et  le  centre  de  carène,  c'est 
à  dire  le  centre  de  gravité  du  volume  déplacé,  soit  sur  une 
même  verticale. 

De  plus  on  doit  avoir  : 

Vp  =  Vd, 
c'est  à  dire  : 

p 

Or  il  est  clair  que  V  doit  être  au  plus  égal  à  U,  ce  qui  exige 
que  d^p. 

Si  d  <  p,  le  corps  pourra  flotter  et  une  partie  émergera; 
car  alors  V  <  U. 

Si  d  =  p,  le  corps  sera  en  équilibre  dans  toutes  les 
positions  dans  !e  liquide,  pourvu  qu'il  y  soit  entièrement 
plongé. 

Ea&n  si  d  >  p,  le  corps  tombe  au  fond  du  liquide. 

33.  Forme  d'un  liquide  pesant  animé  d'un  mouvement 
de  rotation  autour  d'un  axe  vertical.  — ^  Les  équations 
générales  qui  ont  été  données  plus  haut  sont  applicables 
au  cas  où  les  forces  Bissantes  proviennent  d'un  mouvement 
propre  à  toute  la  masse.  On  sait  en  effet  que  les  formules 
ordinaires  de  la  statique  conviennent  aux  cas  d'équilibre 
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relatif,  puurvu  que  l'on  tienne  compte  des  forces  fîcUves 

que  le  théorème  de  Coriolis  appi*end  à  introduire. 

Supposons  donc  qu'une  massé  liquide  tourne  autour  d'un 
axe  vertical,  un  point  M  de  la  masse  sera  sollicité  par  son 
poids,  mg,  et  par  la  force  centrifuge,  mwV,  où  r  désigne 
la  distance  du  point  M  à  l'axe,  et  u  la  vitesse  ai^aire 
constante. 

Nous  .pouvons  représenter  la  force  centrifuge  par  un 
segment  MC  égal  à  r,  quitte  à  représenter  le  poids  par  un 

segment  MG  ^1  à  t  La  force  sera  représentée  par  la 
résultante  MP  de  ces  deux  seg- 
ments. Les  surfaces  de  niveau  sont 
évidemment  de  révolution  aulour 
de  l'axe  de  rotation  Oz,  et  NQ 
représente  la  sous-nonnale  à  la 
courbe  méridienne  qui  passe  en  H, 
attendu  que  MP  doit  être  normale 
à  la  surface  de  niveau.  Mais  les 
deux  triangles  QNM,  GMP  sont 
.  "      .  '   égaux,  car  tous  leurs  ailles  sont 

^'3  ^^^  égauxetquedeplusPG=MC  =  »-; 

donc  la  sous-normale  NQ,  qui  est  égale  à  MG  =  —,  est 

constante. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  ainsi  des  parabololdes  de 
révolution,  et  comme  leurs  méridiennes  sont  des  paraboles 
qui  ont  même  sous-normale,  tous  ces  paraboloïdes  de  niveau 
ne  sont  autres  qu'un  seul  et  même  paraboloïde  déplacé 
suivant  son  axe. 

Reste  à  trouver  la  pression  en  chaque  point.  Puisqu'elle 
est  la  même  sur  chaque  parahoioide  de  niveau,  il  suffit  de 
la  chercher  aux  sommets  de  ces  paraboloides: 

Soit  n  la  distance,  comptée  positivement  vers  le  bas,  du 
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sommet  d'un  paraboloïde  S  à  une  oiigiAe  &\e  prise  sur 
l'axe.  La  pression  est  une  simple  fonction  de  n;  or  si  l'on 
se  déplace  sur  l'axe,  normalement  par  conséquent  à  la 

surface  de  niveau,  la  dérivée  ~  de  la  pression  se  représente 

par  la  force  extérieure,  laquelle  se  réduit  sur  l'axe  à  la 
pesanteur  fg.  On  a  donc  : 


dp 
dn' 


■■?s^ 


Or,  (n  —  n.)  représente  le  déplacement  parallèle  à  l'axe 
qu'a  subi  le  parabotoide  S,  pour  venir  coïncider  avec  le 
paraboloïde  S.  Si  l'on  donne  à  ce  déplacement  vertical  le 
nom  de  âifférefice  de  niveau,,  ainsi  qu'on'  le  fait  dans  le  cas 
des  plans  horizontaux,  la  formule  précédente  conduit  au 
même  énoncé  que  dans  le  cas  des  liquides  au  repos.  Ainsi, 
ce  théorème  :  <  Les  différences  des  pressions  sur  deux 
éléments  égaux  se  représentent  par  le  poids  d'un  cylindre 
de  liquide  ayant  pour  base  l'un  de  ces  éléments  et  pour 
hauteur  leur  différence  de  niveau,  »  s'étend  au  cas  d'un 
liquide  pesant  animé  d'un  mouvement  de  rotation  autour 
d'un  axe  vertical. 

L'exemple  de  cette  extension  n'est  pas  particulier  au 
problème  qui  nous  occupe,  on  le  retrouvera  chaque  fois 
que  les  surfaces  de  niveau  proviendront  du  déplacement 
d'une  même  surface  suivant  une  même  direction. 


Oai  piianti.  —  Atmoiphtra. 

34.  Lorsqu'il  s'agit  de  fluides  compressibles  pesants,  la 
formule  (1)  de  la  page  429  conduit  à  des  conséquences  légè* 
rement  différentes.  Dans  ce  cas,  en  effet,  la  densité  p  varie 
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avec  la  pression.  Par  exemple,  on  a  : 


(1) 

p-ap, 

et  par  suite  : 

,4.-- 

on  en  déduit  : 

(2) 

log£  =  -oj(i- 

■2.). 

ce  gui  prouve  que  les  résultats  ne  diffèrent  de  ceux  que 
l'on  a  rencontrés  pour  les  liquides  qu'en  ce  quep  s'y  trouve 
remplacé  par  son  logarithme^ 

35.  Mais  dans  cette  formule  on  attribue  à  la  pesanteur 
une  grandeur  et  une  direction  invariables;  on  suppose 
constante  la  température,  ou  du  moins  on  n'en  tient  pas 
compte,  et  pour  ces  raisons  la  formule  (2)  ne  peut  être 
appliquée  à  l'atmosphère. 

La  pesanteur  est  dirigée  vers  le  centre  C  de  la  Terre, 
supposée  sphérique  ;  elle  varie  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance  à  ce  centre. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  donc  des  sphères  concen- 
triques au  globe,  et  si  R  est  la  longueur  du  rayon  terrestre, 
2  la  distance  d'un  point  M  à  la  surface  de  la  terre,  en  sorte 
que  2  +  R  soit  sa  distance  au  centre  C,  les  surfaces  de 
niveau  auront  pour  équation  z  =  const.  Il  faut  en  conclure 
que  la  pression  sera  une  fonction  de  z.  Or,  si  l'on  se  déplace 
sur  le  rayon  terrestre  vers  le  centre,  c'est  à  dire  suivaïit  la 

force,  z  diminue  et  la  dérivée  —  -,-  a  pour  valeur  la  force 


{z  +  R)' 
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Maintenant,  si  6  est  la  température,  a,  le  coefficient  de 
dilatation  de  l'air,  on  a  : 


( 

_     np 
1  +  .» 

dp 

(" 

1 

pi.' 

1  +  ««  (î 

+  K)" 

Pour  exprimer  la  constante  f,  on  remarquera  que  ôi  =  9 

est  l'intensité  de  la  pesanteur  à  la  surface  du  sol,  ce  qui 
donne  : 

dp gd  dz 

Y"  l  +  aî 


hlï 


36.  On  ne  connaît  pas  la  loi  suivant  laquelle  6  varie  avec 
l'altitude.  Mais  x  est  petit,  0  varie 'peu,  du  moins  on  le 

suppose,  et  le  coefficient .      ■    peut  être  regardé  comme 

constant.  En  int^rant,  et  appelant  p,  la  pression  à  la  surface 
du  sol,  on  trouve  : 

'p,  !  +  .«!' 

R 

on  a  du  reste,  en  supposant  „  petit  : 

d'où: 

En   supposant  -^  n^ligeable,    on   ferait   une   première 
approximation,  qui  est  précisément  celle  que  np^is  £»vpn? 
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regardée  comme  insuffisante.  Une  seconde  approximation 
consistera  à  conserver  le  terme  en  t:  et  à  négliger  tous  ceux 
qui  suivent  vers  la  droite;  on  trouve  ainsi  : 


1  +  ae    V      r) 


On  se  sert  de  cette  formule  pour  mesurer  les  hauteurs 
à  l'aide  du  baromètre.  On  se  transporte  en  deux  points  A 
et  A„  on  observe  et  corrige  des  effets  de  la  chaleur  les' 
hauteurs  du  baromètre,  dont  le  rapport  est  égal  à  celui  des 
pressions  p  et  p,  en  A  et  A,;  on  a  ainsi,  z  et  z,  étant  les 
altitudes  de  A  et  A,  : 

Soit  z'  la  difrérenfik  d'altitude  des  deux:  stations,  on  a 
z,  —  z  =  z',  d'où,  pour  l'équation  qui  donne  z'  : 
,     p,  gat'    r,       s'  +  ÎJl 

On  prend  pour  6  la  moyenne  des  températures  aux  deux 
stations.  Quant  aux  constantes g^  et  o,  on  les  connaît  d'avance: 
on  elTeclue  sur  g  la  correction  due  à  la  latitude. 

On  doit  remarquer  que  cette  formule  suppose  que 
l'atmosphère  est  en  repos  :  on  l'appliquera  donc  avec 
d'autant  plus  d'exactitude  que  l'air  sera  plus  calme. 
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ETDRODTNAHIQITB. 

1.  L'hydrodynamique  a  pour  objet  Tétude  du  mouvement 
des  fluides.  Soient  (x,  y,  z)  les  coordonnées  rectangulaires 
à  l'époque  t  d'un  point  M  de  la  masse  d'un  Huide  en  mouve- 
ment, et  u,  V,  w  les  projections  sur  les  axes  de  sa  vitesse,  on 
aura  évidemment  : 


CD 


dx  dy  ds 


Si  l'on  envisage  la  masse  ûuide  à  l'époque  t,  la  grandeur 
et  la  direction  de  la  vitesse  de  chaque  point  sont  des 
fonctions  de  ses  coordonnées  actuelles.  Mais  ces  fonctions 
varient  d'un  instant  à  l'autre  pour  un  même  point  de 
l'espace,  du  moins  en  général,  en  sorte  que  l'on  devra 
considérer  u,  v,  w  comme  des  fonctions  parfaitement  déter- 
minées de  X,  y,  z  et  t. 

Le  problème  se  trouve  alors  ramené  à  la  détermination 
de  ces  fonctions,  et  une  fois  qu'on  les  aura  trouvées,  les 
équations  (l)  feront  connaître  le  mouvement  d'un  point 
quelconque  de  la  masse  fluide. 

2.  ÉquatiouB  qui  déterminent  le  régime.  —  La  déter^ 
'  mination  de  u,  v,  w  constitue  la  recherche  du  régime  du 
mouvement  du  fluide. 
Pour  trouver  les  équations  propres  à  cette  détermination, 
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il  suffira  de  remarquer  que  la  force  d'inertie  relative  au 

point  M,  et  qui  a  pour  projections  sur  les  axes  : 


—  P 


d'œ  ePy  d^z 


peut  être  représentée  à  l'aide  des  dérivées  totaUi  de  «,  v,  w, 
puisque  l'on  a,  en  vertu  des  équations  (1)  : 

du d'à      dv  _^  d'y      dv d*j 

di~  dt*'     di~d?'      dt~dë' 

On  se  l'appellera  alors  que  les  équations  de  l'hydrostatique 
s'étendent  au  cas  du  mouvement,  pourvu  que  l'on  fasse 
figurer  parmi  les  forces  extérieures  les  forces  d'inertie,  et 
les  équations  : 

__pX-p^,     ... 

que  l'on  obtiendrait  ainsi,  deviennent  alors,  grâce  à  la 
remarque  précédente  : 

/  —  =  X  — *^. 

idt  ç  dx 

dï  pày 

dui i  dp 

'dt~^~ëàz' 

3.  Équation  de  continoité.  —  Ces  équations  n'expriment 
pas  la  continuité  du  fluide,  c'est  à  dire  l'absence  de  vide 
au  sein  de  la  masse  en  mouvement.  Considérons  un  parallé- 
lipipède  rectangle  ABCD  A'B'C'D'  infiniment  petit,  dont 
les  arêtes  soient  parallèles  aux  axes,  et  dont  les  coordonnées 
du  sommet  A  le  plus  rapproché  de  l'origine  soient  x,  y,  z. 

Appelons  a,  h,  c  les  longueurs  infiniment  petites  des 
arôtes  AB,  AC,  AD,  et  p  la  densité  au  point  A  à  l'époque  i. 
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La  masse  du  fluide  qui,  à  l'époque  t,  remplit  le  parallé- 
lipîpède,  a  pour  valeur  : 

pabc. 

Or,  la  densité  p  varie  généralement  d'un  point  à  l'autre, 
et  de  plus,  pour  un  même  point,  peut  varier  avec  le  temps  : 
donc  p  est  une  fonction  explicite  de  x,  y,  z,  t.  Au  bout  du 
temps  dtf  la  densité  au  point  A  s'est  accrue  de  sa  difTé- 
rentielle  due  à  la  variation  du  temps,  elle  est  devenue 

(p  +  "5^  •  dty  et  la  masse  du  fluide  qui  à  l'époque  t-\-dt 

remplit  le  parallélipipède,  a  alors  pour  expression  ; 


{'*'» 


abc. 


en  sorte  que  dans  le  temps  dt  cette  masse  s'est  accrue  de 
la  quantité  : 

abc^-dt. 
dt 

Mais  nous  avons  une  seconde  manière  d'évaluer  la  varia- 
tion de  masse  du  fluide  intérieur  au  parallélipipède  :  11  suffît 
d'évaluer  la  masse  qui  a  pénétré  dans  ce  solide  pendant  le 
temps  dt,  et  celle  qui  en  est  sortie,  et  de  faire  la  différence. 

Par  la  face  ACB'D,  dont  l'étendue  est  mesurée  par  le 
produit  bc,  pénètre  une  masse  représentée  par  l'expression 

bc.pu.dt. 

La  face  opposée  A'C'BD'  donne  au  contraire  passage  à 
une  masse  ^le  à  celle  expression,  augmentée  de  sa  diffé- 
rentielle due  à  la  variation  a  de  l'abscisse  x,  ce  qui  donne  : 

Mais  la  première  expression  représentant  une  masse  qui 
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entre  dans  le  parallélipipède,  l'auti'e  exprime  une  masse 
qui  en  sort,  et  leur  différence  : . 

représente  une  masse  résiduelle  restée  intérieure  au  parallé- 
lipipède. Les  deux  autres  couples  de  faces  opposées  donnent 
deux  termes  analogues,  ce  qui  par  addition  nous  donne  : 

\  dx  <*y  dz  f 

pour  la  variation  de  la  raa.sse  du  fluide  intérieur  au  parallé- 
lipipède. S'il  n'y  a  pas  de  discontinuité  dans  ce  fluide,  cette 
variation  doit  être  identique  à  celle  qui  résulte  de  la  variation 
de  la  densité,  et  nous  avons  ainsi,  en  égalant  ces  expressions 
dtfl'érentes  : 

^eiO  +  iM  + ^4^  +  ^  =  0. 

^  '  dx  dy  dz         dt 

4.  Conditions  complémentaires  (').  —  Les  équations  (2) 
et  (3)  ne  suflisent  pas  pour  déterminer  les  cinq  fonctions 
«,  V,  w,  p,  p  des  quatre  variables  x,  y,  z,  t.  Pour  compléter 
la  détermination,  il  faut  introduire  une  condition  nouvelle 
définissant  d'une  manière  plus  spéciale  la  nature  du  liquide. 

Si,  par  exemple,  le  fluide  est  incompressible,  dans  le 
sens  le  plus  général  du  mot,  la  densité  doit  rester  constante 
pour  un  même  point  de  la  masse  du  fluide,  et  p  est  une 
fonction  dont  ta  dérivée  totale  par  rapport  au  temps  doit 
être  nulle.  On  a  alors  : 

dp à^  dx      dfdy      dp  ds      dp . 

di~  àx  dt  '^  as  di  '^  Tz  di  '*"dt  ~    ' 


(1)  Voir  sur  les  uondi lions. suppliimenUi ras  un  mémoire  de  U.  Bjerknes,  » 
tomp  IV  du  journal  Aeta  Ifatliemalita,  publié  par  U.  Miltag^Lelllcr,  uh( 
tl,  Hermanu,  libraire. 
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OU,  eu  égard  aux  équations  (1)  : 


^  '  dx         dy         ds      dt 

Cette  hypothèse  réduit  l'équation  (3)  à  la  foinne  : 

du      dv      dw      „ 
(5)  j  -  +  T-  +  ^i-  =  0, 

^  '  dx       dy       dz         * 

et  l'on  a  alors  dans  les  équations  (2),  (4)  et  (5)  le  nombre 
de  conditions  nécessaires  pour  déterminer  tes  cinq  fonctions. 

L'hypothèse  la  plus  ordinaire  et  celle  qui  trouve  le  plus 
d'applications,  consiste  à  introduire  comme  équation  complé- 
mentaire une  relation  connue  à  priori  entre  la  densité  et  la 
pression.  D'ailleurs,  il  est  facile  de  se  rendre  compte  du 
degré  de  particularisation  de  cette  hypothèse. 

Supposons  en  effet  que,  par  l'introduction  de  conditions 
complémentaires  convenables,  on  ait  entièrement  déter- 
miné les  fonctions  et  les  constantes  du  problème;  les 
quantités  u,  v,  w,  p,  p  seront  cmçjf  fonctions  des  quatre 
variables  a:,  y,  z,  i  ;  et  il  existera  par  conséquent  au  moins 
une  relation  entre  u,  v,  w,  p  et  p  : 

F  (»,  r,  w,  p,  p)  =  0. 

L'hypothèse  spéciale  que  nous  introduisons  consiste  donc 

supposer  que  la  vitesse  ne  ri<rure  pas  dans  cette  relation, 

que  l'on  peut  supposer  donnée  à  priori.  Nous  prendrons 

donc  comme    cinquième   équation,    ou    comme    équation 

complémentaire,  une  équation  de  la  forme  : 

et  nous  avons  aussi  dans  les  équations  (2),  (3),  (6)'les  cinq 
relations  voulues  entre  nos  cinq  fonctions  u,  v,  w,  p  et  p. 

6.  Déterminaiiou  des  conatantes  on  des  tonctiouB  arbi- 
-traireB.  —  L'intégration  de  ces  équations  simultanées  intro* 

DiapEïnocs.  —  Uàcaniq/ie.  II.  20 
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duira  certaines  constantes  ou  fonctions  arbitraires  qu'il 
s'agira  de  déterminer. 

On  y  parviendra  par  la  considération  des  données  initiales 
et  des  surfaces  limites. 

Supposons  qu'à  un  instant  t  le  fluide  soit  limité  par  une 
surface  A,  qui  variera  généralement  avec  le  temps.  L'équa- 
tion de  cette  surface  sera  généralement  de  la  forme  ; 


où  A  représentera  une  fonction  de  x,  y,  z,  t.  On  admet 
qu'un  point  du  fluide  situé  sur  cette  surface  doit  s'y  mouvoir 
tangentiellement,  en  sorte  que  l'on  doit  avoir,  soit  identi- 
quement, soit  en  vertu  de  l'équation  A  =  0  : 

âK         d\         d\         d\      _ 
àx         àp  âz  ot 

On  remarquera  que  si  l'on  forme  les  équations  des  carac- 
téristiques Ç  de  cette  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  et  linéaire  : 

on  tombe  précisément  sur  les  équations  (1);  en  sorte  que 
si  a,  b,  c  sont  les  trois  intégrales  des  équations  (1),  la 
fonction  A  doit  pouvoir  s'exprimer  à  l'aide  de  a,  b,  c  seule- 
ment, et  être  de  cette  forme  : 

\  =  f{a,b,c). 

6.  Fonction  de  forces.  —  Nous  supposerons  dans  tout  ce 
qui  suit  que  X,  Y,  Z  soient  les  dérivées  partielles  d'une 
même  fonction  U  par  rapport  à  x,  y,  z.  On  aura  alors  ; 

En  multipliant  par  dx,  dy,  dz  les  équations  (2)  et  remar 
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quant  que  l'on  a,  en  vertu  des  équations  (1)  ; 


dt       dx         dy         dz          dt 

dv      dv          dv         do          dr 

Tt==rx''^ry'-^rz''^rt' 

dw     dw         àw         dw         dw 

on  trouve  : 

Ida         du         au          diA  ^ 

[âv          dr          dv           àir\  ^ 

\dx          dy          dz           dlj 

J-', 

P  ' 

ce  qui,  en  appelant  V  la  vitesse  I^m'  +  o'  +  kj',  peut  s'écrire, 
d'après  une  transformation  due  à  Lagrange  : 

-r-  da;  -P  —■  rfj  -H  -77  (^3  +  (  1 -r-\  {v  dx  —  tt  dy) 

\    dt  dt    '        dt  \dy       dx)  ^  "' 

„  \        (dv     àw\,     ,  .  .      (dw     du\,^ 

C'est  en  se  fondant  sur  cette  forme  d'équation  que 
Lagrange  a  approfondi  le  cas  important  où  il  existe  un 
.  potentiel  de  vitesse. 

7.  Potentiel  de  Tritease.  —  On  dit  que  la  vitesse  dérive 
d'un  potentiel  lorsque  u,  v,  w  sont  les  dérivées  par  rapport 
au  temps  d'une  fonction  de  x,  y,  z,  t. 

ds  âo  do 

dx  dy  as 
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on  a  alors  ; 

dy      dx        '      di      ày  ~    ^     àx      âz        ' 
et  l'ëquation  précédente  se  réduit  simplement  à  celle-ci  : 

âtdx  dtdy    '      âtdz  p        2         ' 

c'est  à  dire,  en  faisant  rentrer  dans  ^  une  fonction  arbitraire 
du  temps  : 

dt-""     j   f  ""2' 
ce  qui,  eu  égard  à  l'équalion  (6),  nous  donne  : 

(W  à, 


<»)        /ï^-"-^- 


d'ailleurs  on  a 


L'équation  de  continuité  nous  donne  aussi  : 

^  dx  ày  dz  ât 

Par  l'intermédiaire  de  l'équation  (6),  l'équation  (8)  donne  p 


dérivées  de  ^  et  d'une  fonction  connue  U.  En  transportant 
cette  valeur  de  p  dans  l'équation  (9),  celle-ci  sera  simple- 
ment une  équation  différentielle  en  ç;  et  cette  fonction  se 
trouvera  ainsi  déterminée. 
Si,  par  exemple,  le  fluide  est  caractérisé  par  la  relation 

P^F(p)--p, 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


HYDRODYNÂUIQUE.-  fô3 

on  a: 

et  l'équation  (8)  devient,  par  l'introduction  immédiate  de  p  : 
*I„gp  =  (u_|i-^y.). 

Du  reste,  l'équation  (9)  s'écrit  : 

d'y       d*ç       d*?       r?ç'  d  log  p       tïy  rf  log  p       df  t?  log  p 
dx*       dy*       dz*       dx     àx  dij     â;/  dz     dz 

et  la  substitution  de  la  valeur  pi-écédemment  trouvée  pour 
log  p  n'offre  pas  de  diflicultés. 

Malheureusement,  l'équation  que  l'on  obtient  ainsi,  outre 
les  difficultés  de  son  intégration,  ne  saurait  être  appliquée 
aux  gaz,  dans  lesquels  les  phénomènes  thermiques  jouent 
un  rôle  éminemment  prépondérant. 

Mais  dans  le  cas  de  fluides  incompressibles  et  homogènes, 
p  étant  constant,  l'équation  (9)  se  réduit  tout  de  suite  à  lu 
forme  bien  connue  : 

î^  +^  +  ^  — 0 
dx^       ày^       àz*         ' 

qui  servira  à  trouver  ç  ;  on  aura  ensuite  : 

p  àt       t 

Les  conditions  d'existence  d'un  potentiel  de  vitesse  ne 
pouvaient  manquer  d'attirer  l'attention  des  géomètres. 
Lagi-ange  a  démontré,  en  s'appuyant  sur  l'équation  (7), 
que  si  à  une  époque  du  mouvement  il  existait  un  potentiel 
de  vitesse,  la  même  propriété  ne  cessait  pas  de  subsister 
penduit  tout  le  cours  du  mouvement. 
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D'ailleurs,  si  l'on  a  pu  dans  quelques  cas  très  particuliers 
intégrer  complètement  les  équations  de  l'hydrodynamique, 
le  problème  général  n'a  guère  avancé  depuis  Lagrange/et 
nous  ne  nous  occuperons  plus  que  d'un  cas  particulièrement 
remarquable,  celui  du  régime  permanent. 

Dn  rdglmo  parmanent. 

8.  Filets.  —  Le  régime  est  dit  pe^-manent  lorsque  les 
cinq  fonctions  u,  v,  w,  p,  p  ne  dépendent  pas  du  temps 
explicitement;  en  sorte  que  tout  point  du  fluide  qui  passe 
en  un  point  {x,  y,  z)  de  l'espace  y  acquiert  une  vitesse  qui 
ne  dépend  aucunement,  ni  en  grandeur,  ni  en  direction,  de 
l'époque  de  son  passage. 

Par  tout  point  M  {x,  y,  z)  il  passe  donc  une  droite  MT 
dirigée  suivant  la  vitesse  que  doit  posséder  toute  molécule 
du  fluide,  si  elle  vient  passer  au  point  M. 

Si  l'on  se  déplace  en  M'  suivant  MT,  au  point  M'  répond 
une  seconde  droite  M'T'  sur  laquelle  on  pourra  se  déplacer 
encore  infiniment  peu  en  M',  et  ainsi  de  suite. 

Le  point  M  se  trouve  alors  déplacé  sur  une  courbe  C, 
telle  que  la  tangente  en  chaque  point  M  de  celte  courbe  ait 
précisément  la  direction  de  la  vitesse  qui  correspond  au 
point  M.  On  voit  tout  de  suite  qu'un  point  du  fluide  qui 
passe  à  un  moment  quelconque  au  point  M  doit  continuer 
à  se  mouvoir  sur  cette  courbe  C,  puisque  la  direction  de  sa 
vitesse  est  constamment  tangente  à  cette  courbe.  D'ailleurs, 
puisque  par  le  point  M  il  passe  toujours  un  point  du  fluide, 
on  en  conclut  qu'à  un  instant  quelconque  la  courbe  C  se 
trouve  occupée  tout  entière  par  une  succession  de  points 
du  fluide  qui  la  parcourent  en  se  remplaçant  les  uns  les 
autres,  et  acquérant  chacun  une  même  vitesse  lors  de  leur 
passage  par  un  même  point  de  cette  courbe.  Cette  courbe  C 
représente  ce  que  l'on  appelle  un  fliet  du  fluide. 
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Supposons  u,  V,  w  connus  en  fonction  de  x,  y,  z;  les 
équations  des  filets  s'obtiendront  en  exprimant  que  le 
déplacement  MM'  s'effectue  suivant  la  direction  qui  cor- 
respond au  point  M;  ce  qui  donne  : 

dx rfy ds 

u        r        w' 

comme  on  devait  s'y  attendre  d'après  les  équations  (1),  qui 
déterminent  les  trajectoires  des  points  du  fluide. 

9.  Un  cas  intéressant,  c'est  celui  ou  la  vitesse  dérive 
d'un  potentiel,  c'est  à  dire  où  u,  v,  w  sont  les  dérivées 
partielles  d'une  même  fonction  f  Aex,y,  z: 

d^  d^  dç 

~d3s'        ~  ày^  ~  dz 

Les  surfaces  «  =  const.  sont  les  surfaces  de  niveau  rela- 
tives à  ce  potentiel  ;  et  les  équations  précédentes  font  voir 
ainsi  que  :  Lorsque  la  vitesse  dérive  d'un  potentiel,  les  filets 
sont  les  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  de  niveau 
reîativeê  à  ce  potentiel. 

10.  Surfaces  de  nulle  résistance.  —  Dans  une  thèse 
intéressante  sur  le  mouvement  permanent  des  Quides, 
M.  de  Satvert  a  introduit  une  série  de  surfaces  remar- 
quables que  l'on  peut  définir  de  plusieurs  manières,  et 
auxquelles  il  a  donné  le  nom  de  surfaces  de  nulle  résis- 
tance.  Ces  surfaces  sont  définies  par  la  condition  d'être  le 
lieu  d'une  série  de  filets,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
d'être  telles  que  le  plan  tangent  en  chaque  point  contient 
la  direction  de  la  vitesse  qui  correspond  à  ce  point. 

Soit  6  (x,  y,  z)  =:  0  l'équation  d'une  surface  de  nulle 
résistance,  la  dernière  condition  nous  donne  l'équation 
linéaire  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  doit  satisfaire  0, 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


456  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

car  si  le  v^fin  tangent  en  un  point  doit  contenir  la  vitesse 
qui  lui  est  relative,  il  faut  avoir  ; 

de       de       dft     . 

^  '.■  dx         dy         dz 

Eu  égard  aux  équations  (1),  l'équation  (5)  peut  s'écrire 

—  =  0,  et  la  recherche  des  surfaces  de  nulle  résistance 
ai 

revient  à  celle  des  éléments  qui,  variant  généralement  d'un 

point  à  l'autre,  restent  cependant  invariables  pendant  le 

mouvement,  c'est  à  dire  pour  un  déplacement  effectué 

suivant  un  filet.  Si  l'on  peut  déterminer  d  priori  deux  de 

ces  élément?  a  et  0,  indépendants  entre  eux,  tous  les  autres 

seront  des  simples  fonctions  de  ceux-là,  d'après  ïa  théorie 

ordinaire  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du 

premier  ordre.  Mais  nous  renvoyons  à  la  thèse  de  M.  de 

Salvert  pour  ce  qui  concerne  ces  développements. 

11.  Intégrale  des  forces  vives.  —  Supposons  qu'il  existe 
une  fonction  des  forces,  la  vitesse  dérivant  ou  non  d'un 
potentiel,  et  soit  ; 

X  =  —,     Y  =  ^.     Z  =  — 

dx  âf/  di  ' 

Partons  des  3  équations  de  l'hydrodynamique  : 

dt  âx  p  dx 
de_dU_l  (^ 
dt~  dy       F  dy 

it~  dz       ^  dz' 

en  multipliant  par  dx,  dy,  dz  et  ajoutant,  il  vient  : 

dx       .      du       ,       dz       .,,      1   . 
dt  dt  dt  3    '^ 
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Mais  supposons  le  déplacement  dx^  dy,  dz  effectué  suivant 
un  filet,  les  équations  (1)  nous  donnent,  V  représentant  la 


-  d  (V*i  =  M  da  +  f  dp  +  ic  d(p  =  -r  dw  +  -^7  du  +  —  dw, 
z  dt  dt  ■        dt 

d'où  : 


Il  ne  faut  pas  confondre  cette  équation  avec  celle  dont 
on  a  tiré  l'équation  (8).  Cette  dernière  suppose  qu'il  existe 
un  potentiel  de  vitesse,  et  s'étend  à  tout  déplacement.  Ici 
au  contraire,  nous  ne  nous  restreignons  pas  au  cas  d'un 
potentiel,  mais  nos  diiïérenlielles  se  rapportent  à  un  dépla- 
cement effectué  suivant  un  filet. 

Supposons,  comme  plus  haut,  que  l'on  ait  p  =  F(p). 
Posons  alors  : 

et  nous  aurons  : 

1  d  (V)  =  dV-^'  (p)  dp, 

d'où  l'intégrale  des  lorces  vives  : 

V»  —  îU  +  îf  (p)  =  A  =  const. 

Par  exemple,  si  le  fluide  est  un  liquide  homogène,  p  est 
constant,  et  l'on  a  : 


S'il  s'agit  d'un  gaz,  nous  avons  dit  que  l'on  prenait  p  —  ap, 
et  alors  o(p)  =  -  log  p,  d'où  : 
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12.  Théorème  de  BernonlU.  — En  appliquant  cette  équa- 
tion aux  liquides  pesants,  on  a  le  théorème  de  Bemoulli. 

Prenons  X  =  0,  Y=:0,  Z  =  —  3  (l'axe  0 z  étant  supposé 
vertical);  on  a  pour  l'équation  des  forces  vives  : 

V  +  ig;  +  i^  =  k  =  const. 

P 

Au  lieu  de  cette  équation  on  peut  prendre  la  suivante  : 

r-  +  i4-  —  =A  =  const., 
2ff  99 

dont  l'interprétation  est  plus  facile. 


v-Z 


est  la  colonne  de 


liquide  qui  représente  la  pression  p;  enfin  z  est  la  distance 

du  point  considéré  à  un  plan  horizontitl  fixe.  Si  donc,  à 

partir  du  point  M  considéré,  on  porte  sur  une  verticale  et 

vers  le  haut  une  longueur  MN  égale  à  la  somnie  des 

V*      p 
hauteurs  ^  et  — •  et  que  l'on  répèle  cette   opération  en 

tous  les  points  d'un  même  filet,  l'extrémité  N  de  la  longueur 
ainsi  construite  reste  dans  un  plan  horizontal;  ce  plan  a 
reçu  le  nom  de  plan  de  charge,  relatif  à  ce  filet,  et  la 

V        p 

somme  5-  h s'appelle  ta  charge.  En  hydrostatique  la 

charge  se  compose  du  leime  unique  —  •  ici  la  chai^  se 

trouve  augmentée  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse,  en  sorte 
que  l'effet  du  mouvement  est  de  faire  remonter  le  plan  de 
charge. 

13.  Théorème  de  Torricelli.  —  Considérons  un  iilet  G, 
et  deux  points  M„  M  de  ce  filet  par  lesquels  nous  lui  mène- 
rons deux  plans  normaux  u,  et  u;  dans  le  plan  w,  décrivons 
unç  ÇQu  rbe  infiniment  petite  y,  entourant  le  point  M,,  et 
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envisageons  les  filets  qui  partent  des  points  de  cette  courbe  ; 
leur  ensemble  constituera  une  sorte  de  tube  infiniment  petit 
qui  découpera  dans  le  plan  w  une  courbe  y  infiniment  petite 
entourant  le  point  M,  du  moins  je  le  suppose.  On  voit  que 
la  paroi  de  ce  tube  constituera  une  de  ces  surfaces  de  nulle 
résistance  étudiées  par  M.  de  Salvert.  Soient  7,  et  <s  lesaires 
des  deux  courbes  ■/„  et  7;  V,  et  V  les  vitesses  aux  points  M, 
et  M.  La  quantité  de  fluide  qui  pénètre  dans  le  tube  par 
l'aire  s,  devant  être  égale  à  celle  qui  sort  par  l'aire  s,  il  faut 
avoir  : 

Or,  supposons  qu'il  s'agisse  de  fluides  pesants,  on  aura 
d'après  le  théorème  de  Bernoulli  : 

v;  +  igz,  +  2  -  =  V  +  253  +  2  ?. 

P  P 

où  z,  et  z,  p,  et  p  sont  les  cotes  et  les  pressions  qui  se 
i-apportent  aux  points  M,  et  M.  Donc  : 


Mais  z~  z,  t'est  la  dilTérence  de  niveau  ï  des  points  M, 
et  M;  si  alors  on  peut  faire  en  sorte  que  p  =  p„  il  vient  : 


-  V  =  igX, 


vî(i-^)  =  2?!:- 


Ces  conditions  sont  léalisées  par  un  récipient  maintenu 
à  un  niveau  constant,  et  percé  vei-s  le  bas  d'une  ouverture 
extrêmement  petite  par  rapport  à  la  section  de  la  surface 
libre  :  les  deux  sections,  celles  de  la  surface  libre  et  de 
l'ouverture,  sont  toutes  deux  en  contact  avec  l'atmosphère, 
ce  qui  permet  de  foire  p  =  p,.  Mais  de  plus,  eu  égard  à 
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Tex^ité  de  l'ouverture  par  où  s'effectue  l'écoulement,  le 
terme  -?  peut  être  négligé,  et  il  reste  pour  la  vitesse  de 
l'écoulement  ; 

V.  =  |/27C, 

ce  (]ui  est  le  principe  trouvé  expérimentalement  par  Tor- 
ncelli. 
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NOTE  XIV 

8DR   VN   PROBLÈME   RELATIF   k   LA   THEORIE 
DES   FORCES   CENTRALES. 

Dans  UD  article  élégant  inséré  aux  CompUt  nniiu  dé  l'AcadénU  det 
Sciences,  t.  LXXXVII,  p.  8i9,  M.  Bertrand  s'est  proposé  de  rechercher, 
parmi  toutes  les  lois  d'attractioD  émanant  d'un  centre  fixe,  celles  pour 
lesquelles  la  trajectoire  d'un  point  libre  sera  toujours  fermée.  La 
solution  de  cett«  question  se  ramène  k  va  intéressant  probl^s 
d'analyse  qui  a  été  complètement  étudié  par  M.  Bertrand.  Nous  nous 
proposous  d*expo8er  ici,  avec  quelques  modifications  dans  le  calcul, 
la  méthode  suivie  par  cet  illustre  géomètre. 

Soient  r  et  ft  les  coordonnées  po'aires  du  point  attiré,  R  ^  f{r)  la 
force;  l'équation  de  la  trajectoire  sera,  comme  on  sait  : 


ed 


(J) 


l/—  -,  +  2  Tr  (ïr  +  A 

c  désignant  la  constante  des  aires  et  h  la  constante  des  forces  vives. 
Si  donc  on  pose  : 

(S)  J  =  .',       2jBrfr  =  ç(i), 

et  si  l'on  désigne  par  A  et  B  deux  constantes  nouvelles  dont  les 
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v&lears  soient 

A  _i,      n  — *, 
c*  c* 

l'équation  de  la  trajectoire  prendra  la  forme  : 
(3) 


(/—  s»  +  A  ?  (a)  +  B 

Quelle  que  soit  la  loi  de  la  force,  on  sait  que  la  trajectoire  jouit  de 
la  propriété  de  ae  composer  de  parties  égales  disposées  réj;ulièrement 
autour  du  centre  attractif.  Soient  0  ce  centre  et  U  un  point  de  la 
trajectoire  correspondant,  par  exemple,  k  une  valeur  minimum  du 
rayon'  vecteur  OM.  Quand  le  mobile  s'éloignera  du  point  M,  le  rajoa 
vecteur  croîtra.  Supposons  que  ce  rayon  vecteur  prenne  sa  valeur 
maximum  quand  le  mobile  sers  arrivé  au  point  N  de  U  trajectoire. 
Lea  deux  rajons  recteurs  OU,  ON  seront  des  axes  de  sjmétrîe  de  la 
trajectoire.  Par  conséquent,  on  en^ndrera  le  reste  de  cette  courte 
en  prenant  la  symétrique  MM'  de  la  partie  déjà  connue  MN  par 
rapport  au  rayon  ON;  puis  en  faisant  tourner  l'ensemble  MNU'  des 
deux  arcs  ainsi  obtenus,  de  l'angle  MOM*  autour  du  point  0,  aubmt 
de  fois  que  cela  sera  nécessaire.  Il  suit  évidemment  de  là  qile  la  Tolear 
,  du  rayon  vecteur  redevient  constamment  la  même,  toutes  les  fois  que 
ce  rayon  vecteur  passe  par  un  maximum  (ou  par  un  miaimom),  et 
que  la  condition  nécessaire  pour  que  la  triyectoire  soit  ferm^  est  que 
l'angle  compris  entre  un  rayon  vecteur  maximum  et  le  nyon  vecteur 
minimum  qui  le  suit  soit  dans  un  rapport  commensurable  avec  r. 

Keportons-nous  à  l'équation  (2)  ;  les  maxima  et  les  minima  de  r  ou, 
ce  qui  est  la  mSme  chose,  de  z  sont  donnés  par  l'équation  : 

—  a»  +  A  ç  (-')  +  B  =  0. 

Si  donc  3  et  fl  désignent  les  valeurs  maximn  et  minima  de  t,  oa 
devra  avoir  les  deux  équations  : 

—  «•  +  A  ç  (a)  +  ^  =  0. 

—  &*  +  A  ç  (3)  +  B  =  0, 

qui.  permettent  de  déterminer  A  et  B  en  Tonctioa  de  je  et  de  ^. 
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Portons  les  râleurs  de  A  et  de  B  aiosi  obtenues  dans  l'équation  (3), 
nous  aurons  : 

(4)  ^i.|/,W-Ml), 

A  désigaant,  pour  abréger,  le  déterminant  : 

l  ''    »  (•)  '  1  I 

(6)  A=  ••       ,(.)       1     . 

et  l'angte  6  compris  entra  lo  rayon  maximum  et  la  rajou  minimum 
qui  le  suit  sera  évidemment 


-X' 


6  ne  dépend  que  de  la  forme  de  U  fonction  ç  et  des  constantes  n  et  0. 
Ln  condition  du  problème  est  que  l'on  ait  : 

CI)  9=1"- 

[L  étant  un  nombre  oommensurable,  et  cela  pour  toutes  les  valeurs 

de  a  et  de  p. 

Il  ne  peut  en  Stre  ainsi  que  si  l'angle  6  demeure  constant  lorsque  a 
et  ^  varient;  car  si  cet  iing-Ie  était  variable,  son  rapport  à  s  passerait 
évidemment  par  une  infinité  de  valeurs  incommensurables.  Nous 
sommes  ainsi  ramenés  au  problème  d'analyse  suivant  : 

DiUrmintr,  iUl  est  pottib.'e,  laJUtctiûn  ç  de  lel'e  naniire  giu  l'on  ail, 
pour  toutes  les  vatea/rs  de  aelde^: 


ji  détij/^ttxl  HM  nombre  comvunsurab'.e  coaslant. 
Pour  rôsoudre  ce  problème,  posons  ; 


?  =  a  +.*, 
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et  supposons  k  assez  petit  pour  que  Ton  puisse  développer  la  foncUan  ^ 

suivant  les  puissances  dé  i.  On  aura  : 

?(«)  =  ?—*?   +  2  '^  ~  6  "^   '^  2i^         ■■■' 
?(?}  =  ?+*?    -H-ç    +^ç    +   M*     -**  ••■' 

y,  j',  ç',  ...  désignant,  pour  abréger,  y  (a),  ç'  («),  f*  (a),  ... 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dons  l'intégrale  (8)  et  dans  Is  valeur 
de  A,  on  trouvera  : 

i=M'(i-i')[«'-«»'-î<»'+^jv-«?"a+'')j+-} 

f  (J)  -  f  («)  =  2»  [»'  +  I  f"  +  ...j. 
ft  par  conséquent  : 


Pour  A  =  0,  cette  expression  se  réduit  k  la  suivante  : 


(,o)  6.=i/^j_.r-i^=VT^- 

^    ^  •       V?'— oçV-'    |/1— (»  r   Ç   -a?' 

Pour  qu'elle  soit  constante,  il  faut  donc  que  le  rapport 
a?' 


Boit  indépendant  de  a,  ce  qui  donne  : 

f  (*)  =  C^-  -H  0,. 
C,  m  et  C,  étant  trois  constantes  arbitraires;  ç  désignant  ta  funch'on 
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des  forces  on  peut  mâme  supprimer  C,  «t  écrire  : 

(11)  ,M  =  o.-. , 
L'expression  approchée  de  6  devient  alars  : 

(12)  e,=  — L=r. 

1^2 -m 

et  l'on  Toît  que  l'exposant  m  devra  être  choisi  de  telle  manière  que 
2  —  M  soit  le  carré  d'un  nombre  commensurabla  - . 

Avant  de  poursuivre  la  solution  du  problème  proposé,  nons  allons 
présenter  quelques  remarques  sur  le  résultat  précédent  qui  est  dû  à 
Newton  {Principti,  livre  I,  proposition  XLY).  Newton  considère  un 
corps  soumis  k  l'action  d'une  force  centrale,  décrivant  une  orbite  peu 
différente  d'un  cercle,  et  il  détermine  l'angle  que  nous  avons  désigné 
par  6,.  Cette  détermination  avait  pour  le  but  qu'il  se  proposait  la 
pins  haute  importance;  car  si  l'on  admet  que  la  loi  de  la  force  soit 
celle  de  la  nature,  la  valeur  de  6|  donnée  par  la  formule  (10)  ou  la 
formula  (12)  sera  :;;  les  aphélies  seront  sensiblement  immobiles  et 
à  180°  des  périhélies  ;  mais,  pour  peu  que  la  loi  de  la  force  eût  difTéré 
de  celle  que  nous  devons  h  Newton,  les  périhélies  auraient  eu  un 
mouvement  direct  ou  rétrograde  dont  l'effet  serait  devenu  nécessai- 
rement sensible  après  un  nombre  suffisant  de  révolutions.  Newton 
obtient  des  résultats  équivalents  aux  formules  (10)  et  (12)  par  une 
méthode  qui  contient  le  premier  germe  de  la  théorie  des  mouvements 
relatifs. 

Bevcnons  au  pA>blème  que  nous  avons  en  vue  et  qui  n'est  pas 
encore  complètement  résolu.  Si  nous  portons  dans  la  formula  (9) 
l'expression  de  f  et  si  nous  posons,  pour  abréger, 


nous  trouverons  : 


-x: 


/ 


n-^' '"-■>'" -"■,....     i, 


DeSpeyrous.  —  Mécanique.  II.  30  / 
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Cette  expression  dépend  en  général  de  k,  et  par  conséquent  tontes 
les  yaleurs  de  m,  qui  conviennent  quand  l'orbite  est  très  peu  diffé- 
rente d'un  cercle,  cessent  d'être  acceptables  lorâqu'on  suppose  qu'il 
existe  une  différence  Snte  entre  le  maximum  et  le  minimum  du 
layon  vecteur.  Mais  si  l'on  développe  suivant  les  puissances  de  A,  en 
employant  les  formules  suivantes  : 

on  trouvera  : 


{m  —  I)  (m 


Pour  que  cette  valeur  soit  indépendante  de  k*,  il  l&ut  évidemment 
que  l'on  ait  : 

(„  _  1)  (m  +  2)  =  0. 

L'hjpotbèae  m  =:  1  donne  pour  la  fonction  des  forces  : 


^{t)=f^dr=iC 


C'est  la  loi  de  Newton,  pour  laquelle  on  a  : 

L'hypothèse  m  :=  —  2  donne  : 

fRdr=i%  =  Cr*,      e  =  |- 

L'attraction  est  alors  proportionnelle  &  la  distance.  On  sait  d'ailleurs 
que  ces  deux  lois  donnent  des  solutions  de  la  question  proposée. 
Ainsi  se  trouve  établi  le  tliéorème  de  M.  Bertrand  : 
^1  Ton  considère  le  moupentrKt  d'u  i  mobile  attiré  par  it»  centre  fixe  iont 
l'action  ett  une/bitcliûn  de  la  distance,  la  loi  de  Neaion  et  celle  pour  lagvelk 
l'attraction  est  proportionnelle  d  la  ditla?tce  tant  les  uulei  poiir  letsuelUt 
la  Ir^ecleire  du  mobile  soit  constamment  fermée. 
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SUR  UNE  QUESTION  REUTIVE  IV  MOUVBHBMT  D'UN  POINT 
SUR  UNE  SURFACE  DE  REVOLUTION. 

Après  BToir  considéré  dans  la  Note  précédente  le  mouTemont  d'un 
point  libre  aoumis  k  l'action  d'un  centre  fixe,  nous  allons  étudier  ici 
une  question  analogue,  relative  au  mouvement  d'un  point  sur  une 
Burfitce  de  révolution.  Nous  admettrons  que  le  point  est  soumis  h  la 
seule  action  de  forces  émanant  des  différents  points  de  l'ase  ou  bien 
de  forces  parallèles  it  l'axe  et  fonctions  de  la  distance  du  point  sur 
lequel  elles  agissent  à  un  plan  fixe  parallèle  k  l'axe.  Ces  liypothèses 
se  résument  en  une  seule  :  il  j  a  une  fonction  des  forces  qui  conserve 
la  même  valeur  en  tous  les  points  d'un  parallèle  de  la  surface.  Nous 
allons  rechercher  s'il  est  possible  de  déterminer  la  nature  de  la 
fonstion  et  la  forme  de  la  surface  de  telle  manière  que  tes  trajectoires 
du  mobile  soient  des  courbes  constamment  fermées. 


Prenons  ponr  axe  des  t  l'axe  de  la  surface.  Désignons  par  r  la 
distance  d'un  point  quelconque  à  cet  axe,  et  soit 

l'équation  de  la  surface.  La  fonction  des  forces  est,  par  hypothèse, 
ane  foaetion  de  r  que  je  désignerai  par 

fi'). 

Si  u  est  l'angle  que  fait  le  plan  méridien  contenant  le  mobile  avec 
Ha  méridien  fixe  pris  pour  origine,  l'équation  différentielle  de  k 
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trajectoire  sera,  comme  on  sait, 


(1) 


(t  +t")j-,  =  0'r'f(f)  +  hr'-r' 


C*  et  h  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  la  courbe  est  fermée,  les  valears  de  r  seront  comprises  entre  deux 
limites  a  0,  et  la  trajectoire  sera  comprise  tout  entière  tntn  les  deux 

parallèles  de  rsvon  a  et  S.  Pour  ces  deux  parallèles  extrêmes,  -r-  d< 

au 
s'annuler,  r  étant  maximum  ou  minimum.  On  a  donc  : 


-doit 


C  f(j)  +  *  —  ^  =  0, 

CV{W  +  *~^  =  0. 

Ces  ét^uations  permettent  d'exprimer  k  et  C  en  fonction  de  a  et  de  p. 
Si  l'on  pose  : 


/■M 

.- 

A») 

i. 

AS) 

T- 

(2)  4  = 

l'équation  de  la  trajectoire  derient  : 

*      '  '■•'•'»■     AS) -/■(«)' 

et  l'on  a  par  conséquent  : 


J  r'Ki 

En  employant  le  mode  de  raisonnement  de  la  Note  précédente,  on 
reconnaît  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  que  U  courbe  soit 
fermée,  que  l'on  ait  : 


(3) 


X' 


[IK, 
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t&  étant  un  nombre  commeosurable  constant.  Ainai  il  y  a  à  détarminer 
Ira  deux  fonctions  arbitraires  f{r),  ç(r)  de  manière  à  satisrain  à 
régtlité  précédente.  Dans  le  problème  traité  par  U,  Bertrand,  il  y 
avait  au  contraire  une  seule  fonction  inconnue. 

Je  commencerai  par  réserver  le  cas  oii  l'on  suppose  la  fonction  f(r) 
constante,  ce  qui  revient  à  chercher  les  surfaces  de  révolution  pour 
lesquelles  les  lignes  géodésîques  sout  fermées.  Alors  on  pourra  effec- 
tuer le  changement  de  notations  suivant. 

Posons  : 

(4)rtr)  =  .,  /(.)  =  ».,  /■(«  =  .„  ÎJ^'=FC.),  i=o(»). 
L'équation  (3)  se  transformera  dans  la  suivante  : 

I^fT^  l-^JP.  —  gi  <*"    _ 


■r 


^ 


< 

1      13(») 

^* 

1     aC.,) 

a, 

1     ".W 

Supposons  X,  et  ai,  peu  différents  et  posons  : 

«,  :=  «  —  I,        0,  =  a  >  £, 

«  =  a  +  £*. 
On  aura,  en  développant  suivant  les  puissances  de  t  : 
j   «       1       q(«)   I 
I  X,      l       a  {a,)   { 

=  .■  (1 -»■)  i  =■  +  ?••  + S  »•(! +••)  +  ■ 


a',  a",  o"  désignant  les  valeurs  de  ces  fonctions  pour  a  =  a.  Oa. 
déduit  de  l'équation  précédente  : 

(6)    -^  =  -^^=il-^..-£2;(lH-.-) 
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en  négligeant  seulement  dans  ta  parenthâse  les  termes  en  s*.  On  a 

de  mâuie  : 

(7)       KÏW  =  Kf-  (  1.  ^  ..  -H  (îl  -  ,9  ,..  +    ..  |. 

Ces  Tonnules  permettent  de  d^elopper  Q  suirant  les  poîssasees  de  e. 
On  obtient  d'abord  sans  aucune  difficulté  le  premier  terme  de  Q. 


Cotte  râleur  de  Q  devant  être  égale  &  ^t.,  on  aura  ; 


V 


w 


ou,  en  remplaçant  a  par  ir  : 

(8)  FC.)=^o'(.). 

Tout  86  réduit  donc  à  la  détermination  de  la  seule  fonction  u{-c). 
Pour  Tobtenir  nous  allons  compléter  le  développement  de  û.  On  aura, 
en  tenant  compte  des  formules  (6),  (7)  et  (6)  : 

J-i    ^'i  _  „•  (  3a'  6b" 

e'^^Sw*— 1  ) 

"^  o'    24    "^  •"  y 

En  effectuant  les  quadratures,  on  trouve  : 

"^  Vl6a'       13  o'V 

les  termes  négligea  contenant  tous  e*  en  facteur.  Q  devant  être  égal 
k  ^i;,  il  fout  que  le  coefficient  de  toutes  les  puissances  de  e,  et  en 
particulier  celui  de  c*,  soient  nuls,  ce  qui  donne  l'équation  : 

(9)'  33'n"— 4n'"  =  0, 

qui  fera  connaître  la  fonction  a(x). 
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Cette  âquatioc  différentielle  sdiiiet  deux  eolntione  d'espace  difl^- 

renta.  La  première  s'obtient  en  supposant  ci'(f)  constante.  On  a  ainsi  : 

(10)  a  («)  —  A3>*  +  BU  -hO; 

A,  B,  C  désignant  trois  constantes. 
Tontes  les  antres  solntions  sont  comprises  dans  la  fonnnle  : 

(U)  o(.)=jA-  +  B.  +  C, 

oii  A,  B,  C,  K  désignent  quatre  constaotes. 

Il  est  aisé  de  voir  d'ailleurs  que  ces  formes  différentes  de  la  fonc- 
tion aQi)  sont  toutes  acceptables.  Car  si  l'on  remplace  dans  l'équa- 
tion (5)  F(«)  par  sa  valeur  : 

m  F  (.)  =  ^  !.(.), 

et  si  l'on  adopte  l'une  quelconque  des  valeurs  de  n(iE}  données  par 
les  fbrmules  (10)  ou  (II),  on  trouve  pour  toutes  les  valeurs  de  x„  x,  : 

n  nous  reste  k  discuter  les  solutions  du  problème  que  nous  venons 
d'obtenir,  ■  reconnaître  la  nature  des  surfaces  qui  leur  correspondent 
ainsi  que  celle  des  forces  qui  agissent  dans  obaque  cas  sur  le  mobile. 
BappelouB  d'abord  les  notations  adoptées. 

Nous  avons  posé  : 

(13)  f{r)=^; 

a  est  donc  la  fonction  des  forces  et  l'on  pourra  sans  inconvénient  lui 
ajouter  ou  Ifti  retrancher  une  constante. 
Nous  avons  d'ailleurs  : 

(14)  ^,=^i^)> 

et  en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  as,  nous  aurons  la  fonction 
des  forces  exprimée  au  moyen  de  r.  Enfin,  d'après  la  définition  de  F(ir), 
nous  pouvons  écrire  : 


Digitizeû  by  ^lOOQ  IC 


472  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

OU  encore  : 

(16)  i+,..  =  V£Wa:W, 

(16)  i, j-^Tj^ &  . 

L'équation  (16)  fera  connaître,  par  uoe  quadrature,  la  coordonnée  t 
en  fonction  de  s. 

L'élément  linéaire  de  la  surface  de  révolution  qui  est  en  général 
donné  par  la  formule 

it*  =  (l  -t-  ?'*)  rff'  +  r»  du' 
aura  ici  pour  expression  : 

Noua  avons  établi  cette  dernière  formula  pour  en  déduire  une  consé- 
quence intéressante. 

Les  deux  valeurs  de  x3(iB)  que  nous  avons  trouvées,  jouissent  de  lu 
propriété  de  pouvoir  être  multipliées  par  une  constante  quelconque 
sans  cesser  de  convenir  au  problème.  Âpres  avoir  trouvé  nne  solution 
correspondante  à  des  valeurs  données  de  ;ji  et  de  ts(x),  considérons 
celle  qui  correspoud  aux  valeurs  a\i.  et  ix*ci(z),  a  désignant  une 
constante  qui  sera  nécessairement  commensurable.  L'élément  linéaire 
de  la  surface  correspondante  à  cette  nouvelle  solution  sera  donné, 
d'après  la  formule  (17),  par  la  formule 

et  on  aura  : 

i  =  a'a(.). 

Si  donc  on  fait  correspondre  à  un  point  (r,  u)  de  la  première  surface 
le  point  (r„  u,)  de  la  seconde,  défini  par  les  équations  : 

(19)  r,=%     »,=.„, 

les  arcs  de  dotiz  conrbes  correspondantes  quelconques  tracées  sur  ler 
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deux  BurFaces  seront  é^ux;  en  d'autres  termes  les  deuc  aurracea 
seront  applicaila  l'uiu  sur  l'autre. 

Ce  résultat  pouTsit  se  prévoir  d  priori;  car  on  sait  par  les  formules 
de  LagraDge  que  les  équations  du  mouvement  d'un  point  sur  une 
surbee  quelconque  demeurent  les  mdmes  qnand  on  déforme  la  surfaee 
en  conservant  k  la  fonction  des  forces  la  même  expression  en  fonction 
des  coordonnées  curviligoea  du  point  de  la  surface.  Or  étant  donnés 
une  surface  de  révolution,  on  peut  toujours  trouver  une  autre  surface 
de  révolution  qui  sera  applicable  snr  cette  surface,  les  coordonnées  r 
et  u  de  deux  points  correspondants  sur  les  deux  surfaces  étant  liées 
par  les  formules  (19).  Si  Q  et  0,  désignent  les  valeurs  de  l'angle  U 
que  nous  avons  calculé,  relatives  à  ces  deux  surfaces,  on  aura  : 

Û,  =  aÛ. 

Si  donc  la  première  surface  donne  une  solution  de  notre  problème, 
il  en  sera  de  même  de  la  seconde  pourvu  que  a  soit  commensurable. 

Il  suit  de  cette  remarque  que  si,  comme  il  est  naturel,  on  considère 
comme  ne  fournissant  qu'une  seule  solution  toutes  les  surfaces  qui 
sont  applicables  les  unes  sur  les  autres,  on  pourra,  dans  chaque  cas 
particulier,  donner  à  |a  telle  valeur  que  l'on  voudra. 

II 

Appliquons  d'abord  nos  formules  à  la  premiers  solution,  celle  pour 
laquelle  on  a  : 

(3  (ai)  :=  A»*  H-  Ba  +  0, 
et  par  conséquent  : 

Comme  P{x)  ne  peut  être  nulle,  A  sera  nécessairement  différent  de  zéro. 
En  utilisant  la  remarque  déj&  faite  d'après  laquelle  on  peut  ajouter 
à  le  tme  constante  quelconque,  nous  pourrons  faire  disparattre  le  terme 
en  «;  et  en  changeant  les  notations,  nous  écrirons  : 

,  ,       a-'  +  C        1 

«(^)  =  ~ï— =r,' 
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ce  qui  donna  : 

(20)  «'  =  -,-  C. 

De  réquation  (15)  on  tira  : 

CommeaçonB  par  supposer  i*  ^  1,  nous  aurons  : 


»'='V/S?' 


ou,  en  integrant, 

A- 

?'  +  '-'=o' 

c'est  à  dire 

.       A 

.■  +  .'=^- 

La  surface  est  donc  une  sphère. 

QuaDtà  la  force,  onpeut  eu  donner  différentes  expressioDs(<).  Voici 
la  plus  élégante.  En  vertu  de  l'équation  de  la  surface,  la  fonction  des 
forces  peut  s'écrire  : 

et  en  différentiaat  cette  expreasion,  on  obtiendra  les  deux  composant» 
de  la  force  :  l'une,  R,  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  du 


(■}  OasBllen  effet  que,  dans  le  mouvem sQl  d'us  pointaur  UDeBurTacB.laloidii  nKn- 
vement  oe  dépend  qua  de  la  composante  taUf^euLiel  la  delà  furce,  la  cotnpoflaale  Dormile 
n'inlarvaDant  quednas  la  caicul  de  la  presaioD  d  a  point  inr  losurhice.  Daai  la  pinblune 
qui  nous  occupe,  ou  pourra  donc  auppoiei  à  la  Torca  telle  dirsclïon  que  l'oa  vondis. 
pourvu  qu'elle  aolt  normale  au  rayon  du  parallèle.  Sipareiemplalalbat^tiondaahceal 
Ml  eiprlmieau  moyen  du  rayon  vecteur  par  ia  furmule  /{r},  la  dtrivAe  /'(r)  donnari 
lu  grandeur  de  laforceauppagêe  dirigea  suivant  le  proloageiuenl  du  ra  70a  du  piraltèlg 
Utls  on  peut,  au  moyen  de  rôquallan  de  la  gurtace,  eipritaer  la  faniiliaii  dos  rofcw  au 
moyen  de  t  par  la  Tormule  \(ii;  et  alors  la  dérivAs  \'{ij  dAUnin  la  força,  qai  len 
■upposée  dans  ce  ces  parallèle  â  l'aie  de  la  aurface.  SI  I  on  exprima  dem«me  la  tondioa 

de*  torcet  nu  moyen  de  -  ptr  la  Tonnule  g  ('Y  tea  deui  conipoeaDtet 


la  force  loujoura  normale  au  parallèle,  mais  dirigée  celle  fois  dans  la  pUa 
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parallèle,  l'aatre,  Z,  parallèle  k  l'axe  des  s.  On  trouve  ainsi  : 

I  l/ri 

B  =  -  1/C  -,.      Z  =  KC  -,      l^Z'  +  R>  =  l-^- 
f'  f-  r' 

Ces  expressions  noua  montrent:  1°  que  la  force  est  tangente  au 
méridien;  3"  qu'elle  est  en  raison  inverse  du  carré  de  r,  c'est  à  dire 
du  carré  du  sinus  de  l'arc  de  cercle  compris  entre  le  point  attiré  et  le 
pdle.  L'analogie  avec  la  loi  de  Newton  est  évidente. 

On  sait  en  effet  qu'avec  cette  nature  de  forces  la  trajectoire  sera  une 
conique  sphérique  dont  le  pâle  sera  un  des  fojers  ('). 

On  peut  ramener,  nous  l'avons  vu,  au  cas  précédent  tous  ceux  pour 
lesquels  -^  ne  sera  pas  égal  à  l'unité  ;  car  ils  donneront  des  surfaces 
applicables  sur  la  sphère.  Uais  il  nous  reste  &  traiter  le  eas  où  C  =:  0* 
qaiest  exclu  par  l'analyse  précédente. 

On  a  alors  ; 

«  =  ->       1  -f-  ç'*  =  [a'. 

Supposons  d'abord  (:t  ^  1,  on  aura  : 

•  ç'  ^  0,      «  =  const. 

C'est  le  casoii  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan  et  où  la  force,  dirigée 
vers  un  point  fixe,  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  K  ce 
point  fixe. 

Si  [Ji  était  quelconque,  on  aurait  : 

e  =  y^^F^^i  r. 

Cette  équation  convient  à  un  cône  de  révolution  qui  est,  comme  il 
fallait  s'y  attendre,  applicable  sur  le  plan  ;  la  force  est  une  attraction 
dirigée  vers  le  sommet  du  cdne  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance. 

m 

Examinons  maintenant  la  seconde  hypothèse,  celle  pour  laquelle  on  a 
i')  PaulSeriet.  —  THerii  jfomftrlstie  «t tufeanijut  du  Nftut  dioiiil<eviir!rrrt,p.^i 
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expression  qu*oii  peut  toujours  ramener  à  la  forme 

ts(x)  —  -  +  3a  +  C, 

en  changeant  £  es  «  +  K.  On  aura  ici  : 

(21)  \  =  ^+Bg  +  G, 


m>  /'^V-  4t.*A  (A  +  Bs'  +  Cx)  ~  (A  - 

^    '         \ds>/  Ax  (A  +  Bai*  +  C*)' 


:)  -  (A  -  B^')' 

Il  faudra  effectuer  la  quadrature  qui  donne  s,  et  l'on  aura  ainsi  les 
expressions  de  «  et  de  r  en  fonction  de  ir.  Pour  obtenir  la  fonction  des 
forcée,  on  exprimera  x  en  fonction  de  r  en  résolvant  Téquation  (21). 
Les  résultats  sont,  on  le  voit,  assez  compliqués. 

Traitons  d'abord  le  cas  oii  l'on  a 

B  =  0, 

et  prenons  2;t=  1.  Nous  ponvons,  d'après  la  remarque  faîte  pins 
hnut,  nous  borner  à  considérer  cette  Talear  particulière  de  ii.  On  a 
alors  : 

_  1  ,  g 

et  par  conséquent  : 

Ainsi  la  surface  correspondante  à  ces  hypothèses  est  encore  one 
sphère.  La  fonction  des  forces  peut  s'exprimer,  en  fonction  de  r  et 
de  t,  par  la  formule  homogène  : 

A  r* 

Sous  cette  forme  elle  donne  naissance  aux  deux  composantes  : 
„       2A  f        ,  2Af' 
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La  résultante  de  ces  deux  forces  est  encore  dirigée  Buivant  la 
tangente  an  méridien;  sa  grandeur  est  donnée  par  la  formule  : 

'  l^R* 7»  —    ^^     !1  —  ^^  BJPft 

C  KC  **        ^  oos' ô' 

Q  désignant  la  distance  du  mobile  au  pOle. 

Dans  cette  loi  de  la  force,  on  obtient  en  effet  comme  trajectoire  une 
conique  ephérique  ajraat  le  pAle  pour  centre  (*). 

Si  B  et  C  sont  nnls  en  même  temps  et  si  l'on  prend  encore  2^=:l, 
on  trourera  : 

de=.0,      e  =  const. 

La  surface  se  réduit  i>  on  plan  et  la  fonction  des  forces  est  alors 

a  =:  Ar', 

c'est  le  cas  où  il  ;  a  une  attraction  proportionnelle  à  la  distance. 

Si  iL  était  quelconque,  on  obtiendrait  un  cOne  de  rerolution  ;  la  Force 
serait  une  attraction  émanant  du  sommet  et  proportionnelle  à  la 
distance. 

Js  laisserai  de  cOté  la  discussion,  nécessairement  pins  compliquée, 
du  cas  où  A,  B,  C  sont  quelconques. 


IV 


Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  pris  d'abord  le  rayon  r  du  parallèle 
comme  une  variable  indépendante.  Uais  il  n'arrive  pas  toujours  que, 
sur  une  surface  de  révolution,  cette  variable  puisse  prendre  toutes  les 
'valeurs  possibles.  Par  exemple,  dans  la  sphère,  le  rayon  du  parallèle 
doit  Stre  inférieur  \  celui  de  la  sphère  ;  par  conséquent,  si  la  trajectoire 
du  mobile  est  située  dans  les  deux  hémisphères,  le  rayon  r  du  parallèle 
pourra  croître  d'une  limite  inférieure  a  à  R,  R  désignant  le  rayon  de 

(■)  Voir  Vavl  Suiet,  ouvrage  Cilé,  p.  iOB. 
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la  sphère,  puia  déeroTtre  de  H  à  une  autre  limite.  Or  lee  i&tégratioDS 
que  nous  avons  faites  pour  obtenir  Q  supposent  que  r  soit  réelIemeDt 
indépendante  et  ne  s'appliquent  pas  à  cette  hjpottièse.  La  méthode 
que  nous  avons  suivie  est  donc  sujette  à  une  objeclioa  qu'il  est  d'ailleurs 
facile  de  lever,  au  moins  dans  un  cas  très  étendu. 

En  effet  si  U  trajectoire  est  toujours  fermée,  comme  nous  le  suppo- 
sons, on  pourra  déterminer  les  constantes  C  et  A  qui  figurent  dans 

dr 
réquation  (1)  de  telle  manière  que  —  s'aunnle  pour  deux  valeurs  x 

et  0  aussi  rapprochées  qu'on  le  Tondra,  pourvu  toutefois  que  la  fonction 
des  forces  satis&sse  à  uue  condition  qui  est  évidente  ipriùri.  On  aura 
en  effet,  d'après  les  formules  données  !>  Tarticte  ï  : 

i_i 

C»  =  -  "' 


n^)  -  m 


Pour  que  la  valeur  de  C  soit  positive,  il  est  nécessaire  que  la 
fonction  f{r)  décroisse  quand  r  croît.  C'est  à  dire  que  la  force  puisse 
se  représenter  par  une  attraction  dirigée  vers  l'axe.  Ainsi  ; 

Toutes  les  fois  que  la  force  k  laquelle  le  mobile  est  soumis  pourra 
âtre  considérée,  dans  une  région  de  la  surface,  comme  une  attraction 
dirigée  vers  l'axe  de  la  surface,  on  pourra  faire  en  sorte  que  la  trajec- 
toire du  mobile  soit  placée  entre  deux  parallèles  aussi  rapprochéa 
qu'on  le  voudra;  et  l'on  pourra  par  conséquent  choisir  ces  parallèles 
de  telle  manière  qu'ils  ne  comprennent  pas  dans  leur  intervalle  as 
parallèle  de  rayon  maximum  ou  de  rayon  minimum. 

Alors  notre  méthode  deviendra  applicable  et  elle  nous  fera  connaître 
la  loi  de  la  force  et  la  forme  de  la  surface.  II  y  aura  lieu  cependant, 
dans  chaque  cas  particulier,  de  faire  une  discussion  relative  aux 
trajectoires  qui  traverseraient  un  parallèle  de  rayon  maximum  ou 
minimum,  ou  qui  rencontreraient  les  cercles-limites  de  la  surface. 
Nous  allons  voir  précisément  que  cet  examen  des  parallèles  de  rayon 
maximum  ou  minimum  joue  un  rJSla  prépondérant  dans  la  discussion 
du  CBS  particulier  de  notre  problème  que  nous  avons  réservé,  celui  o'u 
l'on  cherche  les  surfuces  de  révolution  dont  toutes  les  lignes  géodé> 
siquea  sont  fermée.*.  Nous  allons  maiotenaut  étudier  d'une  manière 
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détaitléa  ce  cas  particulier  auquel  no  s'applique  pas  la  méthodi 
précédente  (*). 

CuasidéroDS  une  surrace  de  révolution  et  une  li^ne  géodésiqui 
quelconque  tracée  sur  cette  surface.  L'équation  différentielle  de  cetb 
ligna  s'obtient  en  remplagant  dans  l'équation  (1)  f{r)  par  0,  ce  qu 
donne: 

(83)  (H-,'.)|i  =  J,._A 

Si  t  désire  l'angle  que  fait  en  un  point  quelconque  la  ligne  géode 
sique  arec  le  parallèle  qui  passe  en  ce  point,  l'équation  différentielL 
précédente  pent  aussi  s'écrire 

rco3i=  a, 

A  désignant  — =■  Partons  du  parallèle  de  rayon  a;  la  ligne  géodésiqu 

lui  est  tangente  et  elle  se  dirige  du  cAté  oh  le  rayon  du  parallèl 
augmente.  Si  ce  rayon  croit  toujours,  la  ligne  géodésique  s'éloigner 
indéfiniment  en  coupant  les  parallèles  sous  un  angle  qui  s'approcher 
de  plus  en  plus  d'être  droit.  Si  la  surface  n'avait  pas  de  parallèle  d 
rayon  égal  à  a,  on  partirait  d'un  parallèle  quelconque  et  l'on  obtiendrai 
les  mêmes  conclusions. 

Supposons  au  contraire  qu'il  y  ait  un .  parallèle  maximum,  é 
rayon  S,  que  j'appellerai  nn  équateur.  Si  nous  prenons  a  un  pe 
inférieur  it  K,  il  y  aura  deux  parallèles  de  rayon'a,  voisins  l'un  d 
l'autre,  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  l'équateur;  la  ligi 
géodésique  définie  par  l'équation 

r  coai^  a 

sera  comprise  entre  ces  deux  parallèles  et  par  conséquent  sera,  dat 
tout  sot)  parcours,  à  distance  finie.  Je  vais  chercher  le  condition  poi 
qu'une  telle  ligne  soit  toujours  fermée. 


.  ,__  noQS  laluons  enllèronent  ile  cûlé  le  cm  oii  U  foDclioD  ^{r)  sen 

...  Il  croisMQle,  o(i  la  force  Mraii  une  réputsioD  pour  louloi  lei  laleurade 

Nous  laissoDB  su  lecteur  le  gola  d'nppliquar  t  cotte  b^palhèse  la  mélhodu  que  no' 
BlloDi  Jéveloppsr  relatlvemenl  aui  lignes  géodAsIquea. 
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On  déduit  de  Téquation  (23),  en  remplaçant  h  par  ~  et  intégrant: 

■V 

L'équation  de  la  surfîtce  est,  comme  on  sait  : 

Si  nous  déai^ons  par  u,  l'angle  dont  le  plan  méridien  passant  par  le 
mobile  aura  tourné,  quand  on  arrivera  sur  l'éqnateur,  on  aura 
évidemment  : 


ç*\, 


Le  mobile,  après  avoir  décrit  cette  portion  de  la  ligne  g^odésiqne 
que  nous  supposerons  placée  dans  la  région  de  la  sur^e  inférieure  à 
réquateur,  passera  dans  la  région  supérieure;  et  si  l'équation  de  cette 
nouvelle  région  est  : 

'=♦«.  • 

l'angle  m,  dont  te  plan  méridien  aura  tourné  quand  le  point  décrivant 
aura  passé  de  l'équateur  au  parallèle  supérieur  de  rajon  a,  sera  donné 
de  mSme  par  la  formule  : 


».  =  /      ,  ■ 


L'angle  total  dont  le  plan  méridien  aura  tourné  dans  le  passage  da 
parallèle  inférieur  de  rayon  a  au  parallèle  supérieur  de  mdme  rayon 
sera  donc  : 
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et  pour  que  la  ligne  géodésique  soit  fermée,  il  faudra  que  l'on  ait  : 

û  z=  2  lis, 

{n  étant  un  nombre  commensurable  constant. 

Il  suffit  d'uQ  peu  d'atteatioD  pour  reconnaître  que  l'intégrale  Q  est 
aux  notations  près,  celle  qu'on  rencontre  dans  la  recherche  des  courbe 
tautochrones  pour  uu  point  matériel  pesant;  et  l'on  est  ainsi  condui 
à  la  solution  du  problème  donnée  par  la  formule  : 

(36)  KiTTï  +  yïTV'  =  -4^  ■ 

On  voit  que  l'on  pourra  choisir  arbitrairement  l'une  des  fonctions 
ou  <!/',  l'autre  sera  déterminée  par  une  quadrature. 

Traitons  le  cas  où  la  surface  est  symétrique  par  rapport  à  l'équateui 
On  aura  alors  : 

ç'»  =  f' , 

et  l'équation  précédente  deviendra  : 

(sn)  KrTT'  =  -4^- 

KR'-r' 
Étudions  d'abori)  le  cas  où  l'on  a  : 


On  trouvera  en  intégrant  : 

^  =  KR*  —  r',      «'  +  r*  =  H'. 

C'est  l'équation  de  la  splière. 

Nous  avons  vu  d'ailleurs  que  lorsqu'on  donne  à  jj.  des  valeu 
quelconques,  on  ne  peut  obtenir  que  des  surfaces  applicables  s 
celles  qui  correspondent  à  une  valeur  déterminée,  particulière,  de 
En  utilisant  cette  remarque,  développée  ii  l'article  I,  nous  obtenons 
théorème  suivant  : 

Zes  teula  sat/acet  de  réuolulion  ayant  Uurt  lignet  gfoiéiiguet  /erméet 
admetCaitt  de  plut  u»  de  leurs  parallèiet  pour  plan  de  sj/mélrie  soitlla  npM 

Despeyhous.  —  Mécanique.  II,  31 
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et  certainet  sar^ei  applicabUi  tur  lu  sphère  atsigeUie»  à  la  condition 

tuitaaU  : 

Dam  deta  sw/aces  de  réoolalim  applicabUt  l'une  mr  l'au^,  deux 
parallèUi  eorrespondanU  onl  Umjoan  leur»  rayons  dans  «m  rapport  (MUtuMl; 
ici  ce  rapport  eonsbait  devra  dsplus  avoir  une  vt^eur  commentwable. 

On  saie  que,  parmi  les  surfacas  de  révolution  applicables  sur  la  sphère, 
les  unes  ont  un  point  conique  sur  Taxe,  les  autres  ne  rencontrent  pas 
l'axe.  Pour  les  premières,  toutes  les  lignes  géodésiques  seront  fermées. 
Ponr  les  autres,  qui  peuvent  être  assimilées  à  une  zone  limitée  par 
deux  cercles  de  rebroussement,  il  fandm  écarter  les  lignes  géodésiqoea 
qui  viennent  frapper  les  cercles  limites;  toutes  les  autres  seront 
fermées. 

Parmi  les  surfaces  de  révolution  dont  les  lignes  géodésiques  sont 
fermées,  je  signalerai  les  deux  suivantes  : 

La  première  a  son  élément  linéaire  défini  par  la  relation  : 


il»  ~/~  —  l\  (dp'  4-  p*  d^% 


oii  0  désigne  l'angle  du  méridien  passant  par  le  point  de  la  surface 
avec  un  méridien-origine  et  oti  p  est  liée  au  rayon  r  du  parallèle  pur 
la  relation  : 

r*  =  ((.'p(2ff-^p), 

|A  étant  un  nombre  commensurable  quelconque. 

La  deuxième  surface  serait,  avec  les  mêmes  notations,  définis  par 
les  relations  : 

(  ds'  ==  (a'  -  f)  (dp*  +  p'  rfO'), 
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SVVl  ONE  EXT£NSIOIT  Dn   THÉORÈME  D'ITORT  RELATIF 
A  L'ATTRACTION  DES  ELLIPSOÏDES. 

J«  me  propose  cle  hire  connaître  ici  une  extension  de  la  méthode 
d'iTorj,  d'où  résulte  un  théoràme  nouveau,  relatif  à  l'attraction  des 
ellipsoïdes-  J'ai  déjà  donné  cette  proposition  dans  une  étude  titr  lu 
Ihéoriate»  £Ivory  et  de  Jaeobi,  Tel&tiJI  aux  tw/acei  komq/bcaUt  du  tecond 
degré  qui  a  paru  dans  les  Mimoirei  de  la  Société  dei  Scieuces  pkysiguei 
ti  naturelles  de  S  rdeaux  (t.  VIII,  1810,  p.  253).. 

Considérons  un  ellipsoïde  homogène  (G)  défini  par  l'équation  : 

(1)  ^  +  |;.i-:  =  o, 

et  cherchons  l'action  qu'il  exerce  sur  na  point  matériel  U  de  coor- 
données a,  p,  Y>  «D  supposant  la  loi  de  l'attraction  représentée  par  la 
fonction  f  '  if).  On  a  vu  dans  le  texte  que  si  l'on  désigne  par  «,  et  u, 
l«s  distances,  an  point  M,  de^  deux  points  de  l'ellipsoïde  qui  se 
projettent  sur  le  point  de  coordonnées  y,  t  du  plan  des  ty,  on  a,  pour 
la  composante  A  de  l'attraction  parallèle  à  Ox,  l'expression 

(8)  A.=Jj'[,(u,)-^{u,)ldi,de. 

Ftisons  correspondre  h  chaque  point  de  l'ellipsoïde  le  point  (Ç,  r„  0 
de  la  sphère  de  rayon  1, 

(3)  »  +  n'-^'v  =  l. 
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défloi  par  les  formules  : 

(4)  5  =  î,     ,=?,     5=î. 
L'équation  (2)  prendra  Is  forme  : 

^  =  àcJJ[7  {*,)-<?  (9,)]  d!:dr,. 

et  si  l'on  désire  par  d^  l'âlémeut-de  surface  de  la  sphère,  on  recon 
naîtra  aisément  que  cette  intégrale  peut  être  mise  sous  la  forme  : 

(5)  X  =  bc  iU  («)  cos  {N,  x)  d<:  ; 

(N,  le)  désignant  l'angle  de  la  normale  extérieure  \  la  sphère  avec  la 
partie  positive  de  Ox  et  l'intégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface  de 
la  sphère.  Nous  noua  dispenserons  d'écrire  les  expressions  analogues 
que  l'on  aurait  pour  les  composantes  B,  C.  La  valeur  de  «  en  fonction 
des  coordonnées  Ç,  r,,  !|  est  donnée  par  la  formule  : 

(8)  »'  =  (a=  -  ay  -t-  (iTi  -  ?)'  +  (c;  -  Y)'. 

Cela  posé,  considérons  un  autre  ellipsolda  (G')  défini  par  l'équation  : 

(^)     -  ?^  -^  F*  +  ^  ~  ^  =  ''' 

et  un  autrs  point  M'  de  coordonnées  a',  g',  y'.  Clierchons  l'action 
exercée  par  cet  ellipsoïde  sur  le  point  M'  suivant  une  loi  d'attraction 
représentée  par  la  fonction  <Ji'(i').  La  composante  A.'  analogue  à  A 
sera  donnée  par  la  formule  : 


cos  (N,  x)  du. 


(8)  A' =  »'«'j[) '+("') 
analogue  à  la  formule  (5),  et  oîi  l'on  aura  : 

(9)  .'•  =  («'»-  .')■  +  (S',  -  ffy  +  C«'î  - 1')'- 

Cela  posé,  s'il  est  possible  de  déterminer  les  constantes  a',  b',  c', 
i',  ^',  Y  et  la  forma  do  la  fonction  <b  de  telle  manière  que  l'on  ait, 
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pour  toutes  les  valeurs  de  §,  tj,  i;  se  rapportant  aux  différenU 
de  la  sphère  : 

(10)  t  (•')=?(•), 

on  en  déduira  : 

Se'        „,       „  a'c'        „,       „  a'  b' 

A'  =  A  — '      B'  =  B .      C  =C . 

oc  ae  ad 

et  la  recherche  de  l'attraction  de  l'eltipaolde  (G)  avec  la  loi  d'att) 
f  '  (r)  sera  ramenée  à  celle  de  l'ellipsoïde  (Q')  avec  la  toi  diSTéreute 
Examinons  par  conséquent  s'il  est  possible  de  vérifler  l'équatic 
pour  toutes  les  valeurs  de  Ç,  ij,  Ç  qui  satisfont  à  l'équation  (3), 
dire  qui  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  la  splièrs  de  rayon  I 
Si  l'équation  (10)  a  lieu  identiquement,  l'équation  M  = 
entraînent  la  suivante  : 

*'  z=:  const., 

et  par  conséquent  les  deux  ellipsoïdes  représentés  par  les  équati 

M*  =:  c*,         »'*;=c", 

o\i  c'  est  une  fonction  convenablement  choisie  de  c,  devront  se  c 
suivant  une  courbe  située  sur  la  sphère  de  rayon  I.  Il  faut  comi 
sait,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,   que  l'on  ait  : 

u'-c'-h  {»"  —  c")  =  X  («  +  V]'  +  C  -  1), 

pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  Ç,  y„  ^,  les  constantes  A  et  À 
convenablement  choisies.  Si  l'on  remplace  «*,  »''  par  leurs  valei 
ai  l'on  désigne,  pour  abré^r,  par  —  i*  la  constante  c*  —  hc' 
aura  l'équation  : 

-h[a-l-  «■)'  +  {*',]-  g')'  +  {c'  Ç  _  y')*: 
=  X  [5*  +  V,'  +  ï*  -  1]  - 

qui  devra  être  vérifiée  identiquement.  On  reconnaîtra  aisément 
remplaçant  l'ellipsoïde  (G')  et  le  point  M'  par  un  système  semb 
on  peut  réduire  à  à  l'uDité,  positive  ou  négative.  Supposons  A  ■ 
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les  équatioDs  d^identiâcation  dans  cetM  hypothèse  devieadroDt  : 


c*  —  e"  ^X,      c-j  =:  c'y', 
*  +  Y*  —  a"  —  p"  —  v"  =  —  A'  —  X. 


On  djiluit  de  là  : 

«'  =  K»»  —  X, 

V-       " 

1/.--X 

S'  =  Ks-  -  X, 

«■      *^ 

K»'-X 

«'=^'«■-X, 

...  _     «r 

'      Vc--: 

-'•  =  ^('-^-^x-A)- 

Sapposoas  donnés  a,  p,  y,  (i>  &,  e,  ^.  La  dernière  éqaation  fournint 
toujours  une  valeur  de  X,  qui  sera  réelle  et  inférieure  à  e*.  Par  suite, 
a',  fl',  y',  a',  i',  &  seront  réels  et  il  ;  aura  un  ellipsoïde  (G']  déter- 
miné par  la  formule  (T).  Oet  ellipsoïde  sera  d'ailleurs  bomofoeal  it 
l'ellipsoïde  donné  (G). 

On  a  ici  : 

»'  :=  »'*  —  t*,       •"  =  m'  +  A*, 
et  par  conséquent  : 

On  voit  donc  que  : 

Si  l'en  tait  trouver  Pat^aetton  d'ttit  elUptotde  Jiomoghu  quelconque  attc 
la  loi  d'attraction  exprimée  par  lajiirmule 

on  saura  également  trouoer  l'att'oction  dont  Ct  cas  oli  la  loi  serait  repré- 
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tenUe  par  la/ormale  : 


k  détiçHMl  MM  eomiante  arUtraire. 
Par  exemple,  pour  Is  loi  de  la  nature,  on  a  : 


Le  tliéorème  précédent  permettra  de  trouver  l'attraction  a 
exprimée  par  la  fonction 

Si  Ton  développe  cette  fonction  suivant  les  puissances  ( 
positives  de  k,  tes  coefficients  contiendront  toutes  les  puissai 
et  négatives  de  r.  En  opérant  de  mSme  sur  les  trois  compi 
l'attraction,  on  déterminera  évidemment  l'atti^ction  de  1' 
dans  le  cas  où  la  loi  d'attraction  est  représentée  par  une 
entière  paire  et  négative  quelconque  de  r. 

Si  l'on  développait  suivant  les  puissances  négatives  < 
troaverait  de  même  l'attraction  de  l'ellipsoïde,  quand  la  loi 
aentée  par  une  puissaoce  entière  impaire  et  positive  qaeloon 
distance. 
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3DR  L'HERPOLfiODIE  ET  SUR  QUELQUES  PROPOSITIOKS 
RELATIVES  A  LA  THEORIE  DE  POIHSOT. 


I 


On  a  vu  dana  le  texte  l'expoaition  des  résultats  de  Poinsot,  relatifs 
k  la  rotation  aatour  d'Un  point  fixe  d'un  corps  solide  qui  n'est  soumis 
k  l'action  d'aucune  force  accélératrice.  Le  mouvement  peut  Stre  repré- 
senté géométriquement  de  la  manière  la  plua  claire  par  le  roulement 
d'an  ellipsoïde  (E),a7ant  pour  centre  le  point  fixe,  sur  un  plan  Sxfi(P): 
la  grandeur  de  la  rotation  étant  k  chaque  instant  proportionnelle  au 
nyoa  vecteur  qui  va  du  centre  de  l'ellipsoïde  au  point  de  contact  de 
cet  ellipsoïde  et  du  plan.  Noua  nous  proposons  d'abord  de  donner 
quelques  développements  relatifs  à  cette  belle  théorie  de  Poinsot. 

Soit: 

l'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie.  Les  équations  d'Euler  prendront  ici 
la  forme  : 


(«)  }  ^  =  ^  {a  —  c) 

f  dr  _e  jb  —  a) 
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et  admettront  les  deux  intégrales  : 


Si  l'on  désigne  par  a,  y,  t  lea  coordonnées  du  pOle,  c'est  à  dire  du 
point  oii  Taxe  de  rotation  perce  l'ellipsoïde  (E),  on  aura  évidemment  : 


1/  — +  V  +  - 

X  y î y    a         h         c  1 


et  par  conséquent  ; 
(4)  . 


v/^ 


yî        yi        Vi 


La  polhodie,  ou  route  du  pôle  dans  le  corps,  seia  donc  définie  par 
les  équations  : 


(5) 


que  l'on  obtient  en  romptafant  dans  les  formules  (3)  p,  g,  r  par  leurs 
expressions  eu  function  de  x,  y,  s.  Les  équations  (3)  ou  (5)  expriment, 
comme  on  sait,  que  le  plan  taogent  &  l'ellipsoïde  (E),  en  un  point 

quelconque  de  la  polhodie,  est  à  une  distance  constante,  — ->  du  centre 

de  l'ellipsoïde  (E).  Si  l'on  forme  une  combinaison  homogène  des 
équations  (5),  on  trouvera  la  relation  : 


qui  représente  évidemmenl  le  cdne,  lieu  de  l'axe  instantané  dans  le 
corps. 
Soit  M  un  point  quelconque  de  l'ellipsoide  ;   on  a  vu  que  le  plan 
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tangent  en  H,  mobile  dans  le  corps,  est  fixe  dans  l'eapace,  Piopoacnu- 
noua  de  définir  la  courbe  décrite  par  le  point  M  sur  ce  plan  fixe  st 
la  manière  dont  elle  eet  parcourue.  Poinsot  lui  a  donné  le  nom 
à'herpolhoiU  ou  route  serpentante  du  pôle. 

Pour  cela  noua  abaiBserons  du  centre  0  de  l'ellipsolda  une  perpen- 
diculaire sur  le  plan  (P),  tangent  en  U  et,  en  désignant  par  I  le  pied 
de  cette  perpeadiculaire,  noua  rapporterons  l'IierpolhodJe  k  un  système 
de  coordonnées  polaires  ayant  pour  pOle  le  point  I.  On  a  évidenunent, 
dans  le  triangle  rectangle  OIH  : 

i/T  «/^ï =^ 

01  =  ---.      IM  =  yOM  —  CI  > 

ou  en  désignant  par  p  le  rayon  vecteur  IM  : 


(«)  p  =  ^/ «*  +  /  +  ** -^-î- 

En  remplaçant  x,  y,  t  en  fonction  des  rotations  et  désignant  par  v, 
la  grandeur  de  la  rotation  totale,  on  trouvera  : 


,.=1(.-^). 


On  sait  comment  on  définit  u  en  fonction  du  temps.  Si  l'on  ajoute 
aux  équations  (3)  la  relation 


on  peut  exprimer  p,  g,  r  en  fonction  de  u,  par  les  formules  : 

^  (a  —  *)  (a  —  c)  =  w'  —  (S  -H  c)  A  +  bel*, 

(8)  1  (d  _  a)  (S  —  c)  =  «■  —  («  +  c)  A  +  acl\ 

^  (c  —  a)  (c  —  *)  =  u'  —  (a  4-  S)  A  +  abi*. 

On  a  d'niileurs  : 

dia dp  dq  dr (a  —  S)  {b  —  c)  (c  —  a) 
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Il  safflrft  de  remplacer  ji,  g,  r  par  leurs  valeun,  pour  rstrouver  la 
formule  : 

<»)f 

donnée  à  la  page  239;  elle  fait  co»naltre  u  et  par  conséqu^t  p  en 
fonction  du  temps. 

Pour  définir  l'herpolhodie,  Poinsot  a  employé  une  métbode  ingé- 
nieuse :  Comme  le  c9ne,  lieu  de  l'axe  instantané  dans  le  corps,  roule 
sur  le  cAne  ayant  pour  base  l'herpolbodie,  les  arcs  correspondants 
décrits  par  le  pâle,  sur  la  polhodie  et  sur  l'herpolhodie,  seront  néces- 
sairement égaux.  Or,  on  peut  évidemment  exprimer  la  difi'érentielle 
de  l'arc  de  la  polhodie,  et  l'on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

il  =  F  (m)  dit, 

ou,  en  exprimant  m  en  fonction  de  p,  au  moyen  de  la  formule  (7)  : 

dt  =  F,  (p)  df. 

Par  suite  de  la  propriété  signalée  par  Poinsot,  cette  équaUon  convient 
également  à  l'herpolhodie  et  suffit  évidemment  à  la  défiair.  Nous  nous 
contenterons  d'indiquer  cette  méthode,  qu'il  nous  paraît  préférable  de 
remplacer  par  la  suivante  : 

Puisque  le  cdne,  lieu  de  l'axe  instantané  dans  le  corps,  roule  sur  le 
cAne  fixe  ayant  pour  base  l'herpolhodie,  les  aires  décrites  sur  ces  deux 
odnes  par  le  rayon  vecteur  OM  dans  le  mfime  temps  seront  égales. 

Par  conséquent,  si  l'on  considère  l'aire  influiment  petite  décrite 
dans  le  corps  par  le  rayon  vecteur  OM,  pendant  le  temps  dl,  et  si  on 
la  projette  sur  le  plan  tangent  en  M,  on  aura  l'aire  décrite  dans  le 
même  temps  dt  par  le  rayon  vecteur  p,  aire  dont  l'expression  est, 
comme  on  sait  : 

■  ip'«, 

6  désignant  l'angle  polaire  relatif  h  l'herpolhodie. 

L'aire  d^  décrite  par  le  rayon  vecteur  OM  a  évidemment  pour 
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projections  sur  les  trois  plans  principaux  : 

dl^  =zi{gdx  —  x  dz), 

dZ,  =  -{xdy—ydx). 

En  remplaf&nt  z,  y,  <  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (4),  et 
tenant  compte  des  relations  (vl),  on  trouve  pour  ces  projectiona  les 

valeurs 

S  (*-•'''■"■   °^' (»-"■)■"■   '-^  »-"')"■ 

D'autre  part,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  tangent 
en  U  sont  :  ' 

t,   1    a. 

al'      hC      cl 
On  aura  donc,  pour  la  projection  de  d^  sur  le  plan  tangent,  Tes- 


Or,  si  dans  les  formules  (8)  on  remplace  u^  par  son  ezpressioD  en 
fonction  de  p',  on  a 


Portant  ces  valeurs  de;%  ;',  r-  dans  la  formule  (10)  on  trouve,  pir 
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un  c&lcul  très  facile  : 


(11) 


^rj  .  ^  (A-»;')(»-«'i(<-tnn  ^ 


Si  l'on  ajoute  à  cette  équation  colle  qu'on  déduit  de  l'équation  (1), 
en  y  remplaçant  u*  par  son  expression  en  fonction  de  p  : 


-V  -V  *' — û' — l"  ■*■-■ — w- — JL^  * — «i — 

on  obtient  un  système  de  deux  équations  qui  défloissent  à  la  fois 
rtierpolhodie  et  le  mou?ement  du  pftle  sur  cette  courbe. 
Ces  deux  équations  appartiennent  à  lu  forme  générale  : 


(13) 


3'—  =  Mp'  +  », 


ou  m,  »,  k  sont  trois  constantes  et  oïl  F(^)  désigne  un  polynôme  du 
troisième  degré  commençant  par  le  terme  x'.  Nous  allons  Toir  que, 
réciproquement,  tout  système  de  la  forme  (13)  déâuit  une  herpolhodle, 
pourvu  toutefois  que  n  ait  une  valeur  déterminée  et  qu'on  étende  la 
théorie  de  Poinsot  au  cas  où  les  constantes  a,  b,  c,  qui  figurent  dans 
les  formules  d'Buler,  ne  sont  plus  assujetties  à  des  relations  d'inégalité 
et  peuvent  même  prendre  toutes  les  valeurs  réelles. 

En  effet,  désignons  par  a,  ^,  f  les  racines  du  polynôme  F(2). 
L'identification  du  système  (13)  aux  formules  (11)  et  (12),  nous  donne 
les  relations  : 

(U)i  '  '■       '"  ^'  ' 

^    ')    _     (A— «')(A— c^')  (A— ni') (A— ri*)     _     {h—al^){h~bl*) 

(*"■"        A/*        '^~  w        '"'"  a;' 

Cee  six  équations  ne  contiennent  que  cinq  inconnues;  elles  ne 
pourront  donc  être  vérifiées  que  s'il  existe  un  certaine  relation  entre 
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i,  M,  n,  a,  ^,  ■(.  Cotte  raUtion  sb  trouve  d'aillears  îmmédistemeDt, 

elle  eal  : 


On  peut  récrire  : 

.Sv  =  -p- 

(15) 

.■  =  J'F{0), 

et  l'on  trouve  Blore  : 

S  =  *■,       l—- 


m 


Les  Tormules  (13)  ne  peuvent  évidemment  définir  une  courbe  réelle 
que  si  F  («)  est  négative  pour  certaines  valeurs  positives  de  t,  et 
d'autre  part  l'équation  de  condition  (15)  nous  montre  que  la  même 
fonction  sera  positive  pour  «^0.11  résulte  de  là  que  le  polynôme  F  {x) 
aura  nécessairement  trois  racines  réelles,  dont  deux  positives.  Les 
valeurs  de  a,  6,  c  seront  donc  réelles;  mais  elles  ne  seront  pas  uéces- 
sairement  positives  et,  si  elles  sont  positives,  elles  ne  satisforont  pas 
nécessairement  aux  rslations  d'inégalité  qui  caractérisent  l'ellipsoïdo 
d'inertie.  Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  égMtioM  : 


(H) 


(A  F  («)  détignt  %»  polynôme  du  troUilme  Asgré,  pour  Uquel  le  coeffleiett 
de  a*  ett  égal  à  i,  dijtnisseat,  pourvu  gue  Ton  ail .- 


(18) 


:  ±  ik'F(O), 


Vherpolhoiie  correepondanle  av  moavemenl  de  Peinsot,  ou  d  ci  mouBement 
dans  Uguel  TeUiptotde  d'inertie  terail  remplacé  par  une  lur/aee  à  cetUn 
quelconque  du  tecond  degré. 

Nous  verrous  qu'il  j  a  utilité  à  introduire  dans  la  théorie  la  coDsi- 
dération  de  ces  mouvements  plus  généraux. 
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Od  peut  présenter  soua  un  autre  point  de  ?ue   la  déSnition   de 

dt 
rberpolhodie.  Si  l'on  cherche  la  vitesse  du  pOIe  -- 1  les  equatione  (11) 

nona  donnent  : 

(19)  P' ^  =  {«p' +  »)•-*•  F  (p*)- 

L'équation  (18)  exprime  la  condition  nécessaire  et  ButBgante  pour 
que  le  second  membre  soit  divisible  par  p*,  c'est  &  dire  pour  que  la 
vitesse  soit  donnée  par  une  équation  de  la  forme  : 

(80)  0*  =  -  **p'  +  Mp'  +  N. 

On  obtient  donc  cette  nouvelle  définition  de  la  trajectoire  du  pâle  : 
L'herpolhodie  ett  une  courbe  pareoarue  par  un  point  dont  la  -mttMse 

dd 

aréolaire  p*  —  e»l  d  chaque  ùtsloat  une  fonction  linéaire  dn  carré  d» 

rtifon  veetewr,  la  vitesse  totale  étant  une/onction  bicarrée  du  mime  rayon. 
dam  laquelle  le  coefficient  de  p'  eil  ne'ffali/. 

Nous  indiquerons,  en  terminant  cet  article,  la  remarque  suivante  : 

Les  formules  (11)  et  (12)  qui  déterminent  l'herpolbodie  relative  au 
mouvement  défini  par  les  formules  (1),  (3),  (3),  ne  présentent  que  les 
constantes  A  et  /,  associées  h  des  fonctions  symétriques  des  axes.  On 
pourra  donc  les  écrire  sans  résoudre  l'équation  du  troisième  degré 
qui  détermine  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  central.  La  déter- 
mination de  p*  ou,  ce  qui  wt  la  mdme  chose,  de  u'  en  fonction  du 
temps,  exigera  donc  l'inversion  d'une  intégrale  dliptique;  mais  cette 
inversion  une  fois  exécutée,  la  détermination  des  composantes  de  la 
rotation  relatives  aux  axes  quelconques  auxquels  est  rapporté  l'ellip- 
soïde central  ne  dépendra  plus  que  d'un  calcul  algébrique. 

On  peut  du  reste  diriger  les  calculs  et  représenter  les  équations  de 
l'herpolhodie  sous  une  forme  qui  mettra  complètement  en  évidence  la 
propriété  que  nous  venons  de  signaler. 

Soit: 

f{x)  =  {x  —  a)(x  —  b)  («  -  c)  =  «'  —  Px"  +  Q»  —  K  =  0, 
l'équation  qni  détanaine  les  carrés  des  axes  de  rellipso!Je  central. 
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)n  a  d'abord  : 

D'autr^part,  od  peut  écrira  : 

F  (p-)  =  n  (p- +  j-^)  =  ~  n  t  P-*  +  .i  -  .iV  |, 


et  par  cODséquent  : 

^<'''=^ve-^'). 

Introduisons  la  variable  auxiliaire  ; 

pM  +  m 

un  calcul  facile  nous  donaera  lea  équationa  : 

-^> 

qui  défiDisseat  complètement  rherpolhodîe.   On  p«nt  leur   ajouter 
l'équation  : 

qui  fera  connaître  l'arc  de  la  courbe.  Les  ralears  que  peut  pnodre  la 
Tariable  »  sont  déâaies  par  la  double  condition  de  donner  das  valeurs 

réelles  pour  p  et— ;  c'est  ii  dire  de  rendre  positifs  les  deux  produits; 

On  déduit  facilement  do  cette  condition  la  règle  suivante  : 

a,  d,  c  désignant  les  carrés  des  axes  rangés  par  ordre  de  gruideur, 
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«  doit  TBrier  dans  celui  des  intervalles  (a,  à)  (b,  c)  qui  ne  contient 


U 

Les  formulea  précéden'es  permettent  de  résoudre  très  aisément  une 
qnestion  qui,  dans  ces  derniers  temps,  a  été  l'objet  d'un  assez  grand 
nombre  de  tr&Taux.  La  représentation  de  Poinsot,  ausai  bien  que  les 
formules,  montre  que  l'herpolhodie  est  comprise  entre  deux  cercles 
ayant  le  pOle  pour  centre  et  qu'elle  serpente  de  l'un  k  l'autre.  Poinsot 
paraît  croire,  comme  l'indiquent  les  figures  qui  accompagnent  a% 
ThéorU  noueeUe  de  la  Rotation  d'un  eorpi  solide  {Joarwal  de  Liouoille, 
1"  série,  t.  XVI),  qu'an  moins  dans  certains  caa  l'herpolbodie  a  des 
pointa  d'infiexion.  La  coaclusion  contraire  a  été  établie  en  premier 
lieu  par  M.  de  Sparre  {Comptet  reniai,  t.  XCIX).  Nous  allons  reprendre 
ici  cette  recherche  en  utilisant  les  formules  .démontrées  à  la  an  de 
l'article  précédent. 

L'expression  du  rayon  de  courbure  plane  en  coordonnées  polaires 
est  donnée  par  une  formule  que  l'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

T.  _      -  2  tf  P  '^'' 


Cette  forme  se  prSte  à  un  calcul  facile,  et  les  équations  (21),  (22) 
noua  donnent  : 

dt'         /  /R       Q 


I  p*''^'' 


2B) 


Si  l'on  veut  obtenir  les  points  d'inflexion,  il  faut  exprimer  que  le 
rayon  de  courbure  devient  infini;  et  comme  ta  variable  w  n'atteint 

t 
jamaii 

(24) 
Desfeirous.  —  Mécanique.  II. 
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Si  t'OQ  ne  voulait  pas  calculer  le  rayon  de  courbure,  on  obtiendrait 
immédiatemeut  la  valeur  précédeate  de  ti  en  écrivant  l'équation  ■ 


qui  fait  connaître  les  points  d'inflexion. 

Il  T6stt  ik  reconnaître  si  la  valeur  de  u  définie  par  l'équation  précé- 
dente correspond  à  des  points  réels.  Pour  cela,  il  faudra,  d'après  la 
règle  donnée  à  la  fia  de  l'article  précédent,  qu'en  rangeant  les  cinq 
2R 

q' 

l'une  ou  l'autre  des  deux  suites  : 


-    ,,■    ....... 

Considérons  par  exemple  le  cas  oii  la  surface  qui  roule  est  un 
ellipsoïde.  Les  relations  d'inégalilé  qui  caractérisent  l'ellipsoïde 
d'inertie  peuvent  s'écrire  : 

2R  2R       ,       2E 

Q<''       Q-<''      -Q--="- 

Donc,  fAerpolAodU  correspondante  au  mouvtment  cCm  corps  uiiâe  M'a 
jamais  de  point  ^injtexien. 

Mais  quand  la  surface  qui  roule  est  un  ellipsoïde  qui  ne  satisfait 
2B       ,  2R 


présentant  nécessairement  des  inflexions.  Des  distinctions  analogues 
se  présentent  pour  les  hyperboloîdes  ;  nous  ne  nous  7  arrêterons  pas. 
On  peut  encore  se  demander  s'il  existe  des  berpolhodies  pour 

lesquelles  la  vitesse  angulaire  —  du  rayon  vecteur  peut  changer  de 

signe,  en  sorte  que  le  rajon  vecteur,  au  lieu  de  progresser  toujours 
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dans  le  même  sens,  ait  un  mouvement  oscillatoire,  L'czpreaaio 
donnée  par  la  première  des  formules  (21)  nous  montre  qi 
circonstance  se  présentera  toutes  les  fois  que  u  pourra  prc 
Yalaur  0  ;  ce  qui  aura  lieu,  d'après  la  règle  donnée  à  l'article  pn 
si  les  deux  produits  : 


m^ 


Hf)j,  =  -'i'f,'      -f 

sont  positifs.  La  premier  ne  pourra  l'être  que  si  la  surface 
bjperbololde  à  une  nappe  ;  et  la  valeur  du  second  nous  moût 

que  la  constante  ^  devra  être  comprise  entre  les  cari-és  a%\b  i 

réels  de  la  surface,  c'est  à  dire  que  la  polhodie  devra  être  tracéi 
de  l'axe  réel  majeur. 

Il  est  aisé  de  confirmer  ce  résultat  par  quelques  consid 
géométriques.  Pour  que  le  rayon  vecteur  ait  un  mouvement  osci 
il  faut  évidemment  que  l'angle  de  la  tangente  et  du  rajon 
puisse  s'annuler  ou  devenir  égal  à  x.  Or,  dans  l'herpolhodie  I 
vecteur  et  la  tangente  tonl  deiui  langmte$  conjuguées  de  la  m_ 
roule.  Biles  ne  pourront  donc  se  confondre  que  si  les  courbun 
surface  sont  opposées,  c'est  à  dire  si  la  surface  est  réglée. 


m 


Le  mouvement  du  corps  est  maintenant  complètement  dé: 
connaît  le  cAne  lieu  de  l'axe  instantané  dans  le  corps.  Ce  cAnc 
du  second  degré  et  a  pour  base  la  polhodie.  On  connaît  : 
cône  (H)  :  il  est  transcendant  et  a  pour  base  l'herpolhodie.  I 
de  faire  rouler  le  premier  cdne  sur  le  second  avec  une  vit 
rotation  : 

«  =  y/t.  ÔM, 

constamment  proportionnelle  à  OM. 

On  a  fait  h  cette  solution  de  Poinsot  un  reproche  qui,  au' 
abord,  paraît  fondé.  On  objecte  qa'elle  ne  reprétente  pat  le  tem 
est  certain  que  si  on  avait  réalisé   matériellement  les  deu 
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précédents  et  si,  par  ua  engrenage  par  exemple,  on  les  obligeait  à 
rouler  l'un  sur  l'autre,  on  n'aurait  pas  encore  la  représentation 
complète  du  mouvement;  il  est  difficile  de  comprendre  comment  on 
pourrait  imprimer  au  cône  du  second  degré  une  vitesse  de  roulement, 
constamment  proportionnelle  &  OM.  Mais  nous  allons  voir  qu'on  peut 
atteindre  ce  résultat  eu  établissant  un  rapprochement  entre  la  repr^ 
sentation  précédente  du  mourement  et  une  seconde  représentation,  qni 
est  encore  due  à  Poinsot. 

ConserTons  toutes  les  notations  précédentes.  Soit  M  le  point  de 
contact  de  l'ellipsoïde  (E)  et  du  plan  (P),  I  la  projection  du  centre  0 
de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  (P).  Si  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  nous 
menons  un  plan  (P')  parallèle  au  plan  (P),  ce  plan  (P')  demeurera 
fixe  dans  l'espace,  comme  le  plan  (P],  Soit  M'  la  projection  de  M  sur 
ce  plan  (P').  Il  est  clair  que  la  rotation  totale  OM  Ka  peut  se  décom- 
poser en  deux;  l'une  dirigée  suivant  01  dont  la  valeur  sera  constante 
et  égale  à 

1/Î.0I  =  *, 

l'autre  dirigée  suivant  OM'  et  égale  à 

|/I  DM'. 

Si  dono  nous  imprimons  au  plan  (P')  une  rotation  constante,  égale 

à-i  autour  de  01,  le  mouvement  de  Tellipsolde  par rapportau plan  (P') 

devenu  ainsi  mobile  se  réduira  à  la  seule  rotation  autour  de  OM'. 
Par  conséquent,  si  nous  construisons  le  cAue  (C)  lieji  des  diverses 
positions  qu'occupe  la  droite  OM'  dans  l'ellipsoïde,  le  mouvement 
relatif  de  l'ellipsoïde  par  rapport  au  plan  (P')  se  réduira  au  roulement 
du  cOne  (C  )  sur  le  plan  (P'),  la  vitesse  de  roulement  étant  constamment 
égale  à  KÂ  OU'.  Ainsi  :  ' 

U  moavemenl  du  (xrpi  peul  auiti  te  repritenler  par  U  roulement  d» 
cCne  (C)  lie»  de  OM'  tur  le  plan  (P'),  ce  roulement  l'ej^ectuant  avec  U 

eiteite  OM'  (^À,  pendant  que  le  plan  tourne  avec  une  titette  eonttgntej 
autour  de  sa  normale  01. 
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C'eat  ta  seconds  représsDtation  da  Poinsot.  Pour  la  déflair  complète- 
ment il  Bu£9ra  éridemment  da  trouver  le  lieu  des  diverses  positions 
du  point  M'  par  rapport  à  l'ellipsoïde. 

Or  le  point  M'  est  à  l' intersection  de  la  normale  en  M,  définie  par 
les  équations  ; 

X  — fl!       Y  — y       Z  —  * 


avec  le  plan  parallèle  au  plan  tan^nt  en  U  : 

Xx       Yy       Za 
—  +  -î  +  —  =  0. 
a        b         e 

Ces  ^uations  combinées  donnent  pour  les  coordonnées «',  y',  z' 
du  point  M'  les  valeurs  suivantes  : 

1   ^  '"     "^^ 

)   ,      br  —  k 

'     ,  cl» —  h 


Tirons  de  ces  équations  les  valeurs  de  x,  y,  s,  et  portons-les  dans 
le  système  formé  par  l'équation  (5)°  et  la  seconde  dea  équations  (5). 
Noua  aurons  ainsi  les  deux  relations  : 

'Y 


(-^)-  (»-^)-  H)' 


qui  définissant  complètement  le  lieu  de  H' .  D'ailleurs  OM'  est  évidem- 
ment é(r&l  au  rayon  vecteur  lU  de  rherpolhodie,  que  nous  avons 
désigné  par  p  et  l'on  a  : 


H"-?)- 
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Od  peut  déterminer  aussi  U  trace  laiBsée  par  le  poÎBt  M'  sur  le 
plan  tournant  (P').  Si  l'on  désigne  en  effet  par  6'  Tangle  polaire  que 
fait  OM'  avec  une  droite  fixe  OU,  entraînée  dans  le  mouTement  du 
plan  (P'),  on  a  évidemment,  puisque  OM'  et  IM  sont  parallèles  : 


d^'  . 


:«- 


•  dl; 


0  désignant  toujours  l'angle  polaire,  relatif  à  l'herpolliadie,  qui  flgure 
dans  la  formule  (11).  Tirons  de  l'équation  précédente  la  valeur  de  d% 
et  portons-ls  dans  cette  formule  (11).  Noos  aurons  : 

_  (A  — gf)  (A  —  »■)  (i  ~cn  . 


m 


p'  d^'  : 


Al' 


-dl. 


Cette  relation,  jointe  à  la  formule  (12),  définit  complètement  la  route 
tracée  par  le  point  M'  sur  le  plan  (P').  On  voit  que  Vairc  décrite  par 
le  rayon  OM'  est propor&mnelle  an  temps. 

Cette  seconde  représentation  géométrique  du  monvement  étant  bien 


comprise,  considérons  les  deux  cOnes  du  second  degré,  (C)  lieu  de  OM, 
(C')  lieu  de  OM',  invariablement  liés  l'un  à  l'autre;  et  faisons  rouler 
le  cAne  (C),  avec  la  vitesse  requise,  sur  le  cAne  fixe  (H),  ayant  pour  base 
l'herpolliodie.  Le  cOne(C')  restera  en  contact  avec  le  plan  inTarisble(P'); 
mais  il  aura  un  double  mouvement:  il  roulera  sur  ce  plan  avec 
la  vitesse  Vh.   OM' ,  et  il  tournera  en  mSme  temps  autour  de  01 
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de  0[  et  imaginons  en  mSme  («mps  une  disposition,  par  exemple  nn 
■  engrenage  ou  un  état  rugueux  des  surfaces  en  contact,  forçant  le 
cûno  (C)  à  rouler  sur  le  plan  (P').  Alors,  pendant  le  mouvement  le 
plan  ^P')  sera  entraîné  par  le  cône  (C)  et  tournera  autour  de  01  avec 
la  vitesse  constante  --  Par  conséquent,  si  l'on  considère  une  partie 
quelconque  du  mouvement,  l'angle  dont  ce  plan  aura  tourné,  multiplié 
par-i  mesurera  le  temps  qui  s'est  écoulé  dans  le  passage  de  la 
position  initiale  &  la  position  finale  du  corps.  Inversement,  si  nous 
réalisons  matériellement  toute  cette  disposition;  le  cOne  (H)  fixe  dans 
l'espace,  les  cAnes  (0)  et  (C)  invariablement  liés  l'un  à  l'autre,  te 
cône  (C)  assujetti  h  rouler  sur  (H),  le  plan  (P')  mobile  autour  de  01 
et  assujetti  à  rouler  sur  le  cône  (C);  il  suffira,  comme  il  s'agit  d'un 
système  à  liaison  complète,  de  faire  tourner  le  plan  (P'  )  sur  lui-mâme, 

avec  la  vitesse  constante  y  pour  voir  le  cône  (0)  rouler  sur  (H)  avec 

la  vitesse  qui  est  exigée  par  la  représentation  de  Poiasot.  Ainsi,  pour 
obtenir  cette  vitesse  variable,  il  suffira  d'imprimer  k  un  plan  mobile 
autour  d'un  axe  une  vitesse  constante  de  rotation. 

Cette  disposition,  qu'un  constructeur  pourrait  aisément  réaliser, 
fournit  l'interprétation  complète  des  deux  équations  que  nous  avons 
données  relativement  a  rherpolhodie  et  qui  contiennent  le  t«mps.  Ce 
qui  a  motivé  peut-être  l'objection  faite  à  la  solution  de  Poinsot,  c'est 
que  cet  illustre  géomètre,  après  avoir  obtenu  par  un  procédé  ingénieux 
la  relation  entre  6  et  p  qui  définit  l'herpolbodie,  s'est  contenté  d'indi- 
quer, sans  faire  les  calculs,  un  moyen  de  trouver  l'autre  équation, 
celte  qui  définit  te  mouvement  du  pôle  sur  la  courbe. 


rv 

Dans  un  Mémoire  inséré  aux  Philosophical  TrSHsaetion»  (t.  CLVI, 
1806),  On  the  Motion  of  a  Sigld  Boiiy  acted  on  by  no  txUmal  Forcei, 
M.  Sylvester  a  démontré  relativement  à  la  représentation  de  Poinsot 
quelques  propositions  curieuses  et  qui  la  complètent  de  la  n 
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plus  heureuse.  Noua  allons  exposer  ces  propositions  en  nous  plaçant 
k  un  nouTeau  point  de  vue. 
Nous  commencerons  par  démontrer  le  théorème  de  géométrie  suivant  : 
Étant  donnée  unepolAodU  (P),  tracée  tar  tts  elliptosde  o»  t»r  toute  atiùt 
iur/aee  à  centre  du  eecond  deçré  (E),  H  Ton  porte  det  lonçueure  égales  nr 
lei  normalei  à  la  surface  aj/ant  leur  pied  sur  la  poUodie,  le  lie»  dei 
extrémitét  de  cet  longueur!  est  vfl«  nouvelle  poiAodie  (P,),  tracée  tur  wu 
nouoetle  sur/ace  (B,)  homo/bcaU  à  nne  ewfaee  homothéUqae  de  (B).  De 
plu  let  nonnalet  à  h  tur/ace  (Ë),  aux  diférenU  points  de  (P),  sont  aussi 
normales  à  la  sur/ace  (G,),  aats  points  correspondants  de  (P,)  ('), 

Si  nous  conservons  les  notations  précédentes,  la  polhodie  (P)  ecra 
déflnie  par  les  équations  (5).  La  normale  en  un  point  quelconque 
{œ,  y,  t)  de  la  polhodie  aura  pour  équations  : 


La  valeur  commune  des  rapports  précédents  est  : 


^  K(X  -  xy  +  (Y  -  y)' 


'  Si  donc  on  porte  sur  la  normale  une  long^ueur  constante  \  — -  l'ex- 
trémité  (x„  p„  e,)  de  cette  longueur  sera' déflnie  par  les  équations  ; 

g,  —  a?_y.  —  y_<,  —  a_       ^ 


\  étant  considéré  comme  positif  quand  la  longueur  constante  est 
portée  dans  le  sens  contraire  à  celui  de  la  perpendiculaire  abaissée  da 
centre  sur  le  plan  tangent. 


(')  Oa  peut  encore  mllnctier  à  cette  tliforle  le  tlidar6ma  de  géométrie  saiTEUit,  dont 
U  lecteur  trouvera  sans  peine  la  démonstration  ; 

Élmtt données âtvmsurjaaieimcenttiqiitue,),  l'i,i)  tl  Itlla  qvt  l'tnt  loll  hoaiotMtiim  à 
vfM  Ktrfac»  lianiqfocalt  dt  t'autrt,  tOts  oui  mu  ln/Mié  de  immioUi  mm>iiw«  An»)  in 
piide  SéeHtati  nr  Ut  Stum  twrfact*  du  polkoSUi, 
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On  déduit  des  équations  précédentes  : 

(88)  t^J^,      "  =  _»!_,      i^-î^, 

^    '  4       a  —  X       5       S  —  X       c       c-X 

et  si  l'on  pc^te  les  Tsleurs  de  x,  y,  «  déduites  des  équfttions  précédentes 
dans  celles  de  la  polhodie,  on  obtiendra  deux  relations  qu'on  ramènera 
aisément  à  la  forme  suiTante  : 


(M) 


le  -  X)- 


Ces  équations  démontrent  le  théor&me  proposé.  Biles  représentent 
en  eflbt  une  polhodie  tracée  sur  la  surface  (E,)  dans  laquelle  les  carrés 
des  axes  a',  i',  c'  ont  pour  expressions  : 

(30)  j.  =  (j_x)^l_^y 

la  distance  du  centre  au  plan  tangent  étant  la  valeur  absolue  de 


7(-ï> 


Les  formules  (30)  nous  montrent  que  (E,)  sent  bien  homofocale  à 
une  surface  bomotbétique  de  (E);  d'autre  part  les  équations  (28) 
expriment  que  les  normales  aux  points  correspondants  de  (E)  et  de  (B,) 
coïncident  et  que  par  conséquent  les  plans  tangents  en  ces  points 
■ont  parallèles. 

Cela  posé,  considérons  le  mouvement  dans  laquelle  ta  première 
surface  (B)  roule  sur  le  plan  fixe  (P),  et  soit  M  le  point  de  contact. 
Portons  sur  la  normale  en  U  la  longueur  : 


D,g,tizccbyG00gIc 
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dans  le  sens  déjk  défini.  Le  plan  (P,)  mené  par  M  panllèlemsDt  au 
plan  (P)  sara  fixe  dana  l'espace;  et  d'aprèa  le  tliéorème  précédeitt 
rellipso!de  (B,)  sera  constamment  en  coittact  avec  c«  plan.  Proposons- 
nous  de  définir  le  mouvement  de  (E,)  par  rapport  à  (P,). 

La  rotation  OM  l^Â  peut  évidemment  6tre  considérée  comme  la 
résultante  d'une  rotation  égale  à  : 

OM.  i/i. 


B  Tiitation  constante  : 


dirigée  suivant  01.  Si  la  première  existait 
seule,  elle  déterminerait  le  roulement  de  (EJ 
SUT  le  plan  (P,).  Or,  pour  détruire  la  seconde 
il  suffit  de  supposer  que  le  plan  (PJ  est 
lui-même  animé  d'une  rotation  constante  )./ 
autour  de  OL  Nous  obtenons  donc  la  propo- 
sition Bui  Tante  : 

le  mouBtmmt  peut  être   représenté  par  U 
roulement  de  /'mm  çuelconçue  det  iw^aea  (E,) 
sur  le  plM  corretpmdanl  (P,),  U)»nia»l  autû*r 
de  01  avec  la  oiletse  txMtslanteXl. 

Examinons  quelques  cas  particuliers.  Si  l'on  donne  à  X  une  des 
valeurs  a,  6,  e  la  surrace  (E,)  se  réduit  i.  une  conique,  qui  sera,  nous 
l'avons  vu,  homothétique  U  l'une  des  focales  de  (E).  Donc  : 

£e  mouiiement  peut  se  représenter  de  deux  mattièret  dijêrexles  par  U 
roulement  d'tme  ellipse  sur  un  plan  Jlxe  et  d'une  seule  naniire  par  le 
roulement  d'une  hyperbole,  chacun  de  ces  roulements  étant  accompagné 
.  iTune  rolalio*  constante  autour  de  la  perpendiculaire  au  plan ^e  (*). 


s  àea  deux 
a  arc  d<  la 


e  UiaLioguenl  d 
E  Butier  But  la  plan  et  IlieriioIliodiB  coireipoatiai] 
l.  Pour  l'nulre  ellipsB  lo  pfllo  décr.'  " 
urlie  el  l'tierpulbodia  correspondante  aura  dei  puinls  as  relira UBaemenl,  corrt»- 
indaniH  ùlu  valoiir  minimum  du  rayon  verleur.  DaQS  te  ras  oii  la  courlie  roulmle 
ra  une  iiyperbule,  le  pôle  décrira  soulement  un  nrc  de  la  courbe  el  itierpothodie  aura 
is  rebioussemeals  ;  mais  iU  corrispondrunl  alors  a  la  valour  mastpaim  du  rayon 
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li  y  aurait  ouwi  à  examiner  le  eus  particulier  oii  l'on  a  : 


mais  comme  il  donne  la  seconde  représentation  géométriqae  de  Poînsot 
étudiée  à  l'article  préeédent,  il  est  inutile  d'jr  roTenir  ici. 

Parmi  les  Surfaces  (E,)  il  7  a  évidemment  deux  séries  d'ellipsoïdes  : 
les  nns,  correspondants  aux  valeurs  de  X  Biipérieures  à  n;  les  autres 
aux  valeurs  de  X  inrérieures  k  e.  Pour  des  râleurs  trds  grandes  de  X 
ces  ellipsoïdes  se  rapprochent  de  la  sphère.  Il  y  aura  donc  une  valenr 
de  X  ï  partir  de  laquelle  ils  satisferont  à  la  relation  d'inégalité  qui 
caractérise  l'ellipsoïde  d'inertie.  Doac  : 

Le  roulement  d'une  surface  quelconque  du  second  degré  sur  un  plan 
tel  que  nous  l'avons  défini  peut  toujours  se  ramener,  et  d'une  infinité 
de  manières,  su  roulement  d'un  ellipsoïde  d'inertie  accompagné 
d'une  rotation  constante  autour  d'une  perpendiculaire  au  plan 
invariable  (}). 

Si  l'on  veut  obtenir  Therpelhodie  relative  tu  roulement  de  la 
surface  (E,),  il  suffira  évidemment  de  remplacer  dans  les  fonnules  (II) 
et  (12),  (ffl  par 

<f6  +  XI  dl. 


ce  qui  donnera  : 

(31)  :    ^ ' 

(,lJ  =  K=rîF(F). 

On  peut  encore  obtenir  les  résultats  de  cet  article  par  la  méthode 
analytique  suivante  : 
Considérons  le  corps  mobile  et  supposons  qu'au  lieu  de  le  rapporter 


[')  lpi  encore  s'offre  un  mofsn  île  représealer  mâcaniquemont  le  lempi.  Si  (E)  esl  un 
elUpsoIde  (l'inertie,  Il  entraloeta  dan»  son  mouvement  les  lurTaires  (Eii.  SI  ce1lee-«i  ne 
peuvent  que  niulsr  sur  les  plans  coirespondanlB  (Pi),  elle*  eDlràtneront  duis  tour 
mouvement  loosMSpIeni,  qullourneroatunifonnémenlautouKle  IsurperpeDdiculsire 
comEiuDe  menée  par  le  cenlre. 
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à  des  axes  fixes,  on  le  rapporte  h  dea  axes  tournant  uniformément 
autour  de  la  perpendiculaire  01  au  plan  invariable. 
[)éBignons  par 

XI 

la  grandeur  de  ta  rotation  imprimée  aux  axes.  Comme  elle  est  dirigée 
suivant  01,  ses  projections  sur  les  axes  principaux  de  la  anrtaee  (B) 

s'obtiendront  en  multipliant  par  XI  les  cosinus  — i  — >  —  des  angles 

'^  al    61    cl       ^ 

de  01  avec  ces  aies.  On  aura  ainsi  : 


pour  les  expressions  de  ces  projections.  Par  conséquent  la  rotation 
de  (B)  par  rapport  aux  axes  mobiles  aura  pour  eomposantes  : 

ant  dans  les  équations  d'Euler  les  express 
tp',  ç',  r',  on  trouvera  : 


En  eubstituant  dans  les  équations  d'Euler  les  expressions  de  p,  ç,  r 
a  dap',  ;',  r',  on  trouvera  : 


et  les  équations  analogues^  Or,  ei  l'on  pose  : 

(33)  «'=»(«  —  X),      J'  =  w  (S  —  X),      c'  =mie  —  X), 

ces  équations  reprennent  la  forme  primitive  : 

dp' a'  (^  —  b')    ,  , 

Tt  ~       7J'       ^  ""'    '■' 

et  par  conséquent  tes  rotations  relatives;',  g',  r'  définissent  la  roule- 
ment d'une  surface  dont  les  axes  seraient  donnés  par  les  formulek  (33). 
Les  équations  \32)  qu'on  peut  écrire  : 

(34)  »(-j=z-i      M  —  ^-i      ut  —  ^-» 
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montrent  que  1&  direction  du  plan  invariable  n'a  pas  changé  ;  ce  qui 
achève  d'établir  la  proposition  de  M,  Sylvester. 

Si  l'on  désigne  par  t  et  A'  les  Douvelles  valeurs  de  /et  de  i,  on 
trouve,  comme  conséquence  des  relations  établies  : 

Les  propositions  que  nous  venons  de  démontrer  permettent  de 
présenter  l'interprétation  géométrique  d'un  résultat  de  Jacobi  qui 
résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  la  théorie  de  Poinsot.  Imaginons 
que  l'on  considère  cette  période  du  mouvement  pendant  laquelle  le 
pOle  instantané  décrit  entièrement  la  polhodie.  Il  est  clair  que,  lorsque 
la  révolution  du  pOle  sera  achevée,  le  corps  sera  dans  la  mSme  situation 
que  s'il  avait  tourné,  tout  d'une  pièce,  d'un  certain  angle  autour  de  la 
perpendiculaire  01  au  plan  invariable.  Si  donc,  au  lieu  de  rapporter 
le  mouvement  à  des  aies  fixes,  on  snppoae  que  les  axes  Os,  Oy  situés 
dans  le  plan  invariable  soient  animés  d'une  rotation  uniforme,  de 
manière  à  tourner  du  même  angle  que  le  corps  ^ana  la  période  du 
mouvement  considérée,  on  voit  que  le  mouvement  relatif  à  ces  axes 
mobiles  sera  oscillatoire  et  périodique.  I<e  mouvement  absolu  peut 
donc  être  considéré  comme  se  composant  d'une  rotation  constante 
autour  de  01  et  d'un  mouvement  oscillatoire  auquel  Jacobi  a  donné 
le  nom  de  mouvement  otcillaloire  tnoye%.  Les  remarques  précédentes  . 
permettent  de  le  définir  géométriquement. 

Nous  avons  vu  que  ce  mouvement  peut  âtre  représenté  par  le 
roulement  d'une  surface  sur  un  plan.  Mais  ici  l'herpolhodie  doit  être 
une  courbe  fermée  pour  laquelle  l'angle  polaire  0  reprendra  la  même 
valeur  après  une  révolution  complète.  Et  par  conséquent  la  Burfoce 
qui  roule  devra  être,  comme  nous  l'avons  établi,  nn  hjperbololde  k 
une  nappe.  Ou  peut  mSme  ajouter  que,  dans  ce  cas,  la  polhodie  sera 
tracée  autour  de  l'axe  réel  majeur  de  la  surface. 

Les  équations  déjk  données  de  l'herpolhodie  vont  nous  permettre 
de  déterminer  le  mouvement  oscillatoire  moyen. 

Heprenons  en  effet  les  équations  (31)  et  soient  s  et  ^  le^  valeurs 
extrêmes  de  p.  L'angle  total  6,  dont  tournera  le  rayon  vecteur  quand  p 
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varie  de  ^  à  a  est  donné  par  la  relation  : 

\  ilJ^V~h  F(p*)  Jp  p  |/_  A  F  (p»> 

D  suffira  de  déterminer  X  par  la  conditioa  que  cet  ang'Ie  e'aniiùle 
et  Ton  connaîtra  ensuite  le  monrement  (B,). 
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SDR  L&  THÉORIE  DE  P0IIT30T  ET  SDR  DEDX  HODVEHENTS 
DIFFÉRENTS,  CORRESPONDANTS  A  U  HÉHE  POLHODIE. 

I 

Dana  Is  note  précédante  nous  avons  conaidéré  la  ^néraliafttion  du 
mouTement  de.  Poinaot  qui  conaiste  à  faire  rouler  sur  un  plan,  non 
plus  un  ellipsoïde,  dont  les  axes  sont  même  assujettis  à  certaines 
relations  d'iné^litj,  mais  une  surface  quelconque  k  centre  du  second 
degré.  Co  mourement  est  défini  par  les  équations  : 

('  dp a  (e  —  6) 

[  Jï  ~~       bë       ^''' 
4^  _i  (g  — c)^^^ 


«  )  T, 


>     <*' 


-PS, 


oii  a,  i,  c  désignent  les  carrés  des  axes  de  la  surFace  qui  roule  sur  le 
plan  fixe.  Les  rapports  de  ces  constantes  entrant  seuls  dans  les  équa- 
tions, il  est  clair,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  géométriquement,  que 
l'on  pourra,  dans  la  définition  du  mouTemeut,  remplacer  la  surface 
par  une  surface  homothétique. 
Si,  au  lieu  des  équations  précédentes,  on  prenait  les  suivantes  : 

dr  _^ 
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OQ  aurait,  il  est  Kïaé  de  le  recoDnaître,  un  mouTement  plus  général. 
Pour  que  les  équations  (3)  puissent  eu  effet  être  identifiées  aux 
équations  (1),  il  faudra  que  l'on  paisse  trouver  des  nombres  a,  S,  c 
dont  les  rapporta  satisfassent  aux  trois  équations  : 

(3,   .,=:'";-",  g, =>('-'),  ,,="<'-•>. 

L'élimination  des  rapports  de  «,  t,  e  conduit  &  la  relation  auÎTftDte  : 

(4)  a, +  0, +  Y. +  !i,P.T,  =  0, 

qui  doit  être  satisfaite  pour  que  les  équations  (2)  définissent  Is 
mouToment  correspondant  aux  formules  (1)  et  auquel  nous  don- 
nerons, par  un  juste  hommage,  le  nom  de  momtmeHt  dr  Pointât. 

II  résulte  de  W  que,  lorsqu'on  aura  obtenu  un  mouTement  de  Poinsot, 
dans  lequel  les  rotations  satisfont  aux  équations  (I),  on  en  aura  one 
infinité  d'autres  pour  lesquelles  les  rotations  p' ,  q',i^  seront,  à  chaqae 
instant,  égales  aux  rotations  p,  g,  r,  multipliées  par  des  nombres 
constants.  Si  l'on  pose  en  effet  : 

(5)  p'  =  cl'  p,      g'  =  ^'  g,      r'  =  -['  r, 

p',  g',  r'  satisfont  à  des  équations  de  la  forme  (2)  dans  lesquelles  les 
eoostantes  a^,  0,,  y,  ont  les  valeurs  suivantes  : 

En  exprimant  que  ces  valeurs  vérifient  l'équation  (4),  on  aara 
l'unique  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  a',  ^',  y*  '■ 

(7)  a' (c- &)(«'»-!) +  S'(a-c)CP'*—l)  +  c'(5-a)(Y"-I)=0. 

U  restera-donc  deux  constantes  arbitraires. 

L'étude  des  relations  entre  tous  les  mouvements  qui  sont  ainsi 
associés  à  un  mouvement  donné,  mériterait  d'être  faite  avec  boîd. 
La  théorie  de  M.  Sylvester  que  nous  avons  développée  dans  la  Note 
précédente  repose  précisément  sur  la  considératiou  de  quelques-uns 
d'entre   eux.    Nous   ne   voulons   pas   entreprendre   ici   leur   étude 
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NOTE  xviir. 
générale;  noua  allons  seulement  examiner  un  cas  très  partici 
qui,  comme  nous  le  verrons,  est  susceptible  d'une  application 
digne  d'intérêt. 


CoDsidérons  uu  mouverneot  de  Poiusot,  défiai  par  les  équutioDa 
jointes  à  Tintégrale  des  forces  vives  : 


(8) 


et  à  l'intégrale  des  aires  que  l'on  peut  évidemment  écrire,  en  i 
pliant  a,  i,  c  par  une  constante  convenablement  choisie  : 


Les  résultats  établis  à  l'article  précédent  montrent  que  si  l'on  p 
le  mouvement  dans  lequel  les  rotations  sont  : 

',10)  p-  =^—p,       g'  =  —  g,       r'  =  —  r, 

ce  aéra  encore  un  mouvement  de  Poinsot.  La  relation  (7)  est  en 

vériflée  par  les  valeurs  : 

«■=3'  =  v'=-i- 

Ainsi,  d'un  premier  mouvement  (Ë),  défini  par  les  Tormules  (1] 
et  (9),  on  peut  en  déduire  un  autre  (E'),  dans  lequel  lu  rotation 
chaque  instant  égale  et  contraire  à  celle  du  premier  mouvement, 
allons  étudier  la  relation,  qui  est  évidemment  réciproque,  entn 
deux  mouvements.  Si  nous  désignons  par  a',  b',  c',  à'  les  consfa 
relatives  au  mouvement  (E'),  l'Intégrale  des  forces  vives  et  Tinté 
des  aires  dans  ce  nouveau  mouvemeat  seront  : 

DtspEYROUS.  —  Jf^caiiÎ7i(e.  II.  33 
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et  il  faudra  éTidemment  exprimer  que  ces  deux  équations  s'obtieumat 
en  combinant  linéairement  les  relations  (S)  et  {9],  On  obtient  &lnsil> 
BjBtème  : 

1        ).    .    !■ 


(12) 


qui  contient  implicitement  toutes  les  relations  entre  les  deux  mou- 


Ces  formules  nous  donnent  deux  expressions  différentea  pour  chMon 
des  axes  a',  b',  c'.  En  les  égalant,  nous  avons  un  système  de  trois 
équations,  qui  expriment  que  a,  b,  e  sont  les  racines  de  t'équatioa  du 
tooisième  degré  : 

(13)  (Vfl>  +  n')  «'  —  (X«  +  I*)*  =  0. 

Posons  pour  abréger  : 


(U) 


ab  +  ae  +  bc  = 


Q, 


En  écrirant  que  l'équation  (13)  a  mâmes  racines  que  la  suivante  : 

«'  —  Pai»  +  Q*  —  R  =  0, 

on  aura  les  conditions  : 

),*  — 1*'  =  VP,      2X[*  =  — VQ,      ifc*  =  VB, 

qui.  Jointes  aux  deux  dernières  formules  (12),  vont  nous  donner  ).,  À', 
|t,  n'  etV. 
Désignons  par  Q*  la  quantité  définie  par  la  fbrmule  : 


(15) 


-4E(P  — i), 
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et  les  formules  (12)  nous  donneront  a',  i',  tf,  V.  Introduisons  les 
notations  sninutes  : 


NOTE  xviir. 

noua  trouverons  : 

(i«) 

/  ,          2g                3E 

i  , ,        4B         ,      g'  -  4BP 
[^         Q.'      K              Q.        ' 

i  =  as  +  ae  —  ilî  =  Q- 


qni  résolvent  complètement  la  question  proposée.  Si  l'on  désigne  par 
"■'t  ^'i  f'i  Û'  I^B  quantités  analogues  k  ce,  ^,  f,  Q  et  relatives  an 
second  mouvement,  on  en  déduit  les  formules  : 

0»)  Q'  =  Û,      cta.'  =  pp'  =  tY  =  Û», 

qoi  mettent  en  évidence  la  réciprocité  entre  las  deux  mouvements. 
Signalons  encore  les  relations  : 


Tontes  les  fois  que  le  premier  mouvement  sera  réel,  il  en  sera  de 
mtew  du  second,  n  suffira,  pour  le  prouver,  de  faire  voir  que  la 
quantité 

Û*  =  Q*-4B(P-Ji) 
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eet  positive.  Or,  i  étant  nécesasiremeot  comprise  entre  a  et  c,  le  urrë 

de  U  sera  compris  entre  les  deux  quantités  : 

Q'  —  4K  (P  —  a),       Q'  —  4K  {P  —  c), 

qui  sont  essentiellement  positives;  car  Tune  est  le  carré  de  a  et  l'autre 
le  carré  de  y. 

Bien  plus,  les  relations  (19)  nous  montrent  que  a,  p,  7  auront 
respectivement  le  mSme  sî^e  que  a',  ^',  Y  ;  et  par  conséquent  si  la 
surface  correspondante  au  premier  mouvement  est  un  ellipsoïde 
d'inertie,  il  en  sera  de  mâme  de  la  surface  correspondante  au 
second. 


in 


Après  avoir  défini  les  relations  entre  les  deux  mouvements  (B), 
(B,),  nous  allons  déduire  quelques  conséquences  qai  résultent  de  leur 
considération  simultanée.  Soit  (C)  le  système  des  axes  mobilea  formé 
par  les  axes  principaux  des  deux  surfaces  (E),  (E,),  correspondantes 
aux  deux  mouvements.  Si  l'on  construit  le  point  dont  les  coordonnée* 
par  rapport  !t  ces  axes  sont  j),  g,  r,  il  décrira  une  même  polliodie  (P) 
qui  sera  commune  aux  deux  mouvements.  Dana  le  premier  mouve- 
ment (E),  le  cane  (C)  ayant  pour  base  cette  polliodie  roulera,  avec 
une  vitesse  égale  au  rayon  vecteur,  sur  un  cône  fixe  (A)  ayant  pour 
base  une  herpolhodie  (H);  dans  le  second  mourement  (E'),  le  même 
cOne  (C)  roulera  avec  uns  vitesse  égale,  mais  en  sens  contraire,  sur 
un  autre  cOne  fixe  (B),  ayant  pour  base  une  autre  herpolhodie  (H'); 
et  la  géiiéralrict  de  contact  du  Cône  (C)  avec  les  deux  cônes  Jltces  sera  la 
mime  à  chagite  instant  dans  les  deux  monnements.  Au  lieu  de  considérer 
les  deux  mouvements  difierents  du  système  (C)  par  rapport  aux 
systèmes  (A)  et  (B),  rendons  le  système  (C)  fixe  et  obserroos  les 
mouvements  de  (A)  et  de  (B)  par  rapport  à  (C).  Dans  ces  deux 
mouvements  (E'),  (E',),  inverses  dea  précédents,  les  deux  cdnes  (A) 
et  (B)  rouleront  sur  le  cGne  (C),  ayant  pour  base  la  polbodie  (P); 
mais  de  plus  la  génératrice  de  contact  sera  ta  mine  à  chaque  instant  et 
par  conséquent  Its  deux  cônes  rouleront  l'un  sur  Caulre.  11  suit  de  là  que  : 

Le  mouvement  de  (B)  par  rapport  à  (A)  s'obtiendra  en/iùtant  rouler 
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direcietamt  U  cône  aj/mt  pour  iase  therpolhodie  (H')  fiir  le  eône  ayant 
pour  5a*e  therpothodie  (H). 

Dans  ce  moaTemeat  les  dsux  courbas  (H),  (H')  seront  coastamment 
eu  contact  et  U  vitesse  de  rotation  sera  double  du  rayon  vecteur  qui 
ya  du  centre  au  point  de  contact. 

Nous  verrons  que  c'est  à  ce  mouvement  de  (B)  par  rapport  k  (A) 
que  peut  se  ramener  dans  tous  les  cas  celui  d'un  corps  pesant  de 
rérolutioa  suspendu  par  un  point  de  son  axe. 


IV 


Il  nous  reste  à  faire  connaître  une  proposition  qui  se  rattache  aux 
précédentes  et  qui  concerne  la  polhodie. 

Vintertection  de  deux  mr/aees  dtt  tecond  degré  conceatrlquet  et  ayant 
Ut  asti  principaux  dirigés  luivant  les  mtmei  droitet,  peut  eit  général  être 
cûxtidérée,  et  de  deua  manières  diffrenles,  comme  mepolAoiie. 

Soient  en  effet  : 


(   A  aî'  +  B  /  4-  C  e'  =  D, 


les  éqaations  d'une  telle  courbe.  La  proposition  sera  démontrée,  si 
noua  établissons  qu'on  peut  les  ramener  à  la  forme  : 


ou  a,  b,  c.  A,  l  sont  des  constantes  quelconques.  Il  faudra  donc  exprimer 
que  ces  dernières  équations  sont  des  combinaisons  linéaires  des  pre- 
mières. On  trouve  ainsi  pour  a,  b,  e  les  deux  équations  : 
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qui  sont  évîdemmsnt  da  la  forme  : 


(i») 


+^+s=»- 


Elles  déterminent  en  général  deux  systèmes  de  valeurs  differentea 
pour  les  rapporta  des  axes.  Cea  valeurs  seront  réelles  toutes  les  fois 
que  l'on  aura  : 

«mp  (nu-  »  +  p)  <  0. 

Daos  ce  cas,  la  courba  sera  une  polhodie  tracée  sur  deux  surfaces 
réelles;  et  les  deux  mouvements  correspondants  seront  ceux  dont 
nous  venons  d'étudier  les  relations. 

Si  l'inédite  précédente  n'était  pas  vérifiée,  les  deux  moavements 
précédents  deviendraient  imaginaires. 

Enfin  £i  l'on  a  : 

mitp  («  +  «  4-  p)  =  0, 

la  courbe  est  plane  ou  tracée  sur  une  sphère  et  elle  ne  peut  pas  en 
général  devenir  une  polhodie, 

La  cas  où  la  somme  de  deux  des  trois  quantités  M,  M,  p  est  noU^ 
mérite  une  mention  spéciale.  Supposons  par  exemple  : 


Les  équations  (19)  admettent  alors  la  solution  : 
a=è,      c=oo. 

L'une  das  deux  Burhces  pour  lesquelles  la  courbe  est  une  polhodie 
se  réduit  à  un  cylindre,  de  révolution  autour  da  l'axe  des  g.  Dana  le 
mouvement  correspondant  le  cylindre  da  révolution  demeure  an  contact 
avec  un  plan  fixe;  mais  la  génératrica  de  contact  tourne  autour  du 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  fixe  sur  ce  plan,  avec 
une  vitesse  angulaire  constante. 

L'herpolhodie  correspondante  est  définie  pac  les  formules  de  li 
page  493,  où  l'on  aurait  : 

»  =  F  (0)  =  0. 
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Quant  &a  second  mouTetnent  correspoadant  à  I&  même  courbe,  il 

présents  cette  eeulo  particul&ritô  que  la  quantité  Aéàgnéo  par  7  dans 

I«  fonnuies  (17)  eat  égale  k  zâro. 
Pour  toute  polbodie  tracée  sur  une  sur^e  dont  les  axea  aatiafont  à 

cette  relation  : 

r  =  o, 

le  second  mouvement  ne  sera  autre  que  celui  dont  noua  venons 
d'indiquer  rapidement  la  définition. 

La  proposition  que  nous  venons  d'étadieneat  due  à  M.  de  La  Gour- 
nerie  qui  Ta  démontrée  dans  ses  SecitrckeM  <w  I»  tw/aeet  rfyUtt 
Utraich-oUi  tymétriqnet,  page  165.  Cet  excellent  géomètre  n'a  rien  fait 
eonnaUre  sur  la  partie  mécanique  ou  cinématique  de  la  question  dont 
nous  noua  occupons;  mais  en  utilisant  quelquea  propositions  de 
géométrie  qu'il  a  données  en  difTérentes  parties  do  aon  ouvrage,  on 
peut  compléter  eu  plusieurs  pointa  les  résultats  précédents  et  définir 
lea  relations  géométriques  qui  existent  entre  les  deux  aurfacea  du 
second  degré  dont  la  courbe  d'intersection  est  une  polbodie  à  la  fois 
pourlesdoux  surfaces.  Noua  démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant: 

La  coufàe  d^mttrseclitM  de  deux  swr/acet  d%  second  degré  ayant  Us 
wiSntes  axes  principaux  tel  normale  à  une  injtitité  de  sur/aees  konu^caies 
dre  second  degré Jbmamt  ww  des  trois  famiUes  if  m  système  orthogonal. 

Rapportons  en  effet  cette  courbe  (C)  à  ses  axes  principaux.  On  peut 
évidemment  exprimer  les  coordonnées  a:,  y,  s  d'un  de  ses  points,  en 
fonction  d'un  paramètre  variable  p.  par  des  équations  de  la  forme  : 

(  «*  =  «{«  —  p), 
(M)  f  =  n{6-  p), 

l  «*  =P  (C— p). 
a,  b,  e,  M,  n,  p  désignant  des  constantes. 
La  surface  du  second  degré  déterminée  par  l'équation  : 

(21)  _?_  +  ^J^  +_1- =m  +  «+p, 

''  .a— p      è  —  f      c  — p  '^ 

passe  évidemment  par  le  point  considéré  de  la  courbe  et  on  vérifiera 
aisément  qu'elle  est  normale  à  la  courbe  en  ce  point.  La  proposition 
est  donc  démontrée. 
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DaoB  le  cas  o'u  l'on  a  : 

m  +  «  +  p  =  0, 

la  courbe  (C)  est  tracée  sur  une  sphère,  et  les  surraces  Dormalea  sont 
daa  cOnes  homorocaux.  En  écartant  ce  cas  exceptionnel,  on  peut 
multiplier  a,  b,  c,  p  par  une  constante  et  disposer  de  cette  constante 
de  telle  maniera  que  l'on  ait  : 

m  -\-  n  -h  p  =  l. 

Alors  l'équation  prendra  la  forme  : 

(32) 

Il  résulte  des  formules  (20)  que  l'intervalle  dans  lequel  varient  les 
valeurs  de  p  correspondantes  aux  points  réels  de  la  courbe  (0)  ne  peut 
comprendre  aucun  des  trois  nombres  a,  b,  c.  Par  conséquent  l'équa- 
tion (23)  ne  pourra  représenter  que  l'une  des  trois  Tamilles  d'un 
système  triple  orthogonal. 

Puisque  la  courbe  (C)  est  normale  k  toutes  les  surfaces  représentées 
par  l'équation  (22),  nous  pouvons  conclure  qu'elle  est  l'intersection  da 
deux  surfaces  réelles,  appartenant  respectivement  aux  deux  autres 
familles  du  système  orthogonal,  et  nous  retrouvons  ce  théorème  de 
U.  de  La  Gournerie  (<). 

Toute  courbe  h-acée  tiir  deux  turfaeet  du  eeconi  degré  afont  Us  mima 
taes  principaux  peut  toujours  Sire  eontidérée  comme  rinterieetio»  de  deux 
suTtacet  homûfocoMi  réellti  pour  letçuellei  elle  ett  une  ligue  de  courbure 
commune. 

Les  paramètres  p,,  p,  de  ces  deux  surfaces  seront  définis  par  les 
équations  : 

_(g-?.)fa-F.)^      ^,_t^-p.)(^  — P.), 
{a  —  l>)(a  —  c)  '     "       [è  —  a){b  —  e)' 
^  ic-p,)(.e-p,) 
^      (c  -  a)  {c  -  è) 

(I)  Ouvrage  pilé,  p.  163. 
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ce  seront  lea  racines  de  l'équatioa  da  second  déféré  en  «  : 

«  »  p      

a  —  tt       b  —  «       c  —  » 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les  deux  surraces  pour 
lesquelles  la  courba  (0)  est  une  polhodie.  L'équation  générale  des 
surfoces  qui  contiennent  cette  courbe  est  : 


=  1; 


(g  —  k-)  j'  (è  ~  i)  !>'  (e  —  i)t* 

(a  —  p.)  (a-p;)'*'  {6  —  p.)  (6  -  p.)      {c  —  p.)  (c  -  p.) 

A  désignant  un  paramètre  variable. 

La  distance  P  du  centre  au  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface 
est  donnée  par  l'équation  : 

1  _      (a  —  A)'  a*  (i  —  *)'  y'  je  —  ty  t* 


P'      («-P.)'(a-P.r      (^-P.)'(^-P.)'      (c -?.)*(" -P.)' 

Bemplaçons  x*,  y*,  «*  par  leurs  valeurs  relatives  à  un  point  de  la 
courbe;  et,  pour  exprimer  que  la  distance  P  est  invariable,  annulons 

le  coefScient  de  p  dans  —,  ■  Nous  aurons  l'équation  : 

(a-*)' (^  -  ly 

{a-p,)[a—ç,)(a-b){a-c)      [^è-p,){i-ç,){6~a)(,b  ^c) 

+ (^ii£> =  0 

(C  — p.)(C  — pJ(C  — ft)(C  — rf) 
à  laquelle  on  peut  donner  la  forme  plus  simple  : 

(p.  -  ^)'  •  ^  (p.  -  *)* 

(«  -  P.)  (*  -  P.)  (c  -  p.)      («  —  p.)  [6  —  pO  te  -  P.) 

Cette  équation  nous  donnera,  comme  il  Mlait  s'y  attendre,  deux 
valeurs  de  k.  Ces  valeurs  ne  seront  réelles  que  si  le  quotient 

(g  — p,)(i?  — p,)(c  — p,) 
{a  -  p.)  {b  —  p.)  (c  -  p.) 

est  paaitir,  c'est  à  dire  si  p,  et  p,  sont  respectivement  les  paramètres 
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d'un  ellipsoïde  et  d'un  fayperbololde  à  deux  n&ppes.  Nous  sommes 

«insi  conduits  k  cette  nouvelle  proposition  : 

JA  cowht  (C),  toutes  lesjbis  qu'elle  n'est  pat  tphèrigtie,  ett  *ne  poUodie 
tracée  »itr  deux  sur/àces  diférenta;  maie  ces  sur/^acet  ne  sont  réelltt  que  da»t 
lecatoklee  twjitees  normales  à  la  eoar^  tout  des  hyperbolotdet  à  vu  nappe. 

Au  moyen  des  formules  données,  on  vérifler&  aisément  U  propo* 
sitioQ  suiv&nle  qui  conflrme  le  résultat  précédent. 

SI  l'on  conitmit  l'hyperhoUHide  qui  ett  normal  en  »»  point  quekonqua  M 
de  la  courSe  (C),  les  deux  généralricei  reetiliçius  de  cet  hyperiolofde  gui 
passent  en  U  sont  les  normales,  en  es  mime  point,  aux  deux  surfaces  pour 
lessueltes  la  courit  est  mm  polhodie. 


Tous  C98  hjperboloides  homofocaux,  normaux  à  une  mâme  polhodie, 
possèdent  une  remarquaUe  propriété  cinématique  que  nous  sUons 
d'abord  établir. 

On  connaît  la  correspondance  qu'a  établie  Ivor;  entre  les  points  de 
deux  ellipsoïdes  homofocaux;  la  méthode  d'Ivor;  peut  évidemment 
Stre  appliquée  k  deux  surfaces  homofocaleB  d'une  mSme  famille  et  en 
particulier  k  deux  hjperboloîdes  à  une  nappe  homofocaux.  Les  points 
correspondants  sur  ces  deux  surfaces  se  trouveront  sur  une  mSme 
trajectoire  ortbogronale  de  la  famille  des  hjperboloîdes  homofocaux, 
et  le  théorème  précédent  pourra  évidemment  s'énoncer  de  la  manière 
suivante  : 

La  polhodie  (G)  est  le  lieu  des  points  correspondants  tTiM  pol»t  dornu 
iTwt  \yperèoloïde  â  une  nappe  sur  tous  Us  kyperboloMts  komojbeaux, 

La  correspondance  établis  par  Ivory  étant,  comme  on  sait,  une 
transformation  homographique,  les  génératrices  reomignes  de  l'un 
des  hjperbola!deB  auront  nécessairement  pour  correspondantes  les 
génératrices  rectilignes  sur  tous  les  autres  hyperboloEdes  homofocaux. 
Considérons  sur  un  des  hypsrboloïdes  un  segment  déterminé  de  l'une 
quelconque  d'entre  elles;  quand  on  passera  de  cette  surface  à  toutes 
les  autres,  ce  segment  demeurera  rectiligne;  de  plus  les  trajectoires 
ds  ses  extrémités  seront  normales  à  la  surface  sur  laquelle  il  se  trouve 
et  par  suite  an  sefi:ment  luî-mâme,  Donc,  la  longiueur  de  ce  sèment 
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demeurera  constante  et  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  suivante, 
dueàM.  GreenhillC). 

L'hyperbolotde  à  wte  nappe  eit  tiueeptible  d'una  déJbrmatUn  dont 
laçueUe  la  ginérateiat  reetlliffnei  demearent  reetlUgna,  Us  lorigueuri 
des  CStét  de  tous  les  qtadrilaiires  gauches  Jbrmét  par  ces  génératrice! 
demeurant  invariables.  Si  on  le  dispose  dans  (espace  de  telle  maniire  gue 
son  centre  et  les  directions  de  ses  axes  ret(ent  Jlaet,  il  demeurera  constam- 
ment homqfbeal  d  hi-mime,  et  les  trajeeloiret  de  ses  dijgrentt  points 
seront  normales  i  ses  positions  suecessiees. 

n  7  a  deux  faits  intéressants  dans  cette  proposition.  Signalons 
d'abord  la  possibilité  de  déformer  le  réseau  formé  par  les  génératrices 
reotilignes  des  deux  systèmes,  de  telle  manière  que  leurs  pointd 
d'intersection  demeurent  toujours  les  mêmes.  A.rant  d'être  étudiée  par 
la  tiiéorie,  cette  propriété  avait  été  utilisée  par  la  pratique,  au  moins 
dans  le  cas  où  la  surface  est  de  révolution.  Tout  le  monde  connaît 
ces  ingénieux  appareils  qui  servent  de  cache-pot,  qui  sont  formés 
de  deux  systèmes  de  tiges  rigides,  rattachées  les  unes  aux  antres 
)>  leurs  points  d'intersection  et  qui  sont  susceptibles  d'une  défor- 
mation très  étendue.  Il  est  aisé  d'ailleurs  de  reconnatcre  que  cette 
déformation  do  Thyperboloïde  est  la  seule  possible  ;  il  suffit  de 
remarquer  que  la  forme  de  tout  le  système  est  déterminée  dès 
que  l'on  donne  l'angle  formé  par  deux  génératrices  déterminées. 
Si  l'on  considère  en  effet  la  figure  formée  par  deux  génératrices 
d'uD  mSrne  système  et  trois  génératrices  de  l'autre  système  qui 
rencontrent  les  deux  premières,  on  reconnaîtra  aisément  qu'elle 
est  complètement  déterminée  de  forme  dès  qu'on  donne  un  seul  de 
ses  angles. 

La  proposition  précédente  donne  lieu  h,  une  seconde  remarque;  c'est 
que  l'on  peut  disposer  dans  l'espace  les  formes  successives  que  prend 
l'byperboloide  de  telle  manière  que  la  trajectoire  de  chaque  point  soit 
normale  aux  positions  successives  de  la  surface.  Cette  propriété  donne 
un  moyen  simple  d'engendrer  la  polhodie.  Il  suffira  de  déformer 
l'byperboloide  de  telle  manière  que  le  losange  formé  par  ses  quatre 


CI  VolrdaoaleJournairJelfMJ'Mijïrflf  ifi.Mfm4HM,  1. 1, 
On  Oit  Deformatlo»  <tfi  Hodet  ofaBftertohM,  gui  cun  tienl  ui 
du  Ihéorème  de  U.  (IrconljlU. 
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sommeta  ait  toujours  les  mâmee  droites  pour  diagonales;  ua  point 
quelconque  de  l'hjperbololde  décrira  une  polbodie  tracée  sur  une 
surface  (E)  qui  sera  normale  à  toutes  tes  positions  de  l'une  des 
génératrices  rectilignes  qui  passent  par  le  point.  Il  suit  de  là  que 
toutes  les  polhodies  tracées  par  les  différents  points  d'une  même 
génératrice  rectiligue  formeront  le  système  que  nous  avons  étudié  à 
l'article  IV  de  la  Note  XVII.  Cette  remarque  tirouTera  plus  loin  son 
application. 

Puisque  dans  le  mouvement  précédent  un  point  quelconque  décrit 
une  polhodie,  la  plan  normal  à  l'une  des  génératrices  rectilignes  en  ce 
point  demeurera  à  une  distance  constante  du  centre  de  la  surface. 
Comme  d'ailldurs  deux  points  diamétralement  opposés  par  rapport  au 
centre  dans  une  des  positions  de  l'hyperbololde  conservent  toujours 
cette  relation  dans  toutes  les  autres,  deux  génératrices,  parallèles  dans 
l'une  des  positions  de  la  surface,  demeureront  toujours  parallèles  et  les 
plans  normaux  a  ces  génératrices  en  deux  points  déterminés  demeure- 
ront toujours  k  une  distance  constante  l'uu  Je  l'autre.  Cette  propriété 
de  la  déformation  jouera  un  rdle  essentiel  dans  ce  qui  va  suivre.  On 
en  déduit  par  exemple  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  dé/brme  wt  hyperioloïdt  en  laistattljlse  une  géttéralrice  (ff),  (eu 
U*  points  de  la  génératrice  (jt,),  parallile  d  (g),  décrivent  det  plant,  ptr- 
pmdiculairee  à  (g). 

Il  est  clair  que  tous  les  autres  points  de  Iliyperboloîde  décrivent  des 
sphères  ayant  leur  centre  sur  (g)  ;  et  comme  d*autre  part  toute  généra- 
trice (jr,)  de  même  système  que  (g)  rencontre  (f,),  il  y  aura  toujours 
un  point  de  {g,)  qui  décrira  un  plan.  Donc  : 

Si  une  droite  invariable  (g^  a  trois  de  ses  points  assujettis  à  décrire 
des  sphères  ayant  leur  centre  sur  (g),  il  y  aura  toujours  un  point  de  (jTi) 
qui  décrira  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  (g);  tous  les 
autres  décriront  des  sphères  ayant  leur  centre  sur  {g)  ('). 

Revenons  au  mouvement  de  Poinaot  et  considérons  une  surhce  (E) 
sur  laquelle  est  tracée  une  polhodie  (C).  Soit  0  le  centre  de  ^B),  H  un 
point  de  la  polbodie  et  (P)  le  plan  tangent  en  M  sur  lequel  roule  la 


(■)  Ce  théorème  présente  un  cas  d'eiceplîoD  corrwpoQdaDl  au  cas  où  l'byperholuids 
qui  se  déronus  serait  rempiacé  pal  un  parabololdc.  Alora  la  droile  Ifi)  fait  un  angla 
constant  avec  la  ligne  ilei  centres. 


Digitizeû  by  ^lOOQ  IC 


NOTE  XVIII.  525 

aurbce  (E),  avec  une  vitâsse  de  roulement  que  noua  supposerons  égale 
au  rajon  vecteur  qui  ya  au  point  de  contact.  Considérons  l'hyper- 
bololde  (H)  de  centre  0  normal  au  point  M  de  la  courbe  (C)  et 
construisons  t'h^perbololde  (H')  homothétique  de  (H)  par  rapport  au 
point  M,  le  rapport  d'homothétie  étant  -  ■  Quand  la  surface  (S)  roulera 
sur  le  plan  (P),  l'hyperbololde  (H'}  variera  et  puisqu'il  est  semblable 
à  (H),  ses  diETéreutes  formes  pourront  sa  déduire  de  Tune  d'entre  elles 
par  le  mode  de  déformation  que  noua  venons  d'étudier.  Les  deux 
génératrices  passant  en  M  seront  celles  de  l'hyperbololde  (H)  ;  de  plus, 
comme  la  surface  (H)  passait  par  le  point  M'  diamétralement  opposé 
à  M,  la  surface  (H')  passera  par  le  centre  0,  et  les  deux  géuératrices 
rectilignes  menées  par  ce  point  seront  parallèles  à  celles  qui  passent 
en  M.  L'une  d'elles  sera  par  couséqueat  perpendiculaire  au  plan 
invariable  (P)  et  demeurera  fixe  dans  l'espace.  Si  nous  remarquons 
de  plus  que  le  plan  tangent  en  M  est  perpendiculaire  à  la  route  de 
ce  point  dans  le  plan  (P),  noua  serons  conduits  au  théorème  suivant: 

Si  l'on  dé/ttrmt  Vhyperbolotde  (H')  ifo  leile  maniire  qut  l'une  de  tti 
génératrices  (g)  demeure  Jtxe  et  coïncide  aoee  la  perpendiculaire  aéaUsée 
de  0  sur  le  plan  (P),  U  point  m  diamilralemefit  opposé  à  0  sera  toujours 
dans  le  plan  (P).  Si  on  l'oêliç»  à  décrire  une  eourde  qui  soit  normale 
auv  positions  sueceisives  de  f hyper èoloïde,  cette  courbe  sera  une 
ktrpoUuidie. 

Si  l'on  assujettissait  les  autres  points  de  la  génératrice  (^,),  parallèle 
à  (ji),  à  décrire  de  même  des  courbes  normales  à  l'hjperbololde,  on 
obtiendrait  évidemment  toutes  les  berpolhodies  dont  l'équation  géné- 
rale a  été  donnée  à  la  page  508.  Soient  (A),  {h')  deux  de  ces 
berpolhodies  décrites,  l'une  par  le  point  m  dans  le  plan  (P),  l'autre  par 
le  point  m'  dans  le  plan  parallèle  (P').  Bendons  ce  plan  mobile  autour 
de  la  perpendiculaire  abaissée  par  le  point  0  et  imaginons  une 
disposition  qui  force  le  point  m'  à  rester  sur  [h').  Quand  le  point  m 
décrira  lacourbc(il),  lepoint  m',  devant  demeurer  sur  (A'),  fera  tourner 
e  plan  (P')  avec  une  vitesse  de  rotation  constante  qui,  nous  l'avons 
vu,  sera  représentée  par  la  droite  m' m  (p.  501).  Inversement  si  l'on 
imprime  au  plan  (P')  cette  ratatios  constante,  le  point  m  décrink 
l'herpolbodie  (A)  avec  ta  vitesse  qui  est  prescrite  par  la  théorie  de 
Poinsot. 
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Si  nous  remarquons  d'ailleurs  que  l'on  peut  rattacher  l'bjper- 
bololde  (H)  à  l'fayperbololde  (H');  que  l'un  de  ces  bjperboloîdes 
entraîne  l'autre  en  déterminant  à  la  fois  sa  forme  et  aa  position, 
puisqu'ils  ont  en  commun  les  deux  génératrices  rectilignes  qui  se 
croisenteom,  on  reconnaîtra  que  le  mouremant  de  lliyperboloïde  (H) 
est  complètement  défini.  Or  les  axes  de  cet  hjperbololde  coïncident  avec 
ceux  de  la  surface  (B).  On  voit  donc  qus  la  théorie  précédente  donne 
un  mojen  nouveau  de  réaliser  Ig  mouvement  de  Poinsot  par  l'emploi 
do  systèmes  articulés.  Le  corps  dont  il  s'agît  d'étudier  le  mouvement 
sera  représenté  par  le  trièdre  trirectangle  dont  les  arêtes  sont  les  axes 
principaux  de  l'byperboloïde  (HJ. 
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SOR  LE  HODVEMENT  D'OR  CORPS  PESANT  DE  RfiVOLDTION, 
FIZ£  PAR  OH  POINT  DE  SON  AXE. 


Dans  l'article  III  de  la  Note  précédente,  nous  avons  défini  un  certain 
mouvement  qui  est  produit  par  le  roulement  du  cOne  (B),  ajant  pour 
base  une  herpolhodie  (H'),  sur  un  cdne  (A)  ayant  pour  base  une  autre 
herpolhodis  (H).  Considérons  les  deux  mouvements  (E),  (E,)  coires- 
pondants  à  une  mSme  polbodie  (P),  le  premier  se  représente  par  le 
roulement  du  cdne  (C),  ayant  pour  base  la  polliodie  sur  le  cOne  (A), 
avec  une  vitesse  constamment  é^ale  au  rayon  vecteur.  Le  mouvement 
(B',)  inverse  de  (E,)  se  représente  par  le  roulement  du  cdne  (B)  sur  le 
cAne  (C);  et  dans  les  deux  mouvements  la  génératrice  de  contact  avec 
le  cdne  (0)  est  la  même.  Si  l'on  défiait  la  rotation  par  ses  composantes 
relatives  aux  axes  principaux  du  cOne  (C),  dans  les  deux  mouvements 
ces  composantes  sont  : 

par  suite,  dans  le  mouvement  do  (B)  par  rapport  à  (A),  les  compo- 
santes de  la  rotation  totale,  relatives  aux  mêmes  axes,  seront  : 

ip,      2tf,      2t.- 
On  a,  comme  on  l'a  vu  : 


(1) 


4+»'   1;=,,  ti 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


528  COURS  DE  MÉCANIQUE, 

a',  h',  c',  A'  ayant  les  valeurs  déâniea  précédsmmeat.  De  plus  les 
cosiD us-directeurs  de  la  perpendiculaire  au  plan  de  l'herpolliodie  (H) 
sont,  par  rapport  aux  mêmes  axes  : 


et  les  cosinus -directeurs  de  la  perpendiculaire 
Ihodie  (H')  sont  : 


Cela  posé,  nous  supposerons  que  le  système  mobile  (B)  entraîne 
un  corps  solide  dans  son  mouvement;  et  nous  allons  chercher  quelles 
sont  les  forces  capables  de  produire  le  mouvement  que  nous  venons 
de  définir. 

La  supposition  la  plus  naturelle  et  en  même  temps  la  plus  simple 
consiste  à  admettre  que  le  corps  solide  entraîné  est  une  sphère  ayant 
pour  centre  le  point  fixe  ;  ou  du  moins,  ce  qui  revient  au  mâme,  que 
l'ellipsoïde  d'inertie  de  ce  corps,  qui  peut  être  hétérogène  et  de  forme 
quelconque,  est  une  sphère  pour  le  point  fixe  0, 

Soit  A.  la  valeur  du  moment  d'inertie  pour  un  rayon  quelconque  de 
cette  sphère.  Les  composantes  de  la  rotation  étant  : 

2p,       2s,       3r, 

les  projections  sur  les  mâmes  axes  coordotinss  de  l'axe  du  couple  des 
quantités  de  mouvement  seront  : 

2Ap,      2A.g,      ZAr. 

Pour  plus  de  clarté  nous  appellerons  axe  du  corps  la  perpendiculaire 
au  plan  de  l'herpolliodie  (H')  et  nous  supposerons  que  la  perpeo- 
diculaire  au  plan  de  (H)  coïncide  avec  la  verticale. 

Ces  définitions  étant  admises,  les  équations  (I)  nous  montrent 
immédiatement  que  la  composante  de  la  rotation,  relative  &  l'axe  du 
corps,  qui  s'obtient  en  multipliant  2p,  2q,  2r  respectivement  par  les 

cosinus  directeurs  — ^t  —jt-^  — ;-  et  faisant  la  somme  des  produits 

obtenus,  est  constante  et  é^le  à  —  2h'\  elles  nous  montrent  aussi 
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que  la  projection  de  l'axe  do  couple  des  quantitis  de  mouvement  sur 
1k  verticale,  doatlescosinua  directeurs  sont-)  -•  -•estausai  constante 


et  égale  k  2  A  Â.  Cea  deux,  propriétés  appartiendraient  évidemment  au 
mouvement,  ai  le  corps  mobile  avait  son  centre  de  gravita  sur  l'axe  et 
était  soumis  k  la  seule  action  de  son  poids.  Mais  elles  no  sufflsêut  pas 
k  défluir  complètement  les  forces  qui  agissent  sur  le  corps. 
Considérons  la  force  vive  du  corps  : 

4  A  {p*  +  f*  +  r'). 

Si  Ton  introduit  l'angle  0  que  fait  la  verticale  avec  l'axe  du  corps, 
cet  angle  sera  défiai  par  la  relation  : 

~  ~~â^~j6'       ëc'' 

et  il  est  évident  que,  ai  l'on  tient  compte  dea  deux  premières  équa* 
tiona  (1),  la  force  vive  totale  peut  s'exprimer  par  une  fonction  linéaire 
de  C03  6;  on  peut  déterminer  deux  constantes  D  et  H',  telles  que 
l'on  ait  : 

4  (p' +  s' +  »■')  =  2D«  +  2H' . 

.Or  on  trouvera  évidemment  une  équation  de  cette  forme,  si  l'on 
ajoute  aux  auppoaitiona  déjk  faites  la  suivante  :  que  le  corps  ait  son 
centre  de  gravité  sur  l'axe  k  une  distance  d,  donnée  en  grandeur  et  en 
signe  par  la  formule  ; 

AD=zPd, 

P  étant  le  poids  du  corps  et  la  verticale  étant  supposée  dirigée  vers 
le  bas. 

La  détermination  des  forces  est  maintenant  complète;  et  puisque 
nous  avons  obtenu  les  trois  intégrales  premières  qui  définissent  le 
mouvement  d'un  corps  pesant,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

le  mouvement  de  (3)  par  rapport  à  (A)  est  un  dt  ceux  gue  prendrait 
naturellement  »n  corps  pétant  qui  admettrait  lau  sphire  pour  elliptotde 
^inertie  d'un  de  tetpoUiti  et  qui  serait  fixé  par  ce  point. 

Despevrous.  -~  Mécanique.  II.  34 
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II 

Les  fonnulea  précédentes  coutiennent  quatre  constantes  indépen< 
dantes  a,  à,  c„  h.  Le  corps,  au  point  de  vae  mécanique,  est  défini  pu- 
une  seule  constante  B.  Si  doue  on  fait  varier  a,  b,  e,  k  de  telle  nianière 
que  D,  qui  est  évidemment  une  fonction  de  ces  quantités,  conserve 
une  mâme  valeur,  on  aura  une  série  de  mouvements  d'un  même  corps, 
qui  dépendront  de  trois  constantes  arbitraires.  Il  semble  donc  qu'au 
mojen  de  la  représentation  précédente,  on  pourra  obuoir  tous  les 
mouvements  que  peut  prendre  le  corps  soumis  à  la  seule  action  de 
son  poids,  quand  les  circonstances  initiales  varient. 

Pour  établir  ce  résultat  en  toute  rigueur,  donnons-nous  à  priori  la 
composante  2  B  de  la  rotation  relative  à  l'axe  du  corps,  la  projectitui 
2AL  de  l'axe  du  couple  des  quantités  de  mouvement  sur  la  verticale, 
enfin  les  deux  constantes  D  et  H',  qui  figurent  dans  l'équation  des 
forces  vives  écrite  sous  la  forme  : 

vmp*  =  2A(Di(  +  H'). 

Ces  constantes  définissant  complètement  le  mouvement  du  corps, 
il  suffira  de  montrer  que  l'on  pent  exprimer  a,  i,  e,  k  eu  fonction 
deB,  L,  D,  H'. 

Les  propositions  établies  nous  donnent  déjil  : 


(2)                                     A  =  L,       *'  =  -  B. 

Il  faut  en  outre  exprimer  que  l'on  a  : 

.       D          H'            D  (  b'         ?"         t* 

-ï 

et,  pour  cela,  il  faut  écrire  que  cette  équation  est  une  combiosison 
linéaire  des  deux  premières  équations  (1).  On  obtient  ainsi  le  système  : 
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Ed  rcmplftfant  dans  la  première  de  cea  équatioDS  a'  par  sa  valeur, 
donnée  dans  la  Note  précédente  (p.  515),  on  obtient  la  fonnule  : 


2  +  »(9,_Lf)  =  î^. 

û  '\«*       a'  /       a' 


■k{k-a) 


et  les  autres  équations  (3)  noua  conduiraient  à  la  même  relation,  dans 
laquelle  a  aérait'  remplacée  par  b  et  par  c.  Il  suffira  donc  d'exprimer 
que  réquation  en  x  : 

X  ih  -  w) 


U  \x*        x^  I       «' 


admet  les  racines  a,  (,  c.  On  est  ainsi  conduit  au  système  ; 

(   0=I>,      X  =  — 2P, 
^  *  [  H'  =  2PA  —  Q, 

et  tout  se  réduit  k  montrer  que  les  équations  (2)  et  (4)  déterminent 
des  valeurs  réelles  pour  o,  i,  e,  K. 

En  remplaçant  dans  la  seconde  équation  (3),  \'  par  sa  valeur  tirée 
de  la  Note  précédente  (p.  51&),  on  aura  : 

<.)        '  «-^^  =  -B. 

Si  l'on  remplace  d'autre  part  û  par  son  expression,   é^lement 

donnée  dans  cette  Note  (p.  514),  on  obtiendra  les  trois  équations  : 

/   Q'  — 4R(P  — L)  =  D% 

(6)  j  2PL  — Q  =  H', 

(  QL  — 2H  =  — BD, 

qui  déterminent  P,  Q,  R.  Si  l'on  tire  des  deux  dernières,  par  exemple, 

les  valeurs  de  P  et  de  R  en  fonction  de  Q  et  qu'on  les  porte  dans  la 

première,  il  reste  une  équation  du  premier  degré  qui  donne  la  valeur 

de  Q,  d'oii  l'on  dédoit  ensuite  celles  de  F  et  de  R.  On  trouve  ainsi  : 

LD'  —  BD  (2L*  —  H') 

2L'  —  BD  —  LH' 

„  ,  „„       D*  — 2BDL+2L»H' 

Cï) 

D'  (L'  ■ 
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et  il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  l'équation  : 
a!>  _  Pa,"  +  Qj,  _  K  =  0; 

a,  è,  e  seront  les  racines  de  cette  équation.         < 

Il  est  préférable,  pour  déterminer  a,  h,  e  et  pour  reconuattre  la 
Tealité  des  racines  de  l'équation  précédente,  de  raisonner  de  la  manière 
suivante  : 

L'équation  à  laquelle  satisfait  la  variable  »,  qui  est  le  cosinus  de 
l'angle  de  la  verticale  avec  l'axe  du  corps,  a  été  déjà  donnée  daus  le 
texte  (p.  253).  Si  nous  disons  les  changements  nécessités  par  nos 
nouvelles  notations  ('),  cette  équation  devient  ici  ; 

(8)     ^  =  2  (l  —  «')  (D»  +  H'  -  2B')  —  4  (Bk  —  L)' 

=  2  (I  —  «*)  (Du  +  H')  —  4B'  —  4L'  +  8BL11. 

On  peut  évidemment  la  former  d'une  autre  manière,  en  partant  de 

l'expression  donnée  plus  haut  pour  u.  Si  l'on  diSérentie  en  effet  cette 

dp 
expression  et  si  l'on  remplace  a',  ...,  -j,  ■■.  par  leurs  valeurs,  on 

trouvera  : 

D'autre  part  on  peut  exprimer  p<,  ,',  r'  eu  fonction  de  ti,  en  faisant 
usage  de  l'intégrale  des  aires,  do  l'intégrale  des  forces  vives  et  de 
l'expression  donnée  pour  u  en  fonction  de  j>,  ;,  r.  On  trouve  ainsi  : 

;)'       2aA  — a+û»    «'_2iA— 3  +  Ût(    r*_2ci-y  +  Ua 


a*     2(a  — <})(a  — c)    i*     2(i—a)(6  —  c)   c*     2(c— o)^c— iS) 
Et  si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  il  viendra  : 


Cl  11  faul  rcmphcur  nimr SB,  Taire  C=^\(.'(  poser 
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Cette  équation  devra  dooner  pour  —  la  même  valeur  que  l'équa- 
tion (8).  C'est  ce  qu'il  serait  aisé  de  vérifier  en  se  servant  des 
formules  (4)  et  (6).  Mais  au  lieu  de  faire  cette  vérification  qui  n'ofiïe 
aucune  difficulté,  nous  conclurons  que  les  racines  de  l'équation 
complètement  connue  : 

(II)       2tl  — i»*)(D«  +  H')— 4B*  —4L»  +  8BLtt=  0, 

sont  exprimées  en  fonction  des  axes  par  les  formules  : 

a  —  iah       ^  —  2iA       y  — 2cA 
D        '  d'^'  D 

Or  on  a,  par  suite  de  la  définition  de  x  (p.  515}  : 

(à -a)  (A  -d)(&  —  c) 


x  —  2aA  =  2^'  —  2PA  +  Q  - 

et  les  rdrmules  (2)  et  (6)  nous  donnent  : 

A  =  L,       2A'  —  2PA  +  Q  =  2L*  —  H', 
2  (4  —  a)  (A  —  6)  (-S  —  c)  =  2  (L*  —  PL'  +  QL  —  P) 

=  2L'  —  LH'  —  BD. 

Par  conséquent,  »,  désignant  celle  des  racines  de  l'équation  (11), 

.  a  —  2ah 

qui  est  égale  a  -  ■     — ->  on  a  : 


D«,  ='2L'  —  H' 


Les  autres  racines  «,,  v,  s'exprimeraient  de  même  en  fonction  de  ù 
et  de  c.  Ce  résultat  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

Pour  oiUnir  Hiqaation  qui  diinne  Us  carrés  des  axes  principaux  a,  6,  C, 
on  ejictvera  dam  l'égualion  (II)  la  suàstilttiion  Uniaire  -. 

2L'— BD  — LH' 

(12)  D»  =  2L*  — H' 

^    '  .L  — a 

L'équation  en  aftra  connaître  Us  carrés  des  Crois  axes  principaux. 
Comme  l'équation  (U)  a  ses  racines  réelles,  par  la  nature  même  du 
problème,  il  eu  sera  de  même  de  l'équation  aux  axes  principaux. 
La  queirtion  que  nous  nous  étions  proposée,  est  ain^i  complètement 
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résolue.  Les  quaDtités  a' ,  b' ,  c'  seront  connuea,  puisque  nous  avona 
leurs  expresaioQS  en  a,  i,  e.  A.u  reate  nous  pouvons  obtenir  aisément 
leur  détermination  directe.  En  effet  les  équations  qui  servent  de  basA 
a  tous  nos  calculs  ne  changent  pas,  si  l'on  remplace 

a,      è,      c,  B,  L,        a',     i',    c', 

par 

a',    i',    c' ,    —  L,    —  B,        a,     6,     e. 

Par  suite  on  voit  que  l'on  aura,  pour  obtenir  s',  i' ,  e',  K  effectuer 
dans  l'équation  (11),  la  substitution  : 


(12)-'  Di»  =  2B'  — H'  ■ 


En  terminent  cet  article  nous  signalerona  une  conséquence  évidente 
des  résultats  précédents.  Quand  on  a  observé  le  mouvement  du  corps 
par  rapport  aux  axes  axes,  le  mouvement  inverse  des  axes  Szes  par 
rapport  au  corps  représente  aussi  un  de  ceux  que  le  mâme  corps 
pourrait  prendre  ai  les  conditions  initiales  étaient  convenablement 
choisies. 

Cela  résulte  évidemment  de  ce  que,  pour  tous  les  mouvements  d'un 
même  corps,  les  constantes  a,  i,  e,  h  ou  a',  6',  e',  h'  sont  assujetties 
uniquement  k  vérifier  la  relation  : 

Q'  =  D'  =  {ah  +  ae+  6e)*  —  4  aie  (a  -H  6 -^  c  —  h) 

=  (s' i'  H-  a'e'  +  6'  c'y  ~  ia'6'  c'  (a'  +  ^'  +  c"  —  *')• 


m 

Les  propositions  précédentes  donnent  donc  la  représentation  géomé- 
trique, complète  et  aussi  simple  que  possible,  du  mouvement  d'un  corps 
pesant,  dans  le  cas  oii  l'eUipsoIde  d'inertie  du  point  par  lequel  il  est 
fixé  est  une  sphère.  Les  recherches  de  Lagrange  et  de  Poisson  ont  fait 
connaître  la  solution  du  problème  dans  le  cas,  beaucoup  plus  étendu, 
oU  l'ellipsoïde  d*inertie  de  ce  point  fixe  est  de  révolution  autour  de  la 
droite  qui  joint  ce  point  au  centre  de  gravité.  Hais  nous  allons  Toîr 
qu'on  peut  ramener  très  aisément  la  solution  du  problème  dans  cette 
hj^othèse  à  celle  du  cas  particulier  que  nous  venons  d'étudier. 
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Prenons  en  eâ^et  dans  le  corps  (B)  un  système  d'axes  ûxes  rectan- 
gul&ires  tel  que  l'axe  des  t  soit  l'axe  de  révolution  de  l'ellipsoïde 
d'inertie  du  point  fixe  0.  Soient  A  la  valeur  commune  du  moment 
d'inertie  par  rapport  aux  axes  des  x  et  des  p,  0  le  moment  d'inertie 
par  rapport  à  l'axe  des  «,  et  enSn  p,  g,  r  les  composantes  de  la 
rotation  du  corps  par  rapport  aux  trois  axes  considérés.  Les  trois 
intégrales  de  Lagranire  sont  les  suivantes  : 

( 
(13)  j  iLp.a'  +  Bç.i'  +  C««  =  2AL, 

<t,  L,  H  désignant  les  constantes  arbitraires  et  d',  h' ,  u  les  cosinus 
des  angles  d«  Oc  avec  la  verticale. 

Considérons  un  corps  auxiliaire  (B')  qui  serait  animé  par  rapport 
au  corps  (B)  d'une  rotation  constante 


autour  de  0;.  Pour  ce  corps  les  composantes  de  la  rotation  totale 
seraient  k  chaque  instant  : 

P,       S,       r,  ~  ».■ 

Si  l'on  détermine  »,  par  la  condition  : 

(14)  A»,  =C(i, 

les  équations  (13)  pourront  s'écrire  : 

(15) ,  \    Ap  a'  +  Bq  è'  -h  Ad,  «  —  2AL, 

(  p*  +  j'  =  2Di»  +  2H. 

Ce  sont  encore  les  intégrales  du  mouvement  de  Lagrange,  mais 
relatives  au  cas  oîi  l'ellipsoïde  du  point  fixe  est  une  sphère.  Si  nous 
remarquons  que  l'on  a  : 


nous  pourrons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Sumt  dmiU  u»  corps  petMt  dt  révolution  (B),  Jlxi  par  wt  pûùit  de  son 


)yGoogIc 


536  COURS   DE   MÉCANIQUE. 

axe  et  abandonné  doits  iet  coaditiont  inttUtlet  guelcongues  â  "acCto*  de  la 
pesanteur,  disignons  par  n  la  projection  constante  de  la  rotation  eur  l'axe; 
uit  corps  auxiliaire  (B'),  anim^  par  rapport  a»  premier  d'une  vitet:e  de 
rotation  constante 

C  —  A 


autour  de  taxe  de  rloolntlo'.i,  ■prcnii-a  le  mime  mouvement  qu'un  corps 
pesant  pour  Uquet  l'ellipsoïde  d^  point  Ate  serait  vne  sphère,  le  centre  de 
granité  se  troueant  svr  t'axe.  Par  conséquent  le  mouvement  du  corps  (B'), 
lié  d'une  manière  si  simple  à  celui  de  (B),  pourra  se  représenter  par  le 
roulement  d"»»  cône  ayant  pour  base  wie  heipolhadie  (H')  sur  un  cône  ayant 
pour  base  une  autre  /terpolhodie  (H), 

Nous  pouvons  déduire  des  remarijuea  précédeatea  une  propositioD 
éaoDcée  et  démontrée  par  Jacobi  dans  un  Mémoire  posthume  dont  les 
fragments  ont  été  publiés  par  M.  Weierstrass.  (Voir  le  t.  II  de  la 
nouvelle  é^itioD  des  Œuvres  de  Jdcobi.) 

Ponr  cela  il  nous  suffira  d'appliquer  les  propositions  de  la 
Note  précédente,  qui  nous  ont  permis  de  définir  le  mouvement 
de  (B'). 

Si  nous  introduisons,  eu  même  temps  que  les  deux  cAnes  ajaot 
pour  base  les  herpolhodies  (H),  (H'),  le  cCno  (C)  déjà  défini,  ajant 
pour  base  la  polhodie  (P),  qui  roule  i.  la  fois  sur  les  deux  cftnes 
précédents,  nous  obtiendrons  la  proposition  suivante  : 

Dans  le  cas  où  l'ellipsoïde  central  du  point  fixe  est  une  sphère,  il 
existe  un  système  (C),  mobile  autour  de  0  et  jouissant  de  la  double 
propriété  suivante  :  Son  mouvement  absolu  est  celui  d'uu  corps  solide 
qui  ne  serait  soumis  à  aucune  Torce;  ou,  plus  exactement,  c'est  un 
mouvement  de  PoinsoC,  pour  lequel  le  plan  invariable  est  horizontal  ; 
sou  mouvement  par  rapport  au  corps  pesant  est  encore  un  mouvement 
de  Poinsot,  pour  lequel  le  plan  invariable  est  perpendiculaire  à  la 
droite  qui  contient  le  point  fixe  et  le  centre  de  gravité. 

Dans  le  cas  général,  cette  proposition  subsiste  dans  ses  points 
essentiels  et  devient  le  théorème,  de  Jacobi,  tel  qu'il  a  été  énoncé  par 
M.  Halphen  dans  une  note  récemment  parue  aux  Complet  rendus  de 
^Académie  des  Sciences,  t.  C.   . 

En  effet,  la  proposition  précédente  s'applique  sans  modification  au 
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corps  auxiliaire  (B')  dont  la  rotation  par  rapport  i  (B)  est  : 
C  —  A 


n  suit  de  là  que  le  mouTement  du  système  (C)  par  rapport  à  (B) 
s'obtiendra  en  composant  le  mouvement  de  (C)  par  rapport  à  (B'),  qui 
est  un  mouvement  de  Poinsot,  avec  une  rotation  constante  : 


autour  de  la  perpendiculaire  au  plan  invariable  de  ce  mouvement.  Or 
noua  avons  vu  que  la  combinaison  de  ces  deux  mouvements  donnera 
encore  un  mouvement  de  Poinsot.  Nous  obtenons  ainsi  dans  toute  sa 
généralité  la  belle  proposition  de  Jacobi,  dont  l'énonce  le  plus  simple 
est  le  suivant: 

Si  fou  r.oMidère  !e  mouoemmt  le  plus  général  d'an  corps  pesant  de 
rieohtion  fixé  par  vn  point  de  ton  axe,  il  existe  vn  système  auxiliaire  (C) 
^ui  est  animé,  et  par  rapport  aux  axes  fixes,  et  par  rapport  ait  corps 
mobile  d'un  mo-jvement  de  Poinsot.  Les  constantes  relatives  à  ces  deux 
mouoemenls  sont  dijérenles;  les  plans  invariables  sont,  U  plan  horizoalal 
poar  le  premier  moueenent,  et  le  plan  perpendiculaire  à  faxe  pour  le 


IV 

Si  noua  conservons  les  notations  de  l'article  I,  nous  voyons  que  la 
rotation  absolue  du  corps  (B'),  à  un  instant  donné,  a  pour  composantes 
relatives  aux  axes  principaux  de  (C)  : 

2p,      3?,      2r. 

Pour  obtenir  la  rotation  de  (B),  il  suffira  de  composer  la  rotation 
précédente  avec  celle  qui  a  pour  valeur  : 


et  dont  la  direction  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  (B).  Les  composantcd 
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de  cette  rotation  seront,  par  conséquent  :  . 


et  l'on  en  déduira,  pour  les  composantes  de  la  rotation  de  (B),  les 
expressions  : 

Oes  formules  vont  nous  permettre  de  définir  complètement,  et  d'une 
m&nière  directe,  le  mouvement  de  (B). 

D'abord  l'extrémitÂ  de  l'axe  de  rotation  décrit  dans  le  corps  une 
herpolhodie.  La  proposition  est  évidente  dans  le  cas  du  mouvement 
de  (B').  Pour  passer  de  là  au  monvement  de  (B),  il  faut  coraposer  la 
rotation  précédante  avec  une  rotation  constante  dont  l'axe  est  parallèle 
à  Vaxs  de  (B'),  ce  qui  ne  fait  que  transporter  parallèlement  à  elle- 
mâme  la  courbe  décrite  par  l'eiLtrémité  de  l'axe  de  rol«tîon;  puis 
introduire  une  rotation  constante  da  rajon  vecteur,  ce  qui,  nous 
l'avons  vu,  ne  change  pas  la  définition  de  l'herpolbodie.  Ainsi,  la 
conrbe  décrite  dant  le  corpt  par  VestréniU  de  faxs  de  rotaSm  eit,  da»^ 
tout  kt  cas,  wu  herpolhodie. 

D'autre  part  nous  avons  les  composantes  de  la  rotation  totale  et 
nous  pouvons  en  déduire  que  la  projection  de  cette  rotation  sur  la 
verticale,  aussi  bien  que  le  carré  de  la  rotation,  sont  des  fonctions 
linéaires  de  ;*,  g*,  r*  et  sont  par  conséquent  liées  par  une  relation 
linéaire.  En  d'autres  termes  : 

L'extrémité  de  la  rotation  décrit  dam  l'espace  wm  eoarie  située  nr  vu 
sphère  ayant  son  centre  sw  la  verticale. 

Par  suite  : 

I>an$  le  cas  général  le  moavemenc  peut  se  représenter  par  le  ronlemenl 
d'un  cane,  ayant  pour  bait  une  herpolhodie,  sur  Mte  sphire  ayant  sm  eentrt 
swr  la  eerticale  du  point  Jtse,  ce  roulement  s'ejfeeliutnt  avec  une  vitesse 
égale  au  rayon  vecteur. 

Nous  allons  retrouver  ces  résultats  et  définir  la  courbe  sphérique 
en  reprenant  l'étude  des  équations  données  dans  le  texte. 
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Si  l'on  pose  : 

(16)  T  =  '^' 

ces  équations  données  k  Ib  page  253  du  texte  prennent  la  fonne 
suivante  : 

/   rf<|i  _  2B«  — 2L       iç  _  2Bi>'  —  2Lu 

(H)        j   *i  ~     1  -  •'    '      dt~*'^       1-%' 


Elles  mettent  d'abord  en  évidence  la  proposition  que  nous  avons 
démontrée  k  l'article  III.  Si  l'on  considère  le  corps  auxiliaire  (B'), 
pour  lequel  les  angles  d'Euler  ont  les  valeurs  : 

e,       i}-       et       ç'  =  ç  +  (2B  —  n)  t, 
onann: 

C'est  la  valeur  qne  l'on  obtiendrait  en  faisant  dans  les  formules  (17)  : 


c'est  à  dire  en  supposant  que  «  soit  nul,  ou  que  l'ellipsoïde  central  du 
point  fixe  soit  une  sphère. 

Appelons  maintenant;,  q,  r  les  composantes  de  la  rotation  relatives 
aux  axes  du  corps,  p',  g',  r'  les  composantes  de  la  même  rotation 
relatives  aux  axes  fixes.  Les  formules  établies  dans  le  texte  nous 
donnent  : 

(1»)        . 


{  p*  +  s»  =  2D»  +  2H, 


(20) 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


540  COURS  DE  MÉCANIQUE, 

et  par  conséquent  : 

La  secouile  des  équatiODs  (19)  exprime  que  la  courbe  décrite  dans 
le  corps  par  l'ex.trénuté  de  la  rotation  est  située  dans  un  plan  perpen- 
diculaire k  Taxe.  La  première  équation  (19)  et  l'équatioD  (21)  noua 
donnent  le  rayon  vecteur  p  et  l'angle  polaire  u  de  cette  courbe  plane, 
en  la  supposant  rapportée  à  des  coordonnées  polaires  dont  le  pAla  se 
trouve  sur  l'axe  du  corps.  On  a  donc  : 

(22)        p*  =  20»  +  2H,      u  =  —  ç  —  arc  t«.  "'°° '''*'. 

et,  en  ditTérentiant  cette  dernière  équation  après  avoir  remplacé  d-^ 
et  ifS  par  leurs  valeurs  : 

(D»  +  H)  ^  =  (B  —  «)  (Da  +  H)  +  BH  +  DL, 


(23)  p'  ^  z=  (B  -  «)  p'  +  2  (BH  +  DL). 

Ces  formules  permettent  de  calculer  la  vitesse  totale  du  pAle,  qui  est 
donnée  par  l'équation  : 

(24)  l^'  =  D'(l-«')  +  2«(f._2B)(D»+H) 

—  4  (•  —  2B)  (BH  +  DL). 

On  reconnaît  ainsi  que  les  formules  (23),  (23),  (24)  conviennent  à 
une  herpolhodie;  la  vitesse  aréolaire  étant  une  fonction  linéaire,  ut  la 
Yit«SBe  totale  une  fonction  du  second  degré,  de  p*. 

Proposons-nous  maintenant  de  définir  la  courbe  décrite  par  rextré- 
mité  de  l'aie  instantané  dans  l'espace.  Les  coordonnées  de  ce  point 
sont  j)',  s',  r' ,  et  l'on  obtiendra  par  un  calcul  hcile  les  expressions  : 


r 

= 

3iu<;i 

dt 

-00. 

'il 

«' 

= 

cos^BinO.  ^ 

+  ain 

'il 

c' 

= 

dt 

+  cosô 

d, 
dt' 
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de  ces  compoasntes  en  fonction  daa  angles  d'EuIer.  On  a  d'abord  : 


(26) 


(  r'=2L  — (2B  — »)». 


Si  Ton  élimine  «,  on  trouyera  l'équation  d'une  sphère  ajsnt  son 
centre  sur  la  verticale,  ce  qui  est  conforme  aux  résultats  déjà  obtenus. 

Pour  définir  coaaplètement  la  courbe  décrite  par  le  pôle  instantané, 
nous  considérerons  sa  projection  sur  le  plan  horizontal  que  noua 
rapporterons  h  des  coordonnées  polaires,  avec  le  point  fixe  pour  pAle. 
p'  et  u'  désignant  ces  coordonnées  polaires,  on  aura  évidemment  : 

(   p"=p'*  +  ff", 
^    '  J   ù)'  =  arc  tg  ^  • 

Désignons  par  A  et  P  les  deux  poljnSmes  suivants  : 

(2-^\  {   A  =  2D»  +  2H  +  «•  -  [(2B  -  «)  «  -  2L]'; 

^     ^  (   P  =  (2B  — M)»»  — 2L1.  +  B, 

On  aura  : 

(29)  p'*  =  4, 

et  les  deux  premières  formules  (25)  nous  donneront  : 

sinSif;  P 

(30)  «■  =  -  ^  -  arc  te  -^  ^  _  4,  +  arc  tg  - . 

Jl 
Si  l'on  différentie  cette  formule  en  se  servant  de  l'identité  : 

(31) 

on  trouvera  : 

rfw'       ,        P'i  — Pi' 


"•"">  dt    -      ^  2i 

P'  et  A'  désignant  les  dérivées  de  P  et  de  A  par  rapport  à  ». 

La  vitesse  aréoluire  p"  — —  est  ici  une  fonction  du  second  degré  de  u. 
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La  courbe  pl&ne,  projection  de  la  route  décrite  sur  la  sphère  par  If 
pâle  inotaotané,  est  doue,  en  général,  une  courbe  transcendante  de 
nature  plue  complexe  qu'une  herpolbodie. 

Si  l'on  cherche  l'arc  de  la  courbe  sphérique,  on  trouvera,  comme  il 
fallait  a';  attendre,  la  râleur  déjà  donnée  par  la  formule  (24). 

La  courbe'  sphérique  décrite  par  le  pOle  dana  l'espace  est  ainsi 
complètement  définie. 

Si  l'on  fait  : 

»  =  2B, 

cette  courbe  es  réduit  à  une  herpolhodie,  conformément  aux  résultats 
déjà  établis;  et  la  vitesse  du  pAIe  instantané  est  alors  donnée  par  la 
formule  très  simple 

(33),  ^  =  I>'(l-«'), 

qu*on  pourrait  déduire  immédiatement  des  théorèmes  généraux  de  h 
mécanique  (1). 

Nous  terminerons  ce  sujet  en  donnant  une  conetnictioa  directe  et 
purement  géométrique  de  la  route  décrite  par  le  pOIe  instantané  dans 
l'espace. 

Considérons  tous  las  mouTements  pour  Issquels  les  constantes 
B,  D,  H,  L  ont  la  même  valeur.  Si  les  corps  correspondants  ont  an 
début  le  même  axe  de  rotation,  il  résulte  des  formules  (IT)  que  cet 
axe  leur  demeurera  commun  dans  tout  le  mouvement;  et  le  mouvement 
de  chacun  d'eux  par  rapport  h  l'un  quelconque  des  autres  se  rldoira 
k  une  rotation  constante  autour  de  l'axe.  Étudions  les  courbes  déeritea 


(')  En  effet  les  trois  éqaatlons  <1m  moments  <1eB  quantilét  da  mouvemeat  peuvenlèlre 
dnoDcées  {{éomélTiqusment  de  la  moDlère  suivanle  : 

St  Ion  RMiInrif  d  «H  i»tlantliitla>iiim  U  eovplt  iu  tuamtilU  dt  M«ia««ntmMror(te 
»  un  fwMt,  ta  viUtti  d»  TtatréiiiUI  iê  faxt  dt  câ  couple  cil  tgalt  t  eXaqia  fmltmt  n 
grandaiT.  iHreetitm  tl  itm,  d  raaedatpivliriiiiltantdi  Inu  lit  coupjt*  gui  nmiiuntii  I* 
traMlatlrm  dtl ferai  au  iHém»  point. 

Eu  appliquauL  ici  ce  ithâorèiiie  au  poial  ûie  cl  remanfunnt  qaa  Vax&  du  couple 
risulUel  da  la  traoïlnUoD  du  poids  a  pour  grandeur: 

.    ADsinB, 


Ce  qui  Mt  reqoaUoD  m 
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dans  l'espace  par  les  pâles  instantanés  des  rotatioaa  relativea  k  osa , 
différents  mouvements.  II  faudra,  pour  cela,  faire  variei  n  dans  les 
formules  (25). 
Soient^l,  ç\,  r',  lea'yateura  dep',  ^,  r'  relatives  )t  l^jpothàae 


Dana  ce  cas  la  courbe  décrite  par  le  pâle  est,  nous  le  savons,  une 
berpolhodie  (H)  qni,  d'après  les  formules  (3d),  asra  située  dans  le  plan 

Z  =  2L. 

Comme  elle  demeure  en  contact  avec  une  autre  herpolhodie  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  a  l'axe  de  révolution,  la  taigente  sera  néees- 
ttàrtBUKt  perpendic»laire  d  cet  axa. 

Prenons  maintenant  une  valeur  quelconque  de  n.  Les  formulée  (25) 
nous  donnent  : 


i  P'=P\ 

(34)  U'^s: 


+  («  —  2B)  sîn  <1  sîn  ft, 
+  (■  —  2B)  cos  il"  sin  0, 
+  («  —  2B)  coa  e. 


Nous  savons  que,  pour  chaque  valeur  do  n,  cette  courbe  se  trouva 
sur  la  sphère  définie  par  les  formules  (26)  et  dont  l'équation  est,  en 
remplaçante',  g',  r*  par  X,  Y,  Z,  ' 

(35)  X»  +  Y»  +  Z'  =  _ 

D'autre  part  les  relations  (34)  nous  montrent,  ce  qui  est  évideut 
.  par  la  géométrie,  qu'à  un  instant  quelconque,  tons  les  pO!ea  corres- 
pondants ï  des  valeurs  différeates  de  n  se  trouvent  placés,  à  des 
distances  invariables  les  uns  des  autres,  sur  une  mâme  droite  qui  est 
parallèle  à  l'axe  commun  de  révolution  et,  par  conséquent,  norma'e  à 
l'herpolhodie  (H).  Or  le  mouvement  de  cette  droite  est  défini  par  la 
condition  que  deux  de  sespointa  décrivent  les  sphères  correspondantes, 
qu'un  autre  point  demeure  dans  le  plan  de  l'herpolhodie  (H)  ;  et  enfin 
qu'elle  soit  normale  à  la  trajectoire  de  l'un  quelconque  de  ses  points, 
par  exemple  de  celui  qui  décrit  un  plan.  On  s'assure  aisément  qu'il 
n'y  a  entre  les  deux  sphères,  le  plan  et  les  segments  de  la  droite 
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d'autre  rel&tioo  que  la  suivante  :  Le  plan  est' perpendiculaire  à  la  ligne 
des  centres  des  deux  sphères.  De  là  cette  curieuse  proposition  qui  se 
ramène  d'ailleurs  aisémeut  à  celtes  qui  ont  été  démontrées  b  la  Un  de 
la  Note  précédente  : 

Si  troit  points  d'une  droite  invariable  sont  atiujellit.  Ut  deux  premier! 
à  demeurer  sur  deux  sphères  différentes,  le  troisième  i  rester  dans  m  plax 
perpendiculaire  i  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères;  si  de  plus  la  droite 
se  déplace  de  maniire  d  demeurer  tançenle  à  la  trajectoire  d'un  de  set  Foi»ls, 
ce  ;tii  dé^it  complitemmt  son  mouBemenl  à  partir  d'une  positiou  donnée, 
le  point  de  la  droite  assujetti  à  rester  dans  un  plan  décrira  une  kerpolAodie; 
tous  les  autres  décriront  des  courbes  tphériques,  gui  seront  les  roules  du 
pâle  dans  l'espace,  pour  le  mouvement  d'iat  corps  pesant  de  révolution. 

Telle  est  la  déSuitton  directe  et  géométrique,  que  nous  voulions 
obtenir,  de  la  route  décrite  par  le  pOie  dans  le  problème  qui  noua 
occupe,  aussi  bien  que  de  l'herpolbodie  de  Poinsot.  Noua  signalerons 
en  terminant  )e  théorème  suivant  de  cinématique  qui  se  ra'taclie 
directement  à  la  proposition  précédente  et  dont  la  démonstration 
n'offre  aucune  difficulté  : 

Si  trois  points  d'une  droite  invariable  sont  astiyettis  à  demeurer  sur  troit 
sphères  dont  les  ceniret  sont  en  ligne  droite,  tous  les  autres  points  de  la 
droite  décrivent  des  sphères  ;  cl,  en  écartant  un  cas  exceptionnel  oit  la  droite 
nui  un  angle  constant  aMC  la  ligne  des  centres,  il  y  a  toujours  un  poittl  de 
la  droite  gui  décrit  un  plan. 

Remarquona  que  cette  proposition  donne  le  mojen  de  décrire  un 
plan  à  l'aide  d'un  système  articulé  comprenant  quatre  tigea  seulement. 
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SDR  UN  PROBLÈME  ANALOQOE  kV  PRÉCÈDENT. 

Les  intégrales  du  problème  precédect  ont  été  données  pour  la 
première  fois  par  Lagrange,  dans  la  première  édition  de  la  Mécanique 
Axàlytlqtte  qui  a  para  en  1188.  Jl  est  intéressant  de  remarquer  que  la 
méthode  de  Lagronge  s'applique,  avec  de  très  légères  modifications, 
dans  le  cas  beaucoup  plus  étendu  ou  le  solide  de  révolutioD,  que  l'on 
suppose  toujours  fixé  par  un  point  de  son  axt^,  est  soumis  ii  l'action 
d'une  ou  de  plusieurs  forces  extérieures  dont  le  potentiel  dépend 
uniquement  de  l'augie  que  fait  l'axe  du  corps  avec  une  droite  fixe. 
C'est  ce  qui  aurait  lieu,  en  particulier,  si  le  corps  était  soumis  à 
l'action  d'un  autre  solide  de  révolution  dont  l'axe  viendrait  passer 
par  le  point  fixe. 

Pour  le  montrer,  rapportons  le  corps  à  un  système  d'axes  0;i;,  Oy,  Oi 
mobiles  avec  lui  et  dirigés  de  telle  manière  que  l'axe  des  «  coïncide 
avec  l'axe  du  corps.  Étudions  le  mouvement  de  ces  axes  mobiles  par 
rapport  k  un  système  d'axes  fixes  OX,  OY,  OZ;  OZ  étant  la  droite 
fixe  dont  il  a  été  question  plus  haut.  Le  potentiel  des  actions  exté- 
rieures sera  donc  une  fonction  f{u)  de  »,  «  désignant  le  cosinus  de 
l'angle  0  que  fait  0;  avec  OZ.  Ce  potentiel  dépendant  exclusivement 
de  w,  la  résultante  des  actions  extérieures  sur  le  corps  rencootrera 
nécessairement  OZ  et  Oe,  Par  conséquent  les  deux  premières  intégrales 
de  Lagrange  subsisteront  sans  modification  et  l'on  aura  encore,  en 
employant  les  trois  angles  d'Euler,  et  conservant  les  notations  do  la 
Note  précédente  : 

/   rfi!;_2B»  — 2L 

/''?_  2B«  — L_     _2B       2B  — 2Ln 

Despevrous.  —  Mécanique.  U.  3I> 
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Quant  à  l'équation  des  forces  vives,  elle  prendra  U  fonne  ; 
(2)  A  (p'  +  ?')  =  2f{n)  +  2H. 

Et  si  l'on  remplace  p  et  ^  par  leurs  expressioos  en  fouction  des  angles 
d'Euler,  on  aura  : 


(3) 


-  =  .[M±_H], _.,,_. (3.-.,. 


Li  solution  du  problème  sera  ainsi  ramenée  aux  quadratures. 

Gomme  application  on  pourra  étudier  le  mouvement  d'une  sphère 
homogène  axée  par  un  point  quelconque  de  sa  masse  et  soumise  à 
l'action  d'an  point  qui  l'attire  suivant  la  loi  de  Newton. 

Des  propositions  générales  que  noua  avons  fait  connaître,  une  seule 
s'applique  encore  au  cas  actuel.  Si  l'on  considère  le  corps  dont  la 
position  !l  l'instant  t  est  déterminée  par  les  valeurs 

0,      <1,      ç,  =  ç  +  («  — 2B)  t, 

des  angles  d'Euler,  le  mouvement  de  ce  corps  sera  le  même  que  si 
dans  les  formules  primitives  on  supposait  : 

2B^n, 

ce  qui  revient  à  admettre  que  l'ellipsoïde  central  du  point  fixe  est  une 
sphère. 

Le  mouvement  relatif  à  cette  hypothèse  jouira  encore  de  la  propriété 
de  réciprocité  que  nous  avons  signalée  :  lorsqu'on  a  déterminé  le 
mouven^ent  des  axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  fixes,  le  mouvement 
inverse  des  axes  Hxes  par  rapport  aux  axes  mobiles  aéra  un  de  ceux 
que  le  même  corps  pourrait  prendre,  si  les  circonstances  initiales 
étaient  changées.  • 
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ËTUOft  QËOMÈTRIQItE  SOR  LES  PERCDSSIOHS  ET  LE  CBOC 
DES  CORPS. 


En  1874,  j'si  présenté  k  l'Académie  den  Sciences  les  principaux 
résultats  d'une  étude  sur  le  choc  des  corps  (voir  les  Complet  rendus  des 
siancet  de  l'Académie  des  ScUnces,  t.  LXXVIII,  p.  1421,  1550,  1645, 
1167,  et  le  Bulletin  des  Sciences  matAématisnet,  2*  série,  t.  IV).  Je  me 
propose  de  faire  connaître  ici  les  principaux  résultats  que  j'ai 
obtenus. 


I.  —  Db3  PKRCUSS10M3. 

Considérons  un  point  matériel  de  masse  m,  soumis  k  l'action  ds 
différentes  forces.  Soient  a:,  g,  «les  coordonnées  de  ce  point  à  l'instant  f, 
9i,  V,,  V,  les  composantes  de  la  vitesse  au  même  instant,  Xf,  T,-,  Z, 
celles  de  l'une  quelconque  des  forces  qui  agissent  sur  le  point.  On   - 
aura  les  équations  ; 

Im~  =X,-[-  ...  +X„ 
„^  =  Z,  +  ...-HZ., 
et,  par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  foi,  va,,  v»,  les  composantes 
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delà 

itcssc  du  mobile  ii  l'instant  0,  on  aura: 

m,,-m,„=£'x,il  +  ...  +£'X.''I, 

(2) 

1  »r, -«•„= /"T,i;-4-  ...  +  /"t.<!1, 

1  «,.-,n,,=£z,dl-t...  +fy.d'. 

Ces  équatians  peuvent  a'interprétar  de  la  manière  suivante. 
Appelons,  avec  différents  auteurs,  impultion  de  la  force  (X,  Y,  Z)  la 
quantité  géométrique  dont  les  composantes  sont  : 


f'xdt,       fYdt,       f'zdt; 


les  équations  (2)  donneront  lieu  au  théorème  suivant  : 

L'accroittment  géométrique  de  la  quantité  de  mouvement  d»  point  matériel 
dans  un  intervalle  de  tempe  Uni  quelconque  ett  égal  à  la  somme  géométrique 
des  impulsions  des/i/rca  qui  agîsient  sur  et  point  pendant  tintervalU  de 
temps  considéré. 

Il  résulte  de  ce  théorème  .que  si  des  forces  agissent  sur  un  point 
matériel,  et  si  l'on  connaît  seulement  leurs  impulsioua  dans  un  intervalle 
de  temps  donné,  on  pourra  déterminer  raccroiasement  géométrique  de 
la  quantité  de  mouvement  du  point  sur  lequel  elles  agissent,  et  par 
conséquent,  si  l'on  connaît  la  masse  et  la  vitesse  initiale  du  point,  on 
obtiendra  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  finale.  Mais  il  importe 
de  remarquer  que  ton  n'aura  auctme  notion  sur  la  position  de  ce  moWe  à 
Vinstant  final. 

Imaginons  maintenant  que  l'intervalle.da  temps  pendant  lequel  les 
forces  agissent  devienne  de  plus  en  plus  petit,  mais  que  les  impulsions 
de  quelques-unes  des  forces  conservent  une  valeur  finie,  ce  qui  exige 
que  ces  forces  deviennent  de  plus  en  plus  grandes  :  le  changement  de 
vitesse  se  produira  dans  un  intervalle  de  temps  de  plus  en  plus  court, 
mais  il  sera  toujours  fini.  D'ailleurs,  si  l'on  suppose  que  les  impulsions 
des  forces  relatives  à  tout  intervalle  de  temps  compris  dans  celui, que 
nous  considérous  demeurent  inférieures  à  des  grandeurs  fixes,  les 
changements  de  vitesse  dn  point  matériel  demeureront  finis  et  le 
déplacement  du  point  matériel  deviendra  de  plus  en  plus  petit  quand 
l'intervalle  de  temps  diminuera. 
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En  effet,  réduisons  toutes  les  forces  k  une  seule  dont  lea  composantes 
à  l'instant  0  soient  Xg,  Yg,  Zg,  et  considérons  la  projection  du  mouve- 
ment sur  l'axe  des  3!  par  exemple.  Oq  a  : 

x  —  x^  —  v^t=\    (Ï9  /    'Xflie, 

Nous  supposons  que  l'impulsion  /  X$  tf  0  demeure,  quel  que  soit  0, 
inférieure  k  un  nombre  fixe  M,  On  aura  donc,  eu  valeur  absolue  : 

*  —  ^,  -  V  <  i 


<  Tm  de 


«  —  «0  —  V'<  M(, 
et,  par  conséquent,  z  —  £,  diminuera  quand  l'intervalle  de  temps 
deviendra  de  plus  en  plus  court  ('). 


(<)  Noui  InlrodulMDS,  on  Is  voil,  uns  condilion  qui,  d'habilude,  n'^l  poB  énoncée 
explIcllemeDi  :  c'est  que  l'impuliion  de  la  force  dans  une  partie  quelconque  Je  l'ialet- 
valla  de  temps  conildéré  demeure  tofârletireA  une  fjrandBurflie  quand  rintervalle -de 
temps  dlmlQue.  CelLo  cocdillon  esl  toujours  sallsfnilo  dans  les  applicnlious,  car  od  n'y 
considère  que  des  pErcuMicas  doijl  la  direclion  na  varie  pas  aonalblomoal  dnaa 
toute  la  durée  de  l'inlervaile  pendant  lequel  ollej  agiasenl.  Par  oicmple,  dnna  le  choc 
de  deui  corpa,  la  force  qui  s'eicrce  au  pulnt  de  raotacl  sur  l'un  des  corps  na  peut 
ngirquft  dBQs  un  sens  déterminé,  de  manière  à  écarter  les  deux  corps.  Alors  l'inlé- 

XB^tcoosscveson  signaet  ne  cesse  de  croître-,  elle  demeure  donc  intérieure 
à  sa  valeur  finale,  qui,  par  bypoltiàse,  osl  Unie. 

Hais.  flU'on  se  place  à  un  poin)  de  vue  eiclusïvomeat  théorique,  il  est  aisé  de  trouver 
des  forces  qui,  dans  un  temps  Irés  court.  Imprimeront  des  clianHemeotB  Unis  ou  même 
nuls  de  vitesse,  tout  eo  déplaçant  le  mobile  d'une  qusnliié  Snie.  Considérons,  par 
Biample,  un  point  qui  sa  meut  en  ligne  droila  et  qui  e}t  aoumis  ft  l'actioD  de  la  force 
dont  l'eiprentoD  A  llaslont  S  est  : 

T    4e)c    .    Bit        Oit 

Xfl  =  -i^Y  sin  1J,-  00»  -,p  *  , 

e  et  T  éliflt  des  cooilantes.  On  aura  : 

dvz 4en   .    du        Bit 

et  par  salle,  si  l'on  appelle  u  la  vitesse  Infllala, 
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On  se  rapproche  donc  de  plus  en  pius  d'ua  état  limite  dans  latjiiel 
le  mobile,  sans  changer  de  position,  éprouverait  une  modlflcation 
brusque  de  sa  vitesse.  C'est  cet  état  limite  que  l'on  étudie  dans  la 
théorie  des  percussions,  et  il  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède 
que,  pour  déterminer  le  changement  de  vitesse  du  mobile,  il  suffit  de 
connaître  les  impulsions  des  difTérentes  forces  auxquelles  il  est  soumis. 
Ce  sont  ces  impulsions  auxquelles  on  donne  le  nom  de  percutions. 
Il  est  clair  que  les  percussions  provenant  de  forces  finies,  telies  que  la 
pesanteur,  peuvent  être  considérées  comme  nulles. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  discuter  une  objection  que  l'on  adresse 
quelquefois  à  la  théorie  des  percussions.  Quelques  auteurs,  en  s'sp- 
pujrant  sur  ce  qu'il  n'existe  pas  de  force  rigoureusement  instantanée, 
préfèrent  ne  pas  employer  la  notion  des  percussions  et  les  théories  qui 
déterminent  leurs  efi'ets.  Il  n'existe  pas  de  point  géométrique  ni  de 
ligne  droite  dans  la  nature,  et  cependant  nous  trouvons  utilité  et  intérêt 
&  étudier  ces  abstractions.  Il  7  a  sans  doute,  quand  on  passe  aux 
applications,  it  examiner  les  erreurs  que  l'on  peut  commettre  en 
appliquant  les  théorèmes  de  la  Science  pure,  mais  cette  question  ne 
nous  paratt  pas  devoir  être  mêlée  su  développement  de  la  Science 
elle-même. 

On  sait  comment  se  mesurent  et  se  représentent  las  percussions.  Au 
fond,  ce  sont  des  quantités  de  mouvement,  qu'il  suffit  de  composer  avec 
celles  des  points  sur  lesquels  elles  agissent.  Je  rappellerai  rapidement 


•i  l'on  suppose  i|uo  lo  tomps  T  Jovicnne  île  plui  en  plus  pelil,  e  demeuranl  contUnl, 
nura  uno  Torire  trùs  uranilo  aqissaiil  punilanl  un  leinps  tris  court,  «<  pr&duliant 
Mi«  (hanstnuni  de  tititsi  tt  déplaçant  li  point  d'une  quanUH  fuikonque  e. 
duia  il  cal  fiicllo  i!e  rocoimnilro  que  lï  raudilloii  énoncée  dîna  le  tsilB  dbbb  IrouTS 
13  roinpiie,  puisque  l'inipulaioa  pari  le  Ile 


J^Xflrf»  = 


2«^^,eii 


ne  demeure  pu  Baie,  pour  4  =  -=  piir  eiemplo,  quand  T  tend  vers  léro.  D'allleors,  Il 
eel  aisé  d«  reconnaîtra  que  la  fori^  ctiango  <le  aena  au  milieu  de  son  action. 

C'est  uns  force  de  ce  Renre  qu'une  locomoliie  doit  déployer  |iour  eiôculet  uns  de 
ces  opéruliona  gui  soûl  al  fréquoDios  dnna  lea  gares  ul  ameuer  rapidemeot  un  ou 
plusieurs  -wagons,  sans  lileise,  d'une  pasition  dans  une  autre. 
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les  règles  relatives  à  leur  effet  sur  le  corps  solide  et  je  préiienterai 
en  même  temps  quelques  remarques  nouvelles  sur  leur  application. 

Si  la  corps  solide  a  un  axe  fixe,  le  produit  du  moment  d'inertie 
relatif  h  cet  axe  par  l'accroissement  de  la  vitesse  de  rotation  est  égal  i 
la  somme  des  moments  des  percussions  par  rapport  a  cet  axe. 

Si  le  corps  a  un  point  fixe,  désignons  par  p,  g,  r  les  composantes 
de  la  rotation  suivant  las  trois  axes  principaux  de  ca  point,  et  par 
A,  B,  C  les  moments  d'inertie  relatifs  à  ces  trois  axes;  les  vitesses 
prendront  des  accroissements  \p,  àg,  Ar  définis  par  les  formules  : 

/    Aip  =  L, 

(3)  Bi?  =  M, 

(  Cir  =  N, 

o!i  h,  M,  M  désignant  les  somuies  des  moments  des  percussions  par 
rapport  aux  trois  axes. 

Les  formules  précédentes  peuvent  être  remplacées  par  une  construc- 
tion géométrique  très  éléganta  dont  Poinsot  a  souvent  fait  usage. 
Soit  Ole  point  fixe.  Supposons  qu'on  y  transporte  les  quantités  de 
mo|ivement  de  tous  les  points  du  système  et  que  l'on  compose  les 
couples  qui 'naissent  de  ces  translations:  le  couple  résultant  sera  le 
couple  des  guaniitéi  de  mouvement  transportées  en  0.  Il  est  lié,  cdmme 
on  sait,  d'une  manière  très  simple  à  la  rotation.  1°  L'axe  de  rotation 
est  le  diamètre  conjugué  du  plan  de  ce  coupla  par  rapport  à  l'ellipsoïda 
central  du  point  0,  et  il  est  du  même  côté  de  ca  plan  que  l'axe  du 
couple.  2°  Si  G  désigne  le  moment  du  couple,  Ha  longueur  du  demi- 
diamètre  intercepté  dans  l'ellipsoïde  par  Taxe  de  rotation,  et  S  la 
distance  du  centre  au  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  à  l'extrémité  de  l'axe 
de  rotation,  la  vitesse  angulaire  de  rotation  a  pour  valeur  : 

On  voit  donc  que,  ai  l'on  connaît  le  couple  des  quantités  de  mouve- 
ment, on  aura  immédiatement  le  mouvement  du  corps  solide. 

Or,  les  formules  précédentes  peuvent  se  traduira  comme  il  suit. 
Transportons  toutes  les  percussions  au  point  fixe  et  composons  tous 
les  couples  qui  naissent  de  cette  translation  :  on  obtiendra  un  couple 
résultant.  Il  si^ra  de  composer  et  couple  aeec  ceM  dee  qMnliUs  de 
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MOUMOient  antérUnremeut   ac^uiset  pour  avoir  le  nouoeaK  conple  da 

quanti tét  dt  mouvement. 

Dans  le  caa  ou  le  corps  solide  est  entièremeot  libre,  désignonaparM 
la  masse  du  corps,  par  Vz,  V^,  V,  les  composantes  de  la  vitesse  du 
centre  de  gravité,  par  X,  Y,  Z  celles  de  la  résult&nte  générale  des 
percussions  transportées  au  centre  de  gravité.  On  aura  : 

miV,  =  X, 

iMiV^=  Y, 

,  m\Y,=  Z, 

et  ces  équations  s'interprètent  comme  il  suit  :  La  nouvellA  vitesse  du 
centre  de  gravité  sera  la  même  que  si  la  masse  entière  j  était  concentrée 
et  toutes  les  percussions  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes. 

Quant  an  changement  que  subit  la  rotation  autour  du  centre  de 
gravité,  on  le  déterminera  en  considérant  ce  centre  comme  un  point 
fixe  et  en  appliquant,  soit  les  formules  (3),  soit  la  construction  géomé- 
trique de  Poinsot  qui  leur  est  équivalente. 

La  forme  linéaire  de  toutes  ces  équations  nous  montre  tout  de  suite  : 
l"  que  l'on  obtiendra  la  nouvelle  vitesse  d'un  point  quelconque  en 
composant  la  vitesse  antérieure  avec  celle  que  détermineraient  les 
percussions  si  elles  agissaient  sur  le  corps  au  repos;  2"  que  Ton 
obtiendra  le  même  résultat,  soit  en  faisant  agir  simultanément  les 
percussions,  soit  en  les  faisant  agir  successivement  dans  un  intervalle 
de  temps  suffisamment  court;  3°  enfin  que,  'si  l'on  multiplie  les 
percussions  par  un  nombre  quelconque  p,  les  vitesses  qu'elles  déter- 
minent sur  le  corps  au  repos  sont  toutes  multipliées  par  p.  Tous  ces 
résultats  s'étendent  d'ailleurs,  sans  difficulté,  au  cas  oii  le  corps  solide 
est  soumis  ^  des  liaisons  d'une  nature  quelconque,  et  les  composantes 
de  la  viteiisc  que  prend  un  point  quelconque  sont  toujours  des  fonctions 
linéaires  des  composantes  des  percussions  qui  agissent  sur  le  corps 
solide. 

Nous  remarquerons,  en  terminant,  que  les  constructions  géomé- 
triques données  précédemment  permettent  de  résoudre  d'une  manière 
simple  certaines  questions.  Supposons,  par  eifemple,  qu'il  s'agisse  de 
trouver  les  percussions  qui,  appliquées  à  un  corps  solide  libre,  lui 
impriment  au  début  une  rotation.  On  reconnaîtra  aisément  que  les 
lignes  d'action  de  ces  percussions  doivent  être  perpendiculaires  à  leur 
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polaire  par  rapport  à  l'ellipsoïde  central  du  centre  de  gravité;  elles 
fonnent  donc  un  complexe  bien  connu  et  qui  a  été  étudié  par  divers 


Considérons,  en  effet,  une  percussion  P  appliquée  h  un  corps  solide. 
Elle  imprimera  au  centre  de  gravité  une  vitesse  de  translation  qui  lui 
sera  parallèle.  Quant  à  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité,  nous 
avons'  vu  qu'elle  commence  autour  de  la  droite  qui  est  le  diamètre 
conjugué  du  plan  passant  par  la  percussion  P  et  le  centre  de  gravite. 
Pour  que  le  mouvement  initial  soit  une  rotation,  il  fout  que  la 
translation  imprimée  au  centre  de  gravité  soit  normale  i  l'axo  de 
rotation;  c'est-à-dire  que'  la  ligne  d'action  de  la  percussion  P  soit  une 
droite  perpendiculaire  au  diamètre  conjugué,  par  rapport  à  l'ellipsoïde 
central  du  centre  de  gravité,  du  plan  passant  par  cette  droite  et  par  le 
ceutre  de  gravité  ;  on,  ce  qui  est  la  même  chose,  il  faut  que  cette  ligne 
d'action  soit  une  droite  perpendiculaire  à  sa  polaire  par  rapport  à 
l'ellipsoïde  central  du  centre  de  gravité. 


IL  —  DSS   FORCES  VIVES  DANS  LA  THéoiUE   DES  FBRCU3SI0NS, 

Reprenons  les  équations  relatives  à  l'effet  des  percussions  sur  u 
point  matériel  : 

"~       'xde, 


.(..-0=2  x 

.(.,-0=2/' 


Zdt. 


Multiplions-les  par  »,  +  Pm,  v,  +  Oojn  "i  +  »•*  8t  ajoutons-tas. 
Nous  aurons,  en  désignant  par  Dd,  v  les  vitesses  initiale  et  finale, 

/  «  (c"  -  vl) 

Le  second  membre  de  cette  formule  a  une  signification  géométrique 
très  simple.  Si  la  force  (X,  Y,  Z)  agissait,  pendant  toute  la  durée  de 
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son  action,  aur  un  mobile  animé  de  la  vitesse  constante  dont  les 

composantes  sont  : 

V,  +  V^,         D,  +   P„,         F,  +  0,., 

son  travail  élémentaire  serait  : 

s;  ("r  +  P»r)  At+^  (e,  +  r^)  (î(  +  Z  (».  +  o„)  i(, 

et  son  travail  total  dans  l'intervalle  de  0  à  f  serait  précisément  l'inté- 
grale qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  formule  (6).  Nous  avoaa 
donc  la  propositioa  suivante  : 

Thborkme  I.  —  QKOKi  den  pereusslont  offUsent  tw  un  poi»t  matériel, 
la  tarialUm  dejbree  vise  est  égale  à  la  tomme  des  travatuc  çue  produiraient 
leijbrces  d'au prooietinent  cei  peretutioiu  li,  peiida"!  loule  la  durée  de  le»r 
action,  le  point  matériel  contenait  itse  vileste  cotutante  égale  à  la  tomme 
géométrique  de  tes  vitesses  initiale  et  finale. 

Multiplions  maintenant  les  équations  (5)  paro^,  f,,  o,  respectivement 
et  ajoutons- les.  Nous  obtiendrons  une  équation  que  l'on  mettra  aisément 
sous  la  forme  suivante  : 

imej  —  mo'  =  m  [{v^  —  P„y  ■+■  {r,  —  v„y  +  (e,  —  e^)*] 

Cette  équation,  interprétée  comme  la  précédente,  coudait  à  cette 
nouvelle  proposition  : 

Thôorème  II.  —  Laperte  de  jbree  vive  etC  égale  i  la/itrce  vive  due  à 
la  vitetse  perdue  moins  le  double  de  la  tomme  det  travaux  que  produiraient 
let'prces  si  le  point  matériel  eontervait,  pendant  toute  la  durée  de  Inr 
action,  wu  vitesse  conttanle  et  égale  à  la  vitesse  Anale. 

Enfin,  si  l'on  employait  comme  multiplicateurs  0)„  d«„  v^,,  on 
aurait  de  même  l'équation  : 

;■    MP'  —  mv\—M  [(P,  —  B,,)»  +  {V,  —  V„Y  -h  (C,  —  t>^)*] 
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qui  s'JDterprèta  comme  il  suit  : 

Thboréub  III.  —  Le  gam  iejbrce  vive  est  égal  à  la/orce  eiee  due  à  la 
vileue  gagnée  (ou  perdue),  augmentée  du  double  dei  IrapoMX  que  produiraient 
leijbrces  ti,  pendant  toute'la  durée  de  leur  action,  le  point  matériel  consereail 
VM  oiteue  conitante  el  égale  d  la  viteste  initiale. 

Il  est  aiaé  da  reconnaître  que  cette  dernière  proposition  est  un  simple 
corollaire  des  deux  précédentes,  mais  il  peut  ^  avoir  quelque  intérêt 
à  en  faire  usage. 

Considérens  maintenant  un  système  composé  d'un  nombre  quel- 
conque de  points  matériels.  Ëcrivona  les  équations  analogues  à 
l'équation  (6)  pour  chacun  des  pointa  et  ajoutons  toutes  ces  équations. 
Nous  aurons  : 

!Smo*  — 2«1>Î 

IcB  sommes  qui  figurent  dans  le  premier  membre  s'étendaat  a  tous  les 
points  matériels,  et  celle  qui  figure  dans  le  second  à  toutes  les  forces. 
Cette  équation  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théobèue  IV.  —  La  variation  de  la  force  vive  totale  Sun  sysUme  eil 
égale  à  la  tomme  des  travaux  que  produiraient  lee  percustiont,  tant 
intérieure»  qu'extérieures,  ii  chacun  des  points  d'application  de  ces  per- 
cussion» conservait,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse 
constante  égale  à  la  tomme  géométrique  de  ses  vitesses  initiale  etjlnale. 

De  même,  l'équation  (7)  nous  conduira  à  la  suivante  : 

/  ÏBie»  —  Zmvl  =  2m  [(v,  —  rj"  +  (p,  —  »„)'  +  (v,  —  v)'] 

^"^i  -222XW  +  Y^.-HZ..)i^    ^ 

ce  qui  donne  le  théorème  suivant  : 

Théorbub  y.  —  La  perte  dt  force  vive  du  lystime  est  égale  à  la  force 
vive  due  aux  vitesses  perdues,  diminuée  du  double  de  la  tomme  des  travaux 
que  produiraient  les  percussions,  tMtintérieuresqu'exUriewet-,ti  chacun  de 
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leurs  poinu  d'application  conterpait,  pendant  tou(e  la  d»rie  de  Uar  action, 

une  viteise  conttanle,  /gale  à  sa  viteut  Unale. 

Toutes  1q9  propoaitioQS  prâc«dente3«'appliqueot  aux  forces  agissapt 
pendant  un  tampn  quelconque.  Mais,  si  le  flystème  matériel  est  un 
corps  solide  et  si  les  forces  agissent  pendajit  un  temps  très  coart, 
c'est  à  dire  sont  de  véritables  percussions,  il  est  aisé  de  démontrer 
que  les  termes  correspondants  aux  percussions  intérieures  se  détruisent 
deux  à  deux  et  disparaissent  des  équations  (9)  et  (10).'  Soient,  en 
effet,  m,  m'  deux  points  du  corps  solide  entre  lesquels  s'exerce  ans 
force  (X,  Y,  Z).  Appelons  p,„  v„  ...  les  vitesses  du  point  m,  et 
o«»  K,  •••  celles  du  point  m'.  Les  termes  qui  proviennent  de  la 
force  (X,  T,  Z)  dans  les  équations  (9)  et  (10)  sont  composés  des  deux 
expressions  : 

f  (p^  -  p;  )j'xdl  +  (»,   -  v;  )JYdt  +  (e.  —  v',  )fzdt, 

i  (Pw  -  of'^'it  +  (Pw  -  Pu») /Vrf(  +  (o,  -  i>i,)fzat. 

Les  deux  points  m,  m'  étant  maintenus,  par  hypothèse,  à  une 
distance  invariable,  les  vitesses  initiale  et  finale  satisfont  aux 
conditions  : 


m 


X,  y,  s,  a' ,  y\  z'  désignantles  coordonnées  des  deux  pointa.  D^aillonrs, 
la  percussion  étant  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  les  deux  points, 
on  a  : 

fxtfi z:±\{s-  x'),       Ç\dt  =  X  (p  —  y'),       fzij  =  X  («  —  /), 

et,  par  conséquent,  les  deux  expressions  (11)  sont  nulles,  en  vertu  des 
formules  (12).  Ainsi  les  percussions  intérieures  disparaissent  dans  les 
formotes  (9)  et  (10). 

La  démonstration  précédente  n'est  pas  absolument  irréprochable, 
parce  qu'elle  suppose  que  les  distances  des  différents  points  soient 
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demeurées  les  rnSmeg  pendant  toute  la  durée  des  percussions.  Il  est 
aisé  de  reconnaître  d  priort  que  cette  condition  n'est  pas  nécessaire  et 
qu'il  suffit,  pour  que  les  théorèmes  aieut  lieu,  que  les  distances 
mutuelles  des  différents  points  redeviennent  les  mêmes  après  les 
percuaaions.  Eu  effet,  dans  ce  cas,  les  théorèmes  du  mouvement  du 
centre,  de  gravité  et  des  moments  permettant  de  trouver  le  nouveau 
mouvement  du  corps  solide,  et  par  suic«  la  variation  de  force  vive. 
Or  l'application  de  ces  théorèmes  est  indépendante  des  déformations 
passagères  qui  peuvent  se  produire  pendant  l'action  des  percussions. 
Ou  voit  donc  qu'il  en  sera  de  même  de  la  variation  de  la  force  vive, 
et,  par  suite,  les  expressions  que  nous  avons  trouvées  en  supposant 
les  distances  invariables  doivent  subsister  dans  tous  les  cas,  pourvu 
que  les  distances  reprennent  leurs  valeurs  initiales  quand  les  percus- 
sions ont  cessé  leur  action.  Nous  allons,  du  reste,  en  nous  servant 
seulement  des  équations  ordinaires,  obtenir  une  vérification  des 
propositions  précédentes. 
Four  cela  reprenons  les  équadons  (3)  et  (4),  que  nous  écrirons  : 

'«{V,-V„)  =  i:Y.  =  Y. 

M  (V.  -  V  J  =  2  Z(  =  Z, 

^a  Vit  '<  désignât  les  coordonnées  du  point  d'application  de  la 
percussion  (X,,  Yj,  Z^)  par  rapport  aux  trois  axes  principaux  du 
centre  de  gravité. 

En  multipliant  ces  équations  par  T^  +  V,^,  ...,  p  +  p^,  .■■  respec- 
tivement et  en  les  ajoutant,  on  a  : 

'   wV*  4-  A;»»  +  B?'  +  Or*  —  mV;  —  A^fJ  —  BjJ  —  CrJ 
(13)  =X(V,.t-V^)  +  Y(V, +  VJ  +  Z(V.+  V^ 

(  +  L  {;»  -H  /)()  +  M  (?  +  fj  +  N  (r  +  r^. 

Le  premier  membre  représente  la  variation  de  force  vive.  D'autre 
part,  si  l'on  appelle  c",,  ...,  ou,  —  les  composantes  des  vitesses 
initiale  et  finale  du  point  d'application  (2|,  p,,  si)  de  la  percussion 
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{Xi,  Y(,  Z(),  on  a  : 

eî,  =  V^  +  tf,a,  —  r^Vi,      sj,  =  V^  +  çt,  —  r/„ 
eî,  =:V„^  +  fj»;  —  ?»««      »*  =  V,  +  r»(  — px;, 

»î.  =  v,^  +Ayf— tfe'i'i.     *■«  =  ■^.  +  P^i— «*.-, 

et  l'on  obtient,  p&r  ou  calcul- facile  : 

S  Xi  {v^  +  «!,)  +  Y,  (fi^  +  eU  +  Z,  K  +  "!.) 
=  X  (V,  +  V J  +  Y{f,  +  V„)  +  Z  (V.  -(.  V„) 
+  (/"+?•)  "^  +  (?  +  ^»)  M  +  ('  +  *"•)  N. 
Eu  comparant  à  l'équation  (13),  on  a  : 

i  mV*  +  AjB»  +  Bj'  +  Cr"  —  «VJ  —  Api  —  BïJ  —  CrJ, 

et  cette  équation  ne  diffère  de  l'équation  (9)  qu'en  ce  que  les  termes 
provenant  des  actions  intérieures  ont  disparu.  Nous  avons  donc  la 
proposition  suivante  : 

Teéorèub  VI.  —  QuMd  àsi  pereuititMs  agittaU  tur  vn  corpi  lolide, 
la  variatioa  de  Jbree  vive  e»t  égale  à  la  tomme  da  travaux  qu'elle»  proitù- 
raienl  si  leurs  poinlt  d'applicalion  eoiutrvaieni,  pendant  toute  la  durit  de 
leur  action,  une  viteue  constante  égale  à  la  sonnu  géométrique  de  leur 
vitesse  initiale  et  de  leur  vitesse  finale. 

On  vérifiera  de  la  même  manière  l'équation  suivante  : 

l    hp\  4-.B?î  +  Cr;  +  mV;  —  A/i'  —  B?'  —  Cr*  —  wV 
(15)  =  A  (?-;-,)'  + B  (y -?,}'  + C(r-r,)'  + «(V-V.)> 

(  —  22(X^Oi,  +  Tie^  +  ZiPi.), 

qui  ne  diÔére  de  l'équation  (10)  qu'en  ce  que  les  termes  provenant  des 
percussions  intérieures  ont  disparu  et  qui  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème  YIL  —  La  perle  de  force  vice  éproueie  par  le  corps  solide 
est  égale  à  Ut  force  site  due  aux  vitesses  perdues  moins  le  double  de  la 
somme  des  travaux  que  produiraient  les  percussions  si  Us  poiKlt  sur 
lesquels  elles  agissent  conservaient,  pendant  toute  la  durée  de  leur  aeUon, 
une  vitesse  constante  égale  à  leur  vitesse  Jlnale. 
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Il  est  bon  de  remarquer  que  si  le  corps  solide  est  soumis  à  des 
liaisons,  s'il  a,  par  exemple,  des  points  fixes,  ou  des  points  assujettis 
k  demeurer  sur  une  surface  fixe,  ou  des  surfaces  assujetties  à  passer 
par  des  points  fixes,  etc.,  les  termes  provenant  dans  les  équations 
précédentes  des  percussions  de  liaison  seront  tous  nuls,  pourvu  que 
l'on  néglige  le  frottement.  Par  exemple,  s'il  ;  a  un  point  fixe,  la 
percussion  que  le  corps  reçoit  de  l'obstacle  fixe,  s'exerçant  sur  un 
point  dont  la  vitesse  est  et  demeure  nulle,  ne  donnera  de  terme  dans 
aucune  des  équations  (14)  ou  (15). 

D'après  cela,  si  une  seule  percussion  agit  sur  un  corps  solide  au 
repos,  la  force  vive  imprimée  au  corps  sera,  en  vertu  du  théorème  VI 
et  de  l'équation  (14),  égale  au  produit  de  cette  percussion  par  la 
projection,  sur  sa  direction,  de  la  vitesse  que  prend  son  point  d'appli- 
cation, li  faut  donc  que  cette  projection  soit  positive  et,  par  consé' 
-  qnent,  que  le  point  d'application  cide  sous  l'action  de  la  percussion 
qui  lui  est  appliquée.  C'est  là  un  résultat  conforme  à  notre  expé- 
rience de  tous  les  jours;  mais  le  théorème  précédent,  qui  le  met  en 
évidence,  nous  conduit,  en  outre,  à  la  considération  d'un  élément 
nouveau  qui  ae  rapporte  aux  droites  d'un  corps  solide  et  que  nous 
allons  définir. 

Concevons  une  droite  D  et  supposons  qu'une  percussion  égale  k 
l'unité  ait  Gett«  droite  pour  ligue  d'action.  Soit  A  le  point  de  D  où 
elle  est  appliquée.  Elle  communique  à  ce  point  A.  une  vitesse  dont  la 
projection  sur  la  percussion   et  par  conséquent  sur  la  droite  est 

positive;   nous  désignerons  cette  projection  par  ->  et  il  est  clair 

qu'elle  demeurerait  la  même  si  l'on  faisait  glisser  la  percussion  sur  la 
droite  D;  car  on  sait  qu'alors  le  mouvement  imprimé  au  corps  demeure 
le  méme,'et  d'autre  part,  dans  ce  mouvement,  les  projections  sur  la 
droit«  des  vitesses  de  tous  les  points  de  cette  droite  sont  égales.  Nous 
appellerons  cette  quantité  i^,  essentiellement  positive,  le  paratnèlre  de 
la  droite.  Quand  on  l'aura  détenninée,  on  saura  que  touU  percuetio» 
égale  dP  et  dirigée  tmvant  Ut  droite  déterminera  e»  toit  point  d'appUcaliott 

p 
une  vitette  dont  la  pr<geelion  nr  la  percussion  tera  positive  et  égale  à  — . 

Cherchons  quelle  est  la  valeur  du  paramètre  dans  les  cas  principaux 
que  l'on  a  à  considérer. 
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1°  Supposons  d'abord  le  corpB  libre,  et  soit  une  percussion  agissant 
suivant  une  droite  XX'  (j^.  877).  Désignons  par  M  la  masse  du  corps, 
La  percussion  P  imprimera  d'abord  ii  tous  les  points  une  vitesse  de 

p 
translation  égale  k  -  ;  elle  produira,  en  outre,  une  rotation  autour  du 

diamètre  GL,  conjugué  au  plan  GXX'  dans  l'allipsoïde  central  du 
centre  de  gravité  Q.  Appelons  p  la  distance  6H  du  centre  de  gravité 
&  la  droite  XX'.  Le  mo- 
ment G  du  couple  qui  ré- 
sulte de  la  translation  de 
U  percussion  en  G  sera 
Pp,  et,  par  conséquent,  la 
vitesse  de  rotation  autour 
de  GL  sera  donnée  par  la 
formule  : 

w  —  PpU, 

oii  l  désigne  la  longueur  du  demi-diamètre  GL  de  l'ellipsoïde  central 
autour  duquel  s'effectue  la  rotation,  et  S  la  distance  GK  du  centre  au 
plan  tangent  à  l'extrémité  de  ce  diamètre.  Nous  pouvons  d'ailleurs 
décomposer  cette  rotation  en  deux  autres,  l'une  u'  dirigée  suivant  G  K 
et  égale  à  u  X  r  ou  Ppî*,  l'autre  u'  dirigée  dans  le  plan  XX'  et  dont 
nous  n'avons  pas  besoin  de  connaître  U  valeur. 

D*après  cela,  la  vitesse  d'un  point  quelconque  de  XX',  par  exemple 
du  pied  H  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  G,  se  compose  de  trois 
vitesses  :  1°  la  vitesse  de  translation  dont  la  projection  sur  U  droite 

p 
XX',  prise  dans  le  sens  de  la  percussion,  est  -;  2°  la  vitesse  due  à 

la  rotation  u>',  vitesse  qui  est  dirigée  suivant  XX'  et  qui  a  pour 
valeur  ut'p  ou  Pp'S*;  39  la  vitesse  due  à  la  rotation  u',  qui,  étant 
normale  à  XX',  donne  une  projection  nuHe.  On  voit  donc  que  la 
projection  sur  la  direction  de  la  percussion  de  la  vitesse  imprimée  au 
point  H,  projection  qui  conserve  la  même  valeur  pour  un  point 
quelconque  de  XX',  est  : 


P(i+f'8.). 
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Oa  B  donc  c|ana  ce  cas,  pour  le  parmmètre  de  la  droite  XX',  l'expres- 
sion très  simple  : 


(16). 


:  =  iB +?'»'■ 


Le  paramètre,  généralement  inférieur  à  la  mnase,  lui  devient  égal 
quand  la  droite  passe  au  centre  de  gravite. 

Si  le  corps  a  un  point  fixe,  les  raisonnements  sont  les  mâmes; 
seulement  il  n*;  a  pas  Â  tenir  compte  de  la  vitesse  de  translation,  et 
l'on  a  : 

(18). 


1 


:?■«•, 


le  centre  de  gravité  étant  remplacé  par  le  point  fixe. 

Bnfln,  si  le  corps  a  un  axe  fixe,  soient  XX'  (Jlg.  S78)  la  ligne 
d'action  de  la  percussion,  6  l'angle  qu'elle 
bit  avec  l'axe  a<x',  et  d  sa  plus  courte 
distance  k  l'axe.  Désignons  par  m  la  vitesse 
angulaire  imprimée  et  par  M^*  le  moment 
d'inertie  par  rapport  à  aa.' .  On  aura  : 

MA*u  =  Prfsine. 

La  vitesse  du  pied  B  de  la  plus  courte 

Fiï;.278  ^.  P<i*siu6 

distance  sera  — — — ^ — >  et  sa  projection  sur 


Oo  aaT&  donc  ici  : 

(1«), 

I        i*  «n* 

Nous  noue  bornerons  à  ces  trois  cas  principaux.  Pour  les  autres, 
nous  nous  cont«nteron8  de  rappeler  que  le  paramètre  jjl  est  essentielle- 
ment positif. 

III.  —  Du  CHOC  DBS  CORPS. 

Le  clioc  des  corps  a  été  l'objet  de  nombreuses  rcclierclies.  Poisson, 
Despevrous.  —  Uécanique.  IT.  3C 
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dans  lâ  Tome  II  de  sa  Mécmisue,  commeace  par  traiter  le  choc  des 
corps  mous  et  il  obtient  la  solution  complète  du  problème  en  ajoutant 
aux  douze  équations  roiirnies  par  les  principes  du  centre  de  gravité  et 
des  moments  une  équation  nouvelle  qui  exprime  qu'à  k  fin  du  choc 
les  vitesses  normales  au  point  de  contact  des  deux  solides  sont  égales. 
Puis  il  passe  de  Ik  au  cas  des  corps  élastiques,  en  remarquant  que  le 
choc  peut  alors  se  décomposer  en  deux  parties  séparées  par  l'instant 
de  la  plus  grande  compression.  Dans  la  première,  le  phénomène  est  le 
même  que  si  les  deux  corps  étaient  dépourrus  d'élasticité.  Dans  la 
seconde  les  corps  reviennent  à  leur  forme  primitive,  et  il  admet  qu'ils 
reçoivent  une  percussion  égala  k  celle  qui  s'est  développée  k  leur 
contact  pendant  la  première  partie  du  choc.  Il  est  aisé  d'établir  que  la 
force  vive  totale  reprend  sa  valeur  k  la  fin  du  choc,  ce  qui  fournit  une 
espèce  de  vérification  de  l'h^rpothèse  de  Poisson. 

En  1636,  dans  le  Beiimé  des  Leçons  donnéee  â  l'Êctle  det  Ponts  et 
Chaussées,  Navier  a  remarqué  que,  si  l'on  Ait  abstraction  des  vibra- 
tions communiquées  par  le  choc  aux  molécules  des  deux  corps,  la  force 
vive  totale  doit  reprendre  la  même  valeur.  Cette  remarque  lui  a  permis 
d'obtenir  la  percuBsion  totale  qui  se  produit  au  contact  des  corps,  et 
par  conséquent  de  donner  la  solution  complète  de  la  question. 

En  1874,  M.  Resal  a  adopté  la  marche  proposée  par  Navier,  dans 
une  Note  importante  qui  figure  aux  Complet  rendu  des  tiaxett  de 
l'Académie  des  Sciences  {l.  LXXVIII). 

Toutes  ces  âifférenCes  solutions  sont  analytiques;  elles  reposent  sur 
la  considération  de  treize  équations  du  premier  degré  et  ne  laissent 
pas  voir  la  signification  géométrique  très  simple  des  résultats.  Je  me 
suis  proposé,  en  1874,  de  donner  une  solution  purement  géométrique 
de  cette  question,  et  je  vais  indiquer  ici  les  résultats  que  j'ai  obtenus. 

Soient  (U),  (M')  deux  corps  solides  se  choquant  en  uu  point  A, 
L'effet  du  choc  peut  se  représenter  par  deux  percussions  égales  et 
contraires,  dirigées  suivant  la  normale  en  A  aux  deux  surfaces  en 

contact,  l'une jN(f(  appliquée  au  corps  (M),  l'autre  — J^"^'  appliquée 
au  corps  (M').  Soient  w,,  m  les  composantes  suivant  la  normale  au 
point  de  choc  de  la  vitesse  initiale  et  de  la  vitesse  finale  du  point 
de  (U)  qui  se  trouve  en  A,  et  soient  irû,  fo'  les  mêmes  quantités 

relatives  au  corps  (M'). 
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Si  nous  appliquons  succeaaîTCment  le  théorème  VI  aux  deux  corpa 
(M),  (M'),  nous  aurons  : 

i2n  {«!>'  —  MPÎ)  =      (n>  +  «,)  jtidl, 
? 

Smi  £m'  désignant  les  forces  vives  des  corps  (M),  (M')  respectivement. 
Il  est  a  remarquer  que  ces  équations,  qui  ont  évidemment  lieu  pour 
des  corps  libres,  sont  encore  vraies  si  les  corps  ont  des  points  fixes 
ou  sont  assujettis  h  d'autres  liaisons,  car  nous  avons  vu  que  les 
percussions  de  liaison  ne  peuvent  introduire  aucun  terme  dans  les 
seconds  membres  des  équations  générales  (14)  et  (15),  et  les  for- 
mules (11)  ne  sont  que  l'application  particulière  de  l'équation  (14). 

En  ajoutant  les  deux  équations  précédeates,  on  aura,  pour  la 
variation  totale  de  la  force  vive,  la  formule  : 

(18)  Swo*  —  L«»;  =  (nt  —  w'  +  »„  —  »;) /Nrf/, 

qui  va  nous  donner  la  solution  complète  de  la  question. 

Supposons  d'abord  que  les  corps  soient  parfaitement  élastiques  et 
que  la  perte  de  force  vive  doive  âtre  nulle;  il  faudra  que  l'on  ait  : 

(19)  „_„'=_  (w^  _  „i). 

Donc,  l'effet  du  choc  dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques 
est  de  changer  de  tigne  ta  compotanle  normale  de  la  eileste  relative  da 
deux  points  de  choc  $ans  chaîner  la  grandeur  de  celle  competaitte.  Tel  est 
le  résultat  très  simple  auquel  conduit  immédiatement  notre  théorie. 

Cela  posé,  décomposons  le  choc  en  deux  parties  par  la  condition 
que  les  intégrales  J  Ni;  relatives  à  ces  deux  parties  soient  égales. 
Les  percussions  imprimées  aux  corps  solides,  dans  les  deux  parties  du 
choc  ainsi  divisé,  ont  par  hypothèse  même  grandeur,  et  elles  agissent 
suivant  la  même  droite.  Donc,  d'après  les  règles  connues  de  l'effet 
des  percussions,  les  vitesses  gagnées  par  les  points  de  l'un  quelconque 
des  solides  sont  les  mêmes  en  grandeur  et  en  direction  pour  ces  deux 
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parties  du  choc.  Cette  remarque  permet  de  déterminer  les  composantes 
normales  des  vitesses  des  points  des  deux  corps  placés  en  A,  k  la  fln 
de  ]a  première  partie  du  choc;  car  soit  »  la  composante  normale  de  la 
vitesse  du  point  de  choc  de  (U),  on  devra  avoir  : 


équation  qui  exprime  que  la  composante  normale  de  la  vitesse  varie 
de  la  même  quantité  dans  les  deux  parties  du  choc.  Donc  : 


Si  ft'  désigne  la  quantité  analogue  k  «  pour  le  corps  (M'),  on  aura 
de  même  : 


Si  l'on  tient  compte  de  l'équation  (19),  on  aura  : 


Ainsi,  quand  l'intégrale  J  Ndï  a  acquis  la  moitié  de  sa  valeur 
définitive,  les  vitesses  normales  des  deux  points  de  clioc  sont  égales. 
Si  le  clioc  cessait  ï.  cet  instant,  on  serait  dans  le  cas  des  corpt  mous. 
Donc,  si,  dans  It  cas  des  coi-pi  par/ditemeat  élastiques,  oa  sépare  le  choc 
en  deux  parties  par  Vùtstant  oà  les  vUesseï  normaiet  des  deux  poinO  de 
choc  sont  égales,  les  percussions  relatives  à  ces  dtas  parties  du  clioc  sont 
égales.  En  d'autres  termes,  la  percussion  dans  le  cas  des  corps  élastiques 
est  double  de  celle  qui  se  produit  quand  les  corps  sont  mous.  Cest  le 
point  que  l'on  admettait  dans  la  théorie  de  Poisson. 

Dans  le  cas  des  corps  mous,  le  théorème  TIC  trouve  son  application 
immédiate;  les  points  en  contact  ayant  la  même  vitesse  normale  dans 
les  deux  corps  après  le  choc,  les  travaux  des  deux  percussions,  tels 
qu'ils  doivent  être  évalués  dans  cette  proposition,  sont  égaux  et  de 
signes  contraires.  On  voit  donc  que,  dans  ce  cas,  la  force  vive  perdue 
est  égale  îi  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues.  C'est  le  théorème 
bien  connu  de  Carnot,  théorème  qui  n'a  d'ailleurs  d'autre  avantage 
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que  de  montrer  qu'il  j  a  perte  de  force  vire,  sans  appreaclre  à  eu 
mesurer  la  graodeur. 

Pour  étudier  le  choc  d'une  manière  plus  complète  et  comprendre 
tous  les  cas,  nous  allons  chercher  les  formules  qui  relient  les  vitesi^oa 
«,  le',  à  un  instant  quelconque  du  choc,  à  la  percussion  qui  s'est 
produite  jusqu'à  cet  instant,  et,  en  faisant  ensuite  les  h^pothè^es 
particulière?,  nous  retrouverons  tous  les  cas. 

Désigiions  par  (x,  (x'  les  paramètres  de  la  normale  au  point  de  clioc 
par  rapport  aux  corps  (M),  (U')  respectivement.  La  percussion  J  Ni< 
appliquée  au  corps  (M)  donnera  au  point  de  choc  la  vitesse  normale  : 

(20)  «>  =  «',  +  -  jNtf/, 

initiale  w,  et  de  Ci 
int  du  repos.  De  mêmf 
donnera  au  point  d< 

précédentes  nous  conduisent  au 
[XW  4-  Ji'  »'  =  JJ-Wj  +  [Ji'  w 

»—»'=»,  —  wi  +  f-  +  -7)  iîidt. 
Introduisons  les  vitesses  relatives  : 

W  =  «J  —  «>' ,  ■   W,  =  n,  —  wi . 
L'équation  précédente  s'écrira  : 

(M)  w-w.  =  (l +  !)/«,. 

Si  nous  substituons  la  valeur  dejNifï  dans  la  formule  (18),  nous 


résultante  de  la  vitesse  initiale  w,  et  de  CdUe  qu'imprimerait  la 
percussion  au  corps  partant  du  repos.  De  même  la  percussion  —  |  îidl 
appliquée  su  corps  (M')  donnera  au  point  de  cboc  de  ce  corps  la 
vitesse  normale  : 


Les  équations  précédentes  nous  conduisent  aux  deux  suivantes  : 

(22)  [xw  4-  ji'  »'  =  jj-Wj  +  ii.'wi 
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aurons  : 


(24) 


Quant  à  la  variation  de  force  vive  pour  chaque  corps,  elle  sera 
donnée  par  les  formules  (17),  qui  deviennent  : 


ShM  (o'  —  f  î)  =     (w  +  Wj)  - 


as^mules  ne  diJ2real  e»  rien  dé  cellet  qui  seraient  relatieei  ait  ckoe 
de  deux  spUres  de  masies  \x,  [j.'.  Il  eat  donc  inutile  de  les  discuter  en 
détail.  On  obtiendra  le  choc  des  corps  mous  en  faisant  W  ^  0  et  celui 
des  corps  élastiques  en  posant  W  ^  —  W,. 

Cela  nous  conduit  à  dire  un  mot  d'une  hypothèse  bien  connue  de 
Newton,  reUtive  aux  corps  imparfaitement  élastiques.  Newton  admet 
que  pour  ces  corps  le  choc  aéra  terminé  quand  on  aura.: 

W  =  —  (tW,, 

f  étant  une  fraction  positive  qui  dépend  de  la  «ature  des  deux  corps. 
On  voit  que  cette  hypothèse  comprend  comme  cas  extrêmes  celles  qui 
répondent  au  choc  des  corps  mous  {e  =:  0)  et  su  choc  des  corps 
parfaitement  élastiques  («  =:  1).  11  est  aisé  de  reconnaître  quelle  sera 
la  perte  de  force  vive.  Si  nous  nous  reportons  )i  la  formule  (24),  nous 
trouvons  pour  l'expression  de  cette  perte  : 

Vf' 


On  peut  donc  caractériser  l'hypotlièse  de  Newton  en  disant  qu'elle 

conduit  à  une  perte  défont  zlaeqai  est  une /racUo»  détemtiitée,  (I  —  «'), 
et  toujours  la  mime,  de  celle  qui  se  produit  dans  le  choc  des  corps  mous. 
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Jtuqa'îci  j'ai  négligé  l'influeDCe  du  frottement  qui  se  produit  au 
contact.  Les  eipériences  du  général  Morin  paraissent  établir  que, 
même  dans  ce  cas,  le  frottement  suit  les  lois  ordinaires.  Toutefois, 
dans  la  théorie  des  machines,  on  n'a  eu  à  s'occuper  que  de  problèmes 
relativement  simples,  pour  lesquels  il  est  facile  de  recoundltre  à  priori 
que  la  vitesse  relative  au  point  de  contact  des  deux  corps  a  une 
composante  tangent! elle  dont  la  direction  demeura  constante  pendant 
toute  la  durée  du  choc.  II  n'y  a  donc  alors  qu'à  introduire,  en  mâme 
temps  que  les  percussions  normales  appliquées  aux  deux  corps,  des 
percussions  taugentielles  égales  k  la  valeur  commune  des  percussions 
normales  multipliée  par  le  coefficient  de  frottement,  et  ayant  une 
direction  invariable  pendant  le  choc,  celle  de  la  composante  tangen- 
tîelle  de  la  vitesse  relative  au  point  de  contact.  Je  citerai  un  travail 
de  Poisson,  Sur  le/rottaaenl  dti  corps  qui  tournent  {Bulletin  de  Férasiac, 
t.  VI,  p.  163)  et  les  recherches  de  Coriolis  sur  le  choc  des  sphères 
dans  sa  Théorie  matàématigue  des  effeti  du  Jeu  de  billard. 

Si  l'on  se  propose  de  traiter  le  problème  général,  la  question  devient 
beaucoup  plus  compliquée.  On  sait  que,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas 
frottement,  la  vitesse  relative  au  point  de  contact  passe  progressive- 
ment, pendant  la  courte  durée  du  choc,  d'une  valeur  à  une  autre,  tout 
à  fait  différente  eu  grandeur  et  en  direction;  il  en  est  de  m£me  quand 
il  ;  a  frottement,  et  si  l'on  veut  tenir  compte  rigoureusement  des  effets 
de  cett«  force,  il  faudra,  à  chaque  nouvel  instant  du  choc,  donner  an 
frottement  une  direction  nouvelle  en  sens  inverse  de  la  vitesse  relative 
à  cet  instant.  Cette  direction  de  la  vitesse  relative  dépend,  d'ailleurs, 
du  frottement  qui  s'est  produit  aux  époques  antérieures  du  choc;  on 
peut  donc  prévoir  qu'il  y  aura  une  équation  différentielle  donnant  la 
loi  du  phénomène  et  dont  l'intégration  constituera  la  principale 
difficulté  du  problème;  et  l'on  reconnaît  aussi  que  si  l'on  voulait, 
malgré  le  changement  de  la  vitesse  tan^entielle  relative  au  point  de 
contact,  conseiiTer  k  ce  frottement  une  direction  constante,  on  pourrait 
commettre  des  erreurs  du  même  ordre  que  les  effets  dont  on  veut  tenir 
compte. 
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M.  Phillips,  dans  un  beau  traTaJl  inséré  au  Journal  de  ZiôwilU 
(t.  XIV,  1"  série,  p.  312),  a  le  premier  abordé  I9  question  k  ce  point 
de  vue  et  intégré  l'équation  différentielle  qui  ho  présente  dans  cette 
théorie.  Depuis,  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  des  xéancei 
Je  l'Académie  des  Sciences  (t.  LXXTIII,  p.  1645),  j'ai  obtenu  les  mêmes 
résultats  par  une  méihode  différente  et  à  quelques  égards  plus  simple. 
En  étudiant  de  nouveau  cette  question  pour  présenter  une  étude 
complète  de  la  théorie  du  choc,  je  me  suis  aperçu  que,  si  les  recherches 
que  je  viens  de  citer  suppriment  la  principale  difficulté  de  la  question, 
elles  ne  donnent  pas  cependant  la  solution  complète  du  problème;  car 
elles  négligent  ce  fait  capital  que  la  vitesse  relative  (angentielle  peut 
devenir  nulle  pendant  la  durée  du  choc.  Nous  avons  repris  l'étude  de 
cette  question  dans  le  Bulletin  des  Sciences  Mathématiques,  en  ayant 
égard  aux  circonstances  qui  avaient  été  négligées  dans  les  recherehes 
antérieures. 

Prenons  pour  axe  des  e  la  normale  commune  aux  deux  corps  «u 
point  de  contact,  la  partie  positive  do  l'axe  dos  e  étant  dirigée  vers  le 
corps  (Mj.  Les  axes  des  x  et  des  y  seront  dans  le  plan  de  contact.  Le 
point  de  choc  du  corps  (M)  a,  par  rapport  au  point  de  choc  du  corps  (H'), 
une  vitesse  relative  dont  nous  désignerons  par  m  la  composant»  normale 
et  pare  la  composante  tangentielle.  Si  la  vitesse  e  Tait  avec  l'aie  des  x 
l'angle  ç,  les  trois  composantes  de  la  vitesse  relative  suivant  Ojr,  Ojr, 
Qe  seront  : 

V  cos  ç,      V  sin  9,      w. 

Désignons  par  N  la  force  normale  qui  s'exerce  à  l'instant  t  sur  le 
corps  (U).  La  force  de  frottement  aura,  suivant  Ox,  Oy,  les  deux 
com posantes  : 

—  /K  cos  ç,       —  /H  sin  ç, 

/désignant  le  coefficient  du  frottement.  Par  suite,  les  trois  composantes 
de  la  percussion  reçue  par  le  corps  (M)  depuis  le  commencement  du 
choc  seront  : 

—  fJNcxiB(fdt,      ~  f  j    K  Bin  1}  dt,      .  I  Hdt, 

et  le  corps  (M')  aura  reçu  dans  la  même  temps  des  perçussions  ^les 
et  contraires.  Gela  posé,  d'après  les  lois  de  l'effet  des  percussions,  les 
composantes  de  la  vitesse  relative  des  deux  corps  seront  des  fonctions 
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linéairea  de  cea  percussioas,  et  l'on  aura  : 

cco8?  =  OaC03ç,— a/  /  Hcoa^di  —  ùf  j  na\n^iil4-c  jmi, 

(25)  '  painçl=DoSinso  — «■/■/  Ncoa^rfî  — S'//   Nsinçrfi+ c' |Kii(, 

w  =  w„       ~a'f  I  HcoBodi—b'fj  Naiiiç<ii  +  c'|  N 

«g,  S,,  fp^  dûsignant  les  valeurs  initiales  def,  e,  «>.  Quanta  a,  S,  £, ..., 
ce  sont  des  coostantes  que  l'on  détermine  sans  difficulté  et  qui  dépendent 
de  la  forme  et  de  la  position  relative  des  deux  corps  :  a,  a\  4*  sont 
les  composantes  de  la  vitesse  relative  qui  serait  imprimée  aux  pointa 
en  contact  par  deux  percussions  égales  à  l'unité  dirigées  siiivant  l'axe 
des£etappIiquéesraneaucorp3(M),  l'autre  au  corps  (U'),  la  première 
a^ant  le  sens  de  la  partie  positive  de  l'axe  des  x,  l'antre  ayant  le  sens 
contraire;  b,  ô',  y,e,  c',  c'  ont  des  déflnitions  analogues  relativement 
à  des  percussions  dirigées  suivant  Oy  et  Ot.  Il  n'y  a  donc  aucune 
relation  entre  ces  neuf  constantes,  qui,  dans  le  cas  des  corps  libres, 
dépendent  de  vingt  paramètres.  Il  est  vrai  que  les  équations  précédentes 
ne  supposent  nullement  les  corps  libres  et  qu'elles  ont  lien  d'une 
manière  absolue,  quelle  que  soit  la  nature  des  liaisons.  Mais,  dans  la 
discussion,  nous  pourrons  les  supposer  quelconques;  il  nous  suffira 
seulement  de  montrer  que,  dans  tous  les  cas,  elles  satisfont  ii  des 
inégalités,  dont  noua  aurons  à  tenir  grand  compte  dans  notre  discus- 
sion, Nous  allons  d'abord  indiquer  quelles  sont  ces  relations  d'inét,'alité. 
Si  deux  corps  (M),  (M')  sont  en  repos,  et  qu'en  un  de  leurs  polots 
de  contact  on  leur  applique  respectivement  deux  percussions  P,  —  P 
égales  et  contraires,  il  est  facile  de  montrer  que  la  vitesse  relative 
que  prendra  lepoint  de  contact  de  (U)  par  rapport  au  point  de  contact 
de  (M')  aura  toi^ours  une  projection  positive  sur  la  percussion  P 
appliquée  au  corps  (M).  En  effet,  nous  savons  que  la  percussion  P 
imprime  à  son  point  d'application  une  vitesse  dont  ta  projection  sur  P 

P 
est  -  >  |i  étant  le  paramètre  de  la  ligne  d'action  par  rapport  au  corps  (M). 

l* 
De  même  la  percussion  —  P  imprime  au  point  du  corps  (M')  oh  elle 

P 
est  appliquée  une   vitesse  dont  la  projection  sur  —  P  sera  H — ^< 
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[x'  étftnt  Ifi  paramètre  de  la  ligne  d'action  par  rapport  au  corps  (M'): 

P 
et  par  conséquent  la  projection  de  cette  vitesse  sur  P  sera ;  -  La 

projection  de  la  vitesse  relative  sur  P,  étant  la  différence  des  projections 
des  deux  vitesses  absolues,  sera  : 


^(r^' 


et,  par  congéfuent,  sera  toujours  positiee. 

D'après  cda,  revenons  aux  deux  corps  (M),  (U')  supposés  au  repos, 
et  appliquons  à  l'origine  au  corps  (M)  une  percussion  quelconque  dont 
les  composantes  sont  X,  Y,  Z,  en  appliquant  au  corps  (M')  la  percussion 
égale  et  contraire.  La  vitesse  relative  qui  sera  imprimée  par  ces  deux 
percussions  sera  définie  par  les  formules  : 

v,~aX  +  bY  +  cZ, 

V,  =  a' X  -h  l>"ï  -h  c' Z, 

V,  =  a'X  -f-  S'Y  +  c'Z, 
cette  vitesse  étant  toujours  celle  du  point  de  (M)  par  rapport  au  point 
de  (M').  La  projection  de  cette  vitesse  sur  la  percussion  appliquée  au 
corps  (M)  devant  Stre  positive,  nous  devrons  avoir  : 

Xd,  +  Yp,  +  Zv,  >  0, 

et  par  conséquent  : 

aX»  +  d' Y'  +  c'Z'  +  (c'  +  fi')  YZ  -f-  (c -t-  4') XZ  +  {ft  +  a') X Y  >  0. 

Ainsi,  les  constantes  (t,  b',  e'  doivent  satisfaire  b  toutes  les  inégalités 
qui  expriment  que  l'expression  précédente  est  positive,  quelles  que 
soient  X,  Y,  Z.  Par  exemple,  on  aura  : 

(  a  >  0.       fi'  >  0,       c'  >  0, 

^    '  (  {*  +  «■)*  —  ■*«*'  <o- 

Nous  aurons  à  faire  usage  de  ces  inégalités. 

Après  ces  remarques  préliminaires,  reprenons  les  équations  (25)  et 
différentions-leb.  Si  nous  posons  : 

A.  =c  —  a/cos  f  —  bfaia  ç, 
A'  =  c'  —  «'/cos  ç  —  fi'/sin  ç, 
A*=  c' —  a'f  cos  ç  —  b'fsin  ç, 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


nous  auronB  : 

(STÏ) 

ce  qui  donna  : 


I   cosçtfc  —  »  ain  ?  rfç  =  AN  (i(, 
[  »a  ^  dv  -h  V  coB  ç  df  =  A.' K  dt, 


A  C08  9  —  A  ain  o 
Posons,  pour  abréger, 

H  =  A'  sin  f  +  A  cos  ç, 
À  ^  A'  cas  9  —  A  siD  ç. 
Nous  obtiendrons  : 

(28)  e  =  V    '"^    ^. 

et,  t>  une  fois  connu,  on  dèduirs  de  l'expreâsion  de  Kdli 

C'.,  rfi>d<f  r?kvd, 

lA  Jf.     A  *        *        *•     J,.      i 

(29)  J    Ncosçi,=j^_  ^^.     rsmç=...s.nç.-HJ^_  ^. 

Ces  quadratures  donnent  la  eolution  complète  de  la  question;  elles 
feront  connaître  lea  diverses  circonstances  du  choc  tant  que  la  vitesse  e 
ne  deviendra  pas  nulle,  auquel  cas  on  ne  connaîtrait  plus  la  direction 
du  frottement. 

On  peut  interpréter  fréométriquement  les  formules  précédentes. 
Construisons  dans  le  plan  tangent  la  courbe  auxiliaire,  lieu  du  point 
dont  les  coordonnées  à  l'instant  t  sont  : 


od? 


3!  =  fj'n  tmifdt,      y  =  fj'ti  s 


On  voit  que  le  rayon  vecteur  de  cette  courbe  représente  en  grandeur 
et  en  direction  la  percussion  tangentielle.  L'arc  de  la  courbe,  compté 
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à  partir  de  rorigine,  a  pour  valeur  : 


-'£ 


Nrfï, 


et  par  conséquent  il  est  éj^l  k  la  percussion  Dormale  multipliée  par 
le  coetBcient  de  frottemeat.  Si  l'on  différentie  d'ailleurs  les  formules 
qui  donnant  x  et  ff,  on  trouvera  : 

£?_ 

dx 


=  tang  f . 


La  direction  de  Is  tangente  à  cette  courbe  auxiliaire  est  donc  la 
mS.-ne  que  celle  de  Is  vitesse  relative  tangentielle  à  l'instant  (.  Oit 
peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Il  exitU  une  courbe  giluée  dant  le  plan  de  «Mlaet,  paaent  a*  point  de 
contact  et  donnant  la  lui  da  choc.  Son  rafon  vecteur  représente  la  pereiatiom 
tançentielU  due  au  frottement;  sa  tangente  a  la  direction  de  la  vitesse 
relative  et  ion  arc,  compté  à  partir  de  (origine,  est  égal  au  produit  du 
coefficient  de  frottement  par  la  percustiûn  normale  reçue  par  chacun  des 
corps  depuis  le  commencement  da  choc. 

11  résulte  des  formules  (2^)  que  cette  courbe  satisfait  à  l'équatioD 
différentielle 

dy p,  sin  9,  —  a'x  —  b'y  +  c's 

dx        p,  CO8  if^~  ax  —  Sy  +  es 

et  par  conséquent  les  recherches  précédentes  peuvent  Stre  considérées 
comme  donnant  l'intégrale  de  cette  équ&tion  (i). 


-o  générale  l'équailon  dlfTérootieUa 


0  fOn<-tiiia  de  In  seule  vsrinble  m.  Il  sit  oM  de  reconaaliro 

I.  11 
on,  ae  prenare: 

X  =  l.      6(y')  =  ,'. 

F  (,')  =  --■-*', '+eVr+T*,     /(J')  =  e.«în9,. 

*(?')=—  a  -  *y'  +  e  vT+y"*.      ?(?')  =  ".««  ?.- 

>  diluas  mon Iror  qu'un  jMiul  inlcgrsr  (râa  Blmiiloineul  l'iiqualioa  (a).  Ponr  relu. 
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Revenons  sux  formulea  (39)  et  voyons  comment  on  détermiDera  la 
fin  du  choc.  Dana  le  cas  dea  corps  moua,  il  n'j  a  pas  de  difflcultc  : 
le  ohoc  se  terminera  quand  ta  vitesse  relative  nonnale  fo  sera  réduite 
à  zéro.  Mais  il  peut  j  avoir  des  corps  élastiques  dans  lesquels  le 
frottement  n'est  pas  nul,  par  exemple  deux  billes  d'ivoire  dépoli. 
Dans  ce  cas,  rien  ne  nous  guidant,  on  peut  revenir  à  l'ancienae 
hypothèse  et  supposer  que,  lorsque  les  corps  se  détondent  après  s'être 


et  par  couséquenl  : 

□Q  aura,  en  dilTârenliaDt, 

et, sll'oa élimine Xtf»,aD  Iruuvera:  , 


F(y')^ 


Celle  équBlion  linAilre  fera  coDualIra  >  eo  ronctioD  de  f*.  On  ilélerminera  eeiuUe  m  ii 
ipoyea  de  la  formule 


X<ix  = 


i^-lf-h'- 


où  le*  vtrinblea  sont  aépaiéM,  ai  enAa  y  par  la  rormute 

L'Intéfiralion  de  l'équalion  dilTiireuliGlIe  est  ainsi  rameaâe  a  une  aârio  de  quadralures. 
Si  dans  l'Aqustion  (a)  on  rempla;ail  Xifz  par  49(0,  f),  on  ■erall,  par  une  mélliude 
analogue,  ramena  à  l'iotégraÉion  do  l'âqunijou 

L'Aquallon  (a)  comprend  comme  cas  parliculiei  les  auivanles  : 
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comprimés,  ils  reçoiveot  une  percussion  normale  égale  k  celle  qui 
G^est  développée  dans  la  première  partie  du  choc.  Alors  il  eufBra  de 
calculer  la  percussion  normale  relative  au  cas  du  cboc  des  corps  mous 
et  de  prolonger  le  choc  jusqu'à  ce  que  la  percussion  normale  aft  pris 
nue  valeur  double  de  celle  que  l'on  a  ainsi  calculée.  Pour  plus  de 
netteté,  nous  traiterons  toujours,  dans  ce  qui  va  suivre,  le  cas  du 
choc  des  corps  mous. 

D'après  les  hypothèses  faites  sur  le  sens  de  l'axe  des  2,  la  percus- 
sion jNi^t  sera  toujours  positive  et  la  valeur  initiale  m,  de  ffl  sera 
négative.  Par  suite,  la  première  des  formules  (29)  nous  montre  que  f , 

;?. 

positif;  donc  on  connaîtra  le  sens  de  la  variation  de  9.  Désignons 
par  a  la  première  racine  de  l'équation 


que  9  atteindrait  en  variant  dana  le  sens  indiqué,  et  cherchons  si  le 
choc  sera  terminé  avant  que  ç  ait  atteint  la  valeur  a.  L'équation  qui 
définit  la  fin  du  choc  est  : 


(30) 


Si  cette  équation  admet  nne  racine  comprise  entre  zéro  et  a,  il  n'j 
aura  pas  de  difficulté;  les  formules  (25),  (29)  seront  applicables 
jusqu'à  la  fin  du  choc,  et  elles  feront  connaître  les  percussions 
tangentielles  et  normales,  et  par  conséquent  la  vitesse  finale  des  deux 
corps.  Je  dis  que  ce  cas  se  présentera  toujours  toutes  les  fois  que  la 
quantité  que  nous  avons  désignée  par  H  sera  positive  pour  ç  =:  3. 
En  effet,  nous  avons  vu  que  l'expression 

X  (aX  +  JY  4-  cZ)  +  Y  (tt'X  4-  à'Y  -h  e'Z)  4-  Z  (a'X  +  b'Y  ■+■  c'Z) 

est  toujours  positive,  quelles  que  soient  les  quantités  X,  Y,  Z.  Faisons  : 

X  —  —  /'cosç.      Y  — — /'Binç,       Z=l; 

on  aura,  en  conservant  les  notations  adaptées  : 

A'  —  /■(A'  cos  ?  +  A'  sin  ?)  >  0, 
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ce  qui,  d'après  les  formules  (25),  équivaut  il  l'inégalité 

dw  —  fdv  >  0, 
et,  par  conséquent, 
(3X)  w  _  „,  _  /(^p  _  e^)  >  0. 

do 
Or,  si  f  se  rapproche  de  la  racine  a,  ~  devient  inflni   positiT, 

puisque  noua  avons  vu  que  le  ai^ne  deif^  est  toujours  celui  de  A. 
Si  donc  H  est  positif  dans  le  voisinage  de  la  valeur  a  de  ^,  l'inté^ 

/Hrfç 
•— ^  deviendra  iodnie  positive,  et  il  en  sera  de  même  de  v, 

qui  a  pour  valeur  : 

(32)  <e=zv^e^f'    ^   . 

Ainsi,  si  f  variait  de  zéro  k  a,  ?  et  par  conséquente  —  e,, croîtraient 
indéfiniment,  et,  en  vertu  de  l'inégalité  (31),  il  en  serait  de  mâma 
de  V>.  Donc,  avant  que  f  ait  atteint  la  valeur  x,  to  aura  pris  tel 
accroissement  positif  que  l'on  voudra,  et,  comme  sa  valeur  initiale 
est  négative,  elle  aura  passé  par  zéro  ou  par  toute  autre  valeur  positive 
qui  marquera  la  fln  du  choc. 

Si,  au  contraire,  on  a  H  <  0  pour  9  :=  a,  il  pourra  se  faire  sans 
doute  qu'il  7  ait  encore  une  valeur  de  ^  comprise  entre  ç,  et  a.  et 
annulant  m,  mais  il  pourra  aussi  arriver  que  ç  atteigne  la  valeur  a 
sans  que  m  soit  devenue  nulle.  En  effet,  dans  ce  cas,  e  deviendra  nulU 
pour  9  =  a  et  l'intégrale 

r?  A/piç 


x: 


qui  tendra  vers  une  ^leur  finie  quand  ip  s'approchera  de  a,  aura  un 
maximum  en  valeur  absolue.  Si  n^,  par  exemple,  est  supérieure  à  ce 
maximum,  l'équation  (30)  n'aura  pas  de  racine  entre  7,,  et  a- 

Toilà  donc  un  cas  tout  aussi  général  que  le  précédent  et  qui  avait 
été  négligé,  celui  oii  la  vitesse  relative  tangentielle  devient  nulle  avant 
la  fin  du  cboc.  Nous  allons  l'étudier  d'une  manière  détaillée. 

Et  d'abord  l'étude  qui  a  été  faite  de  questions  analoguea  (roulement 
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()ea  sphères,  des  ejlindres)  nous  avertit  qu'il  peut  se  produire  deux 

espèces  tout  à  fait  différentes  de  mouvements  : 

Ou  bien  la  vitesse  relative  tan^entielle  continuera  k  demeurer  nulle, 
et  alors  la  force  de  frottement  ne  sent  assujettie  qu'à  l'unique  condition 
d'être  inférieure  à  la  force  normale  multipliée  par  le  coefficient  de 
frottement;  en  d'autres  termes,  la  force  appliquée  à  l'un  des  corps 
devra  faire  avec  la  normale  commune  un  angle  moindre  que  l'angle 
de  frottemeiit.  Ce  sont  là  les  lois  du  frottement  quand  il  j  a  r^xtt 
relaiytia  contact. 

Ou  bien  la  vitesse  relative  tangentielle  reprendra  des  valeurs  finies, 
et  il  reste  à  déterminer  le  mouvement  qui  pourra  se  produire  dans  ces 
conditions. 

Examinons  d'abord  le  premier  cas.  Soient  N  la  composante  normale 
de  la  force  à  un  instant  quelconque,  0,  0,  ses  composantes  tangentielles. 
Puisque  la  vitesse  tangentielle  v  doit  demeurer  nulle,  il  &ut  que  l'on 
ait: 

ae  +  SB,  +  cN  =  0, 


Exprimons  que  la  composante  tangentielle  est  plus  petite  que  /N; 
nous  aurons  l'inégalité  : 

f*Xi*  —  6'  —  e;  >  0, 

et,  par  conséquent,  en  posant  : 

(33)      K  =  p  (aS'  —  S»  )*  —  (ac'  —  ea')*  —  (*c'  —  ci')*, 

il  faudra  que  l'on  ait  : 

K>  0. 

Si  cette  inégalité  n'est  pas  satisfaite,  le  mouvement  précédent  sera 
impossible.  ' 

Examinons  maintenant  ce  qui  arrivera  si  l'on  suppose  que  la  vitesse 
tangentielle  relative,  après  être  devenue  nulle,  reprenne  des  valeurs 
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flaies.  Alors  l'équation  différentielle 

(A'  cos  ç  —  A  8in  f)  rfo  =  îi  (A'  ain  ç  +  A  co3  ç)  di^, 
nous  montre  quo  U  seule  solution  possible  sera  : 

A'  cos  ç  —  A  ain  ?  ^  0,      dtf  =.  0. 
Ainsi,  dans  le  mouvement  qui  se  produira,  la  direction  et  le  sens  de 
la  vitesse  relative  demeureront  constants,  et  f  ne  pourra  être  qu'une 
des  racines  de  l'équation  précédente. 

Or  cette  équation  admet  quatre  racines  qui  peuvent  âtre  toutes 
réelles.  Nous  sommes  donc  amenés  &  discuter  jusqu'à  cinq  mouvements 
différents  qui  peuvent  se  produire  :  ceux,  au  nombre  de  quatre,  qui 
correspondent  à  ces  différentes  racines,  et  celui  pour  lequel  1»  vitesse 
tangentielle  demeure  nulle.  Si  deux  de  ces  mouvements  étaient 
possibles  simultanément,  on  rencontrerait  un  fait  très  intéressant, 
mais  qu'aucun  des  exemples  traités  et  connus  ne  nous  permet  de 
prévoir.  Nous  allons  en  effet  montrer,  par  une  discussion  détaillée, 
qu'il  n'j  a  jamais  indétermination,  qu'il  n'y  a  jamais  à  choisir  entre 
deux  ou  plusieurs  mouvements  également  possibles. 

Nous  développerons  d'abord  quelques  remarques  préliminaires. 

1°  Dans  le  cas  oU  la  vitesse  tangentielle  reprend  une  valeur  finie, 
on  a,  nous  l'avons  vu,  ip  ==  cbnst.,  et  les  formules  (27)  nous  donnent 
sans  ditBculté  : 

dv  =  Rîfd(,       v  =  HJifdi. 

Or,  o  etjNtff  sont  positifs;  il  faut  donc  que  H  le  soit  aussi.  Ainsi, 
pour  que  le  mouvement  correspondant  h  une  racine  a  de  l'équation 
A  =  0  soit  possible,  il  faut  que  cette  racine  et  rende  la  quantité  H 
positive.  Il  suit  de  là  que  si  la  vitesse  tangentielle  est  devenue  nulle 
pour  une  certaine  valeur  a  de  9,  comme  cette  valeur  3  est  une  racine 
de  i  rendant  H  négative,  la  vitesse  ne  peut  reprendre  une  valeur  finie, 
ç  étant  égal  a  a. 

2°  Puisque  le  signe  de  H  pour  chaque  racine  de  A  a  une  grande 
importance,  cherchons  ii  le  déterminer.  A  cet  effet,  nous  remarquerons 
l'identité  fondamentale  dans  cette  discussion  : 

H  +  A'  =  —  a/'sin*  ç  —  i'/cos'  p  +  (S  +  a')  ^sin  1;  cos  9. 
A'  désignant  la  dérivée  de  A  par  rapport  ii  ^. 

Despeïrous.  —  Mécanique.  II.  __  37 
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En  vertu  des  inégalités  (26),  le  second  membre  est  toujoars  négatif. 
Donc  H  est  négative  pour  tonle  raeiae  de  A  qui  rend  la  dérivée  A'  pùiHtet 
ou  nalle.  Telle  e^t  la  proposiCioa  qui  rendra  possible  la  discussion 
suivante. 

â°  Formons  l'équation  qui  donne  les  quatre  valeurs  de  H;  on  a  : 

A  =  A'  cos  ç  —  A  sin  ip  ^  0,       A'  sin  o  +  A  cos  ç  ■=  H, 

et,  par  conséquent, 

cos  ^       sm  ç 
ou,  en  développant, 

c  —  {fl/+  H)  cos  ç  —  î^sinç  ::=  0, 
c'  —  a'fcos  If  —  {b'f  +  H)  sin  ?  =  0, 

ce  qui  donne,  en  éliminant  7, 
lea'  —  fflc'  —  «  7I  +  l"^*  —  *"=   +  Yf 

:=QaS'-J«')^-y(«-H5')  +  ^]r- 
L'équation  développée  est  : 

f  -h  2 [(«  +  5')  (aJ'  —  Ja')  p  —  c  {cb'  —  Se')  4- c'  (ca'  —  ac'j] -r 
+  f^  (ai'  —  Sa')'  —  (ca'  —  flc')'  —  {eb'  —  Se')'  =  0. 

Le  dernier  terme  de  cette  équation  est  la  quantité  que  nous  avons 
désignée  par  E. 

Ces  remarques  &ites,  nous  pouvons  commencer  la  discussion. 

1°  Supposons  d'abord  que  l'équation  A  ^^^^  0  n'ait  pas  de  racine 
réelle.  Alors  les  quatre  valeurs  de  H  sont  imaginaires  et  la  quantité  K 
est  positive,  puisqu'elle  est  le  dernier  terme  de  l'équation  précédente, 
dont  lea  quatre  racines  sont  imaginaires.  Si,  au  début  du  choc,  la  vitesse 
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tangeotielle  cat  nulle,  elle  demeurera  uécesaii  ire  ment  nulle,  R  étant 
positif  et  aucun  dea  quatre  autres  -  mouvements  n'étant  réel.  Si  au 
contraire  elle  n'est  pas  nulle,  elle  ne  le  deviendra  jamais,  et  les 
formules  (29)  seront  applicables  jusqu'à  la  fin  du  choc. 

2°  Si  l'équation  A  =:  0  a  deux  racinea  réelles,  pour  une  de  cea 
racines  In  dérivée  A'  aéra  positive,  et,  par  conséquent,  la  valeur 
correapon dente  de  H  sera  négative.  Si  lea  deux  valeurs  réelles  de  H 
sont  négatives,  le  dernier  terme  de  l'équation  (3i)  en  H  aéra  positif, 
et,  par  auite,  si  la  viteaae  c  devient  nulle  h  un  instant  du  choc,  elle 
ne  pourra  que  le  demeurer.  An  contraire,  si  une  seule  valeur  de  H  est 
négative,  K  sera  aussi  négatif;  et,  ai  la  vitesse  d  devient  nulle  avant 
la  fin  du  choc,  elle  ne  pourra  paa  le  rester;  mais  il  se  produira  le 
mouvement  dans  lequel  ç  prend  une  valeur  égale  à  la  racine  de  A 
pour  laquelle  oq  a  H  >  0.  . 

3°  Enfin,  si  l'équation  A  =  0  a  ses  quatre  racines  réelles,  il  y  en 
aura  deux  rendant  A'  positive,  et,  par  conséquent,  deux  au  moins  pour 
ùigiuilei  <m  aura  H  <  0. 

Si  l'on  a  K  <  0,  il  7  a  un  nombre  impair  de  valeurs  de  H  négatives  ; 
il  y  en  a  donc  alors  trois.  Ainsi,  il  existe  trois  valeurs  de  o  pour 
lesquelles  la  vitesse  t>  peut  devenir  nulle;  mais,  K  étant  négatif,  cette 
vitesse  ne  pourra  rester  nulle,  et  il  se  produira  le  mouvement  dans 
lequel  ç  prendra  une  valeur  égale  à  l'unique  racine  de  A  pour  laquelle 
on  a  H  >  0. 

Si  l'on  a  E  >  0,  noua  allons  montrer  que  l'équation  (34)  n'a  que  des 
permanences,  et  par  conséquent  que  les  quatre  valeurs  de  H  sont 
négatives.  Mais,*  pour  simplifier  le  calcul,  nous  admettrons  que  l'on 
ait  choisi  les  axes  de  telle  manière  que  c'  soit  nulle.  Cela  revient  à 
faire  passer  le  plan  d,es  xi  par  la  direction  de  la  vitesse  relative  qui 
serait  imprimée  par  Isa  deux  percussions  égales  et  contraires,  dirigées 
suivant  Oa. 

On  a,  dans  le  cas  qui  nous  occupe  : 

/*  (aft'  —  btt'Y  —  c'  (a"  +  6'')  >  0. 

Rappelons  les  inégalités 

(a'  +  S)»  —  iai'  <  0,      a  >  0,      »'  >  0, 

qui  donnent  : 

(a'  _  S)»  <  4  («S'  —  Sa'), 
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et  par  conséquent  : 

al,'  —  btt'  >  0. 

Si  nous  nous  reportons  à  l'équation  (34),  nous  voyons  immédiatement 
que  le  coefficient  de  H'  est  positif.  Il  reste  à  démontrer  qu'il  en  est  de 
mdme  des  coefficients  de  H  et  de  H'.  Nous  emploierons  pour  cala  les 
deux  inégalités  :  f 


{ai'  —  »«')* 


a> 


.   L=(tf -f- S')((iJ' —  Jfl')/»  — c'J'. 

Le  coefficient  de  f  étant  positir,  remplaj^ns  f*  par  sa  limite  infé- 
rieure.  Noua  aurons  : 


Bemplaçons  encore  a  par  sa  limite  inTérieure,  et  nous  aurons  : 

44'  L(o*'  ~ia')       ,  „  ,       „  ,„. 
=— ï ■'  >  («"  +  6a'  4-  2*'»)', 

ce  qui  démontre  que  L  est  positif. 

Plissons  au  coefficient  de  — ■  On  a,  en  le  désignant  par  L,  : 

L.  =  /"  [{a  +  S')'  +  2  («S'  —  Sa')]  —  c' 
et,  en  remplaçant  f*  par  sa  limite  inférieure  : 

L,  iab'  —ba'y      ,    ,       .„,. 

+  4at'  (a'*  +  5'*)  +  (a"  +  *")  (S"  —  j»  —  2ba'). 
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i  l'oQ  remplace  dans  le  second  terme  a  p&r  sa  limite  inférieure. 


'  +  ô6')'  +  (a'*  +  ft")', 

et,  par  conséquent,  L,  est  eacore  positiT. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  Téquation  A  =  0  aura  ses  quatre  racines 
réelles  et  que  K  sera  positif,  lea  quatre  valeurs  de  H  seront  négatives. 
Alors,  pour  quatre  valeurs  de  f,  la  vitesse  o  pourra  devenir  nulle; 
mais,  quand  elle  le  sera  devenue,  elle  restera  nulle  jusqu'à  la  fin 
du  choc. 

En  réaumé,  il  n'y  a  jamais  d'indétermUalion  dam  le  mouvement. 
'    Bans  le  cas  où  la  vitesse  0  demeurera  nulle,  il  faudra  substituer 
aui  équations  (29)  les  suivantes  : 

1    0  =  ff9  +Se,  +cN, 
(35)  j  0=a'6+J'e,+c'N, 

(  w=  tri  +  n'O  -i-à\  +  c'N, 

qui  serviront  jusqu'à  la  fin  du  choc;  te',  désigne  la  valeur  qu'a  n  au 
moment  oii  la  viteaae  0  devient  nulle. 

J'indiquerai,  en  terminant,  un  exemple  asseï  simple  qui  met  en 
évidence  la  plupart  des  cas  de  la  discussion  précédente;  c'est  celui 
d'un  corps  solide  de  révolution  qui  vient  rencontrer  obliquement  un 
plan  fixe. 
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SUR  LES  RAPPORTS  DE  LA  TH£0RIE  DES  MOMENTS  D'IKERTIE 
AVEC  CELLE  DES  SDRF&CE3  HOHOFOCÀLES. 


Od  a  vu,  dans  le  texte,  comment  la  détermination  des  axes  et  des 
moments  principaux  d'inertie  relatifs  à  un  point  donné  ae  ratCaclie  à 
la  considération  d'un  système  de  âurfaces  homofocales  du  second  degré. 
Les  rapports  entre  la  théorie  des  moments  d'ioertie  et  celle  des  surfaces 
homofocales  du  second  degré  soDt  nombreux  et  importants;  depuis 
Dupin  et  Binet  ils  ont  été  l'objet  de  travaux  variés,  parmi  lesquels  il 
faut  citer  ceux  de  O.  Hesse,  exposés  dans  les  VorUiungeit  Uber  analg- 
liicAe  Geomelrle  des  JtaamiH  nous  nous  proposons  d'indiquer  ici  la 
méthode  que  nous  avons  suivie,  il  y  a  dnjà  longtemps,  dans  notre 
enseignement  de  la  Sorbonnç  ot  de  l'Ëcolo  normale. 


Cette  méthode  repose  tout  entière  sur  l'attribution  d'un  coefficient 
spécial,  non  seulement  à  chaque  droite,  mais  il  chaque  point  et  à 
chaque  plan  de  l'espace. 

Nous  appellerons  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  k  uq 
point  O  la  somme  des  produits  des  masses  des  molécules  par  le  carré 
de  leur  distance  au  point  O.  Pour  sbré^r,  nous  donnerons  à  ce 
moment  d'inertie  le  nom  de  paramèire  du  point. 

Le  momeot  d'inertie  par  rapport  à  un  plan  (P)  sera  de  même  la 
somme  des  produits  des  masses  des  molécules  par  le  carré  de  leur 
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distance  au  plan  (P),  Ce  moment  d'inertie  recevra  également  le  nom 

de  paramilre  du  plan. 
Enfin  le  moment  d'inertie  p^r  rapport  à  une  droite  sera  appelé 

ptfaittèlre  de  la  droite. 

Nous  conaidèrerons  simiilcauémeut  ces  trois  systèmes  de  paramètres' 
Si   le  corps  est  rapporté  à  un  Bjstème  d'axes  rectaa^l aires,   le 

paramètre  de  l'origine  sera  : 

2m(ir'  +  y'  +  s'), 

m  désignant  la  masse  d'un  point  matériel  quelconque  du  corps  etm,  y,  t 
se?  coordonnées.  Le  paramètre  de  l'axe  des  i  sera,  avec  les  mêmes 
notations  : 

s»  (»■  +  >'). 

Ceux  des  plans  coordonnés  des  y;,  des  xi  et  des  x}/  sont  respectj* 
vement  :    . 

Zmx^,       2»ty',       2m*'. 

De  ces  expressions  si  simples,  relatives  k  un  système  arbitraire 
d'axes  rectangulaires,  résultent  les  théorèmes  suivants  : 

£e  paramètre  d'un  point  queUonqw  est  égnl  à  la  tomme  det  paramitrei 
de  trois  plans  rectangitlairet  quelconques  se  coupant  en  ce  point.  Par 
conséquent,  ti  un  triidre  trirectangle  se  meut  de  telle  manière  que  ton 
sommet  reste  fixe,  la  somme  des  paramitt-es  de  ses  trois  faces  demeure 
ca  tlante. 

Le  paramètre  itune  droite  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  paramètres 
de  deux  plant  rectangulaires  quelconques  se  coupant  suivant  cette  droite. 
Par  conséquent  si  un  dièdre  droit  tourne  autour  de  son  arête  qui  reste  Jlxe, 
la  somme  des  paramèt-es  de  set  deux /aces  demeurera  constante. 

Si  on  considère  une  droite  et  un  pian  perpendiculaires,  le  paramètre  de 
leur  point  d'intersection  est  égal  à  la  somme  des  paramètres  de  la  droite  et 
du  plan.  Par  conséquent  si  un  plan  et  une  droite,  assujettie  à  rester 
perpendiculaire  au  plan,  tournent  autour  de  leur  point  commun,  la  tomme 
des  paramètres  de  la  droite  et  duplan  reste  constante. 

Nous  signalerons  également  les  propositions  suivantes  dont  la 
démonstratiod  est  très  facile. 

Le  paramètre  d'un  point  quelconque  est  égal  au  paramètre  du  centre  de 
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çraeité,  augmenlé  da  produit  de  la  masse  totale  par -le  carré  de  la  dislance 
des  detu  points. 

Le  paramètre  d'un  plan  e-.t  égal  au  paramètre  du  plan  pmUèle  mené  par 
le  centre  de  gravité,  attgmealé  da  produit  de  la  masse  par  It  carré  de  la 
distance  des  deux  plans. 

Ces  deux  propositions  sont  analoi^ues  k  celle  qui  a  été  donnée, 
relativement  à  la  droite  (p.  ITT)  et  qu'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Le  paramètre  d'une  droite  est  égal  au  paramètre  de  la  droite  parallèle 
menée  par  U  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la  masse  par  le  carré 
de  la  dislance  des  deux  droites. 

n 

Nous  allons  d'abord  considérer  tous  les  plans  passant  par  une  droite 
et  Dotis  étudierons  comment  varient  leurs  paramètres.  Supposons  que 
cette  droite  ait  été  prise  pour  axo  des  «.  L'équation  de  l'un  quelconque 
des  plans  qui  la  contiennent  sera  : 

(1)  us  +  ty  =  0, 

et  le  paramètre  P  de  ce  plan  aura  pour  expression  : 


en  posant  pour  abréger, 

(3)  2ma*  ^=  a,      'Lmxy  =  b,      Zmy*  ^  c. 

Il  résulte  de  la  formule  (2)  qu'il  y  a  en  ^néral  deux  plans  corres- 
pondants à  une  valeur  donnée,  P,,  du  paramètre.  Si  l'on  suppose  qne 
l'on  ait  pris  les  plans  bissecteurs  de  ces  deux  plans  pour  plans  des  xe 
et  des  y^,  la  constante  b  sera  nulle,  et  la  formule  (2)  prendra  la  forme  : 

(4)  P  ^   -  j  ■■ — ~  z=  d  cos'  i  +  c  sin'  i, 

i  désignant  l'angle  du  plan  avec  le  plan  des  yt  dont  le  paramètre  est  a. 
La  formule  (4)  noua  permet  de  reconnaître  comment  varient  les  para- 
mètres des  différents  plans  passant  par  la  droite.  Il  est  clair  que  I' 
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passera  par  toutes  tes  va'eurs  intermédiaires  eiitre  a  et  c  et  qu'il 
obtiendra  une  même  valeur  p  pour  les  deux  plans  correspondants  aux 
valeurs  de  i  défluies  par  l'équation 


d'où  l'on  déduit  : 


-V:- 


Bans  le  cas  exceptionnel  où  a  sera  égal  à  c,  tes  paramètres  de  tous 
les  plans  passant  par  la  droite  seront  les  mêmes.  En  réunissant  ces 
résultats  nous  obtenons  le  tlieorèrae  suivant  : 

Si  nous  considéroiu  toas  les  plaiu  postant  par  une  droite,  deux  plans  de 
mime  paramètre  admtUent  loiyoars  tes  mimes  plans  bissecteurs  (P,),  (P,). 
Soient  p„  p,  tes  paramilrts  de  ces  deux  plans.  Le  paramètre  d'un  plan  (P) 
faisant  l'angle  i  avec  (P,)  sera  donné  par  lajbrmule 

(5)  p  =p^  cos'  i  +  p,  sin'  i, 

eipar  conséquent  lorsque  i  variera  de  0  à  i:,  p  passera  deux  Ji>it  par  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  p,  et  p^. 

Imaginons  maintenant  que  l'on  considère  les  plans  ou  les  droites 
assujettis  seulement  à  passer  par  un  point  aie  0.  Prenons  pour  axes 
coordonnés  les  axes  principaux  du  point  O  et  posons  : 


On  a  vu  que  l'on  a  : 

'î.myz  =  "^mxi  ^^  Zmxy  =.  0. 

Le  paramètre  p  d'un  plan  quelconque  passant  par  0  et  représenté 
par  l'équation 

vx  -\-  vy  +  We  =:  0, 

sera  donné  par  la  formule  : 

^     {ux  +  P^  +  wa)' au'  +  00*  4-  yw' 


c'  +  w'  »*  +  p'  +  w' 

angles  du  plan  avec  les  plans  des  y  i,  des  xi 
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et  des  xy,  la  formule  précédante  peut  encore  s'écrire  : 

1^)  p  ^  a  cos*  t  +  p  cos'  i'  +  f  coa'  i'. 

Il  résulte  de  l'équation  (6)  que  tous  les  plaas  de  paramètre  donné  p 
dcTront  satisfaire  â  l'équation  : 

(a  —p)  ««  +  (3  _  p)  p»  +  (y  _  p)  w»  =  0, 
et  par  conséquent  qu'ils  envol opperont  le  cône  : 

a~p        ^—p       ..^p 

Noua  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  ; 

Tout  la  plant  de  mène  paramètre  passant  par  un  poàtt  donné  O 
enveloppent  un  cône  du  teeond  degré.  Zei  cd/tet  correepondant*  aux  divertet 
vaieurt  du  paramitre  sont  homoficaux.  > 

Considérons  maintenant  les  droites  passant  par  le  point  0.  Si  lea 
équations 


représentent  une  telle  droite,  son  paramètre  rs  aura  pour  expressioD  : 

\  "  n* +  »'  +  »' 

\  «*  +  »'  +  «>' 

et  lea  droites  de  même  paramètre  cr  engendreront  un  cane  dont  l'équa- 
tion sera  évidemmeut  : 

(10)  (g  +  Y  —  a)  »*  +  (a  +  V  —  o)  y'  +  (i  +  P  ~  ct)  e'  =  0. 

Les  cOnes  correspondants  aux  dilTérentes  valeurs  de  js  seront  homo- 
cycliques.  Mais  il  e^t  clair  que  l'on  pourrait  les  obtenir  d'uue  autre 
manière.  Si  l'on  élève  en  effet  des  perpendieulaires  en  O  à  tous  les 
plans  de  même  paramètre  passant  en  ce  point  0,  il  résulte  de  l'un  des 
théorèmes  énoncés  à  l'article  I  que  toutes  ces  perpendiculaires  auront 
le  même  paramètre.  Par  conséquent,  tous  lea  cOnes  représentéd  par 
l'équation  (9)  seront   supplémentaires  dçs  cAnes  boqioFoçsux  repré* 
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sentes  par  l'équation  (8).  Les  focales  de  cea  derniers  cOnes  seront,  par 
suite,  perpendiculaires  aux  plans  cycliques  des  premiers.  Ainsi  : 

TouUt  les  droiles  de  mime  paramètre  postant  par  hh  point  engendrent  «» 
cdne  du  tecond  degré.  Les  cônes  correspondants  aux  diverses  valeurs  dit 
paramètre  sont  homocycli^Mi  et  sont  les  suppUmenlaires  des  cônes  homo- 
/Ocaux,  enteloppes  des  plans  de  même  paramètre.    • 

Ea  rapprochant  les  uns  des  autres  les  résultats  donnés  dans  cet 
article,  on  retrouverait  les  principales  propositions  relatives  aux  cônes 
du  second  degré.  Nous  nous  dispenserons  de  les  développer,  car  nous 
les  obtiendrons  plus  loin  sous  une  forme  plus  générale.  Noua  discute- 
rons cependant  une  question  relative  aux  paramètres  des  plans  passant 
par  une  droite  quelconque. 

Si  l'on  mène  par  cette  droite  doux  plans  de  mâme  paramètre,  ils 
seront  tangents  à  l'un  des  cAnes  homofocaux  représentés  par  l'équa- 
tion (8),  Nous  avons  vu,  au  début  de  cet  article,  que  leurs  plans 
bissecteurs  sont  fixes  et  correspondent  à  ces  voleurs  du  paramètre 
pour  lesiiuels  les  deux  plans  de  même  paramétre  viennent  se  confondre. 
Noua  sommes  ainsi  conduits  au  tliéorème  suivant  : 

Si,  par  une  droite  Jlxe,  on  mène  des  plans  tangents  aux  câttes  homofocaux 
représealés  par  l'équation  (8),  les  plans  bissecteurs  de  ces  couples  de  plans 
tangents  demeurent  Jtses;  par  conséquent,  deux  des  cônes  homo/oca:ix  passent 
par  la  droite,  s'y  coupent  à  angle  droit;  et  de  plus  les  paramètres  de  ces 
deux  cônes  donnent  les  limites  extrêmes  entre  lesgaelles  varie  le  paramètre 
d'unplan  passant  par  ia  droite. 


Étudions  maintenant  la  loi  de  la  variation  des  paramètres  de  tous 
les  plans  de  l'espace.  Si  l'on  rapporte  le  corpa  aux  axes  principaux 
du  centre  de  gravité,  on  aura  : 

Zmyi  ^  ^mxg  i=  Imxy  ^  0, 
^mx   ^  2i»y    =  Swï    =0. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  que  les  unités  aient  été 
choisies  de  telle  manière  qug  la  maa^e  totale  du  corps  soit  égale  a  1 
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et  nous  poserons  : 

Swi'  ^  a,      Zm]/'  ^  6,      Zmz*  ^=  c. 
Soit: 

(11)  «ï  +  «y  +  w«  4-'^  =  0, 

réquation  d'un  pian  quelconque.  Le  paramètre  *  de  ce  plan  sera  déSni 
par  réquation  : 

(121     1  —  ■*■      ^"^"^  "ï*  "^  '"^  "+"  J"^'  _  at'  +  ftr'  H-  c»'  +y' 
«'  +  f '  -(-  îp'  *'  +  s'  -+-  w* 

Tous  les  plans  de  même  paramètre  k  satisferout  par  suite  à  l'équation 

(13)  (*  —  a)  «'  +  (j  _  b)  p'  +  (i  —  c)  m*  —  p', 

■   et  par  couBéquent  ils  envelopperont  la  surface  dont  l'équation  en 
coordonnées  poDctueUea  est  : 

La  forme  de  cette  équation  donne  immédiatement  le  théorème 
suivant  : 

Tous  Us  plans  de  mfme  paramili-e  enveloppeiil  une  turftce  d»  teend 
degré,  admeilant  pour  centre  unique  le  centre  de  gravité  et  pour  axes  la 
axes  principaux  du  corps.  Toutes  les  sur/Mes  corretpondanles  aux  dieertes 
oaleurs  du  paramètre  sont  homo/ocales. 

A-i  moyen  de  ce  théorème  on  peut  résoudre  très  simplement  la 
question  examinée  dans  le  texte  (p.  185)  et,  étant  donné  un  point 
quelconque  M  de  l'espace,  déterminer  les  axes  principaui  et  les 
moments  principaux  relatifs  il  ce  point. 

Considérons  en  effet  exclusivement  des  plans  passant  par  M.  Ceux 
qui  sont  de  paramètre  k  sont  tangents  à  la  surface  homofocale  de 
même  paramètre.  Le  théorème  démontré  a  l'article  II  nous  conduit 
donc  à  cette  proposition  fondamentale  et  bien  connue  que  les  cdnes  Je 
même  sommet,  circonscrits  it  une  série  do  surfaces  homofocales,  sont 
homorocaux.  L'équation  (8)  de  ces  cOnes  montre  de  plus  que  trois 
d'entre  eux  se  réduisent  à  des  plans  qui  sont  les  plans  principaux  du 
point  M,  et  cela  pour  les  valeurs  x,  3i  Y  ^^  *■■  *-*'  '^  ^^^^  circonscrit 
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à  une  surrace  ne  peut  ae  réduire  à  un  plan  double  que  si  la  surface 
vient  passer  par  son  sommet.  Nous  Tojona  donc  que  trois  des  surfaces 
repréâenlées  par  l'équation,  (14),  correspondantes  à  des  valeurs  réelles 
de  a,  viendront  passer  p&r  le  point  U,  et  que  leurs  trois  plans  tangents 
seront  les  plans  principaux  de  ce  point.  Elles  se  couperont  par 
conséquent  k  angle  droit.  On  retrouve  ainsi  la  propriété  fondamentale 
des  surfaces  homofocales. 
Soient  it„  f„  «,  les  coordonnées  du  point  M.  Les  racines  de  l'équation 

seront  les  valeurs  de  a,  3i  T-  Si  on  les  désigne  par  p,  p,,  p,  le  plan 
tangent  h  la  surface  (p,)  aura  p,  pour  paramètre.  Par  conséquent  les 
paramètres  des  trois  axes  principaux  seront  : 

p,+ p,    pour  la  normale  à  la  surface     (p), 
P  +  P.  —  (P,). 

P  +  p.  —  (p.)- 

Ces  résultats  concordent,  on  le  reconnaîtra  aisément,  avec  ceux  qui 
ont  été  donnés  à  la  page  189, 
Le  paramètre  du  point  M  sera  : 

p  -(-  p,  +  p„ 

ou,  en  calculant  la  somme  des  racines  de  l'équ&tion  (15)  : 


On  voit  que,  conformément  à  une  proposition  de  l'article  I,  le 
paramètre  du  point  H  est  égal  à  celui  du  centre  de  gravité,  augmenté 
du  carré  de  la  distance  des  deux  points. 

D'après  l'expression  que  nous  venons  de  donner  du  paramètre  d'un 
point  quelconque,  nous  vojons  que  le  lieu  des  points  de  même 
paramètre  sera  une  sphère  ayant  pour  centre  le  centre  de  gravité  du 
corps.  D'après  cela,  considérons  trois  surfaces  homofocales  de  para- 
mètres ii,  Ap  k,.  Si  un  trièdre  tri-rectangle  a  ses  faces  respectivement 
tangentes  à  ces  trois  surfaces,  le  paramètre  de  son  sommet  qui, 
d'après  une  proposition  de  l'article  I,   est  égal  è  la  somme   des 
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paramètres  des  trois  faces,  sera  constant  et  égH  h 

*  +  A,  +  i,. 

Par  conséquent  le  lieu  de  ce  sommet  sera  une  sphère  concentrique 
aux  trois  surfaces.  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Cliasles  qui  Ta  donné 
dans  V Aperçu  hisloriçue.  Si  l'on  suppose  que  les  trois  surfaces  coïncident 
on  retrouve  le  théorème  de  Moage,  relatif  au  trièdre  tri-rectang'le 
circonscrit  à  une  surface  unique. 

Considérons  maintenant  deux  surfaces  hûmofocales  de  paramètres 
if  et  i,,  et  menons-leur  deux  plans  tangents  parallèles.  D'après  une 
proposition  donnée  à  l'article  I,  les  paramètres  de  ces  deux  plans 
seront: 

k,=:t  +  {l*,      1,  =  *  +  «f ', 

.1  désignant  le  paramètre  du  plan  parallèle  mené  par  le  centre  de 
gravité  atd,  d' les  distances  du  centre  de  gravité  à  ces  deux  plana. 
Comme  on  a  : 

Jt,  —  A,7=d"  —  d\ 

on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  di0rence  des  carrés  des  distanoet  du  centre  i  deux  plant  taitgenU 
parallèlei,  menis  à  deux  sar/àces  homo/icales,  est  contlante  et  égale  â  la 
(UféTence  des  carrés  des  paramètres  de  ces  sur/acet. 

Nous  allons  obtenir  d'autres  conséquences,  d'une  démonstration 
moins  facile,  en  étudiant  les  rapports  d'une  ligne  droite  avec  les 
surfaces  h omo focales. 

Menons  par  cette  droite  deux  plans  tangents  à  l'une  quelconque  des 
surfaces  homofocales.  Ces  plans  auront  le  même  paramè'tre  et  nous 
avons  vu  que  leurs  plans  bissecteurs  seront  toujours  les  mêmes,  quelle 
que  soit  la  valeur  du  paramètre,  c'est  à  dire  quelle  que  soit  la  surface 
homofocale  à  laquelle  ils  sont  tangents.  Lorsque  ces  deux  plans  se 
confondront,  ils  devront  coïncider  avec  l'un  ou  l'autre  de  leurs  deux 
plans  bissecteurs.  Ils  ne  peuvent  d'ailleurs  se  confondre  que  si  la 
surface  homofocale  à  laquelle  ils  sont  tangents  devient  ello-mêms 
tangente  à  la  droite.  Cette  remarque  nous  donne  la  proposition 
suivante  : 

Étant  donnée  une  droite  quelconque,  il  y  a  deux  turfœet  h&aui/beala 
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rielUt  tangtuUs  à  la  droiU  et  Itt  plant  iangenlt  â  ces  deux  iur/acet  en 
leur  point  de  contact  atee  la  droite  sont  rectangulaires.  Ces  deux  plans 
sont  les  plans  bisiecU»rs  du  dièdre  gue  Von  peutjbrmer  en  menant  par  la 
droite  des  plans  tangent»  à  toute  autre  sur/ace  du  systhne  Aovto/ocal. 

Il  résulte  des  développements  donnés  k  l'tirticle  T  que  le  théorème 
précédent  ne  peut  se  trouver  en  défaut  que  lorsque  tous  les  plans 
passant  par  la  droite  ont  le  même  paramètre.  Alors  tous  ces  plans 
sont  tangents  à  une  même  surface  homofocale,  et  par  conséquent  la 
droite  est  une  génératrice  rectiligne  de  cette  surrace. 

Soit  M  nn  point  de  la  droite.  Rapportons-la  aux  trois  axes  principaux 
de  ce  point.  Soient  p,  p^,  f,  les  paramètres  des  surraces  passant  en  M. 
L'équation  du  cône  de  sommet  M  circonscrit  à  la  surface  (A)  sera  : 


Soient  i,i',  i'  les  angles  que  fait  la  droite  avec  les  normales  aux 
surfaces  (p),  (p,),  (p,)  respectivement.  L'équation  en  i  : 

,     ,                        cos'  i        coa'  i'        cos'  i' 
(16)  ~—  +  , +  ^ i  =  0, 

1  — p       i~f,       i  — p» 

déterminera  les  deux  cAnes  passant  par  la  droite  ;  c'est  à  dire  elle  fera 
connaître  les  paramètres  des  deux  surfaces  homofocale^  tangentes  à 
la  droite.  Si  on  désigne  par  i,  et  A,  ces  paramètres,  on  aura  : 


(H) 

Ces  deux  équations  permettent  de  déterminer  i,  i',  i'.  On  en  déduit  : 

(18) 


(?- 

-«(p- 

-»,) 

(?- 
(p,- 

-  p.)  (?  - 

-p.) 

(p,- 

-p)(p,- 

-pO 

(p.  — p)(pl— Pi) 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


COURS  DE  MÉCANIQUE. 


IV 


Ou  peut,  en  atilîsant  les  formules  précédentea,  obtenir  dea  réaultats 
très  importants,  rslativemeiit  aux  droites  pour  lesquelles  A,  et  ^l^  ont 
la  même  valeur,  c'est  à  dire  qui  sont  tangentes  à  deux  surfaces 
bomofocales  déterminées.  Mais,  pour  cela,  il  est  essentiel  de  rappeler 
quelques  formules  relatives  au  système  de  coordonnées  elliptiques. 

Reprenons  l'équation  : 

(19)  -^—  +  -^  +  -^ 1  =  0, 

qui  représente  les  surfaces  enveloppes  des  plans  de  même  paramètre. 
Noua  avons  vu  qu'il  en  passe  trois  par  un  point  quelconque  de  l'espace. 
C'e^t  ce  que  montre  d'ailtoura  aisément  la  discussion  de  l'équation 
■précédente  où  l'on  considère  x,  y,  t  comme  données  et  k  comme  une 
inconnue  à  déterminer.  Si  Ton  suppose  et,  b,  c  rangés  par  ordre  de 
grandeur  décroissante,  elle  admet  trois  racines  réelles;  l'une  que  nous 
désignerons  par  p,  supérieure  ii  a\  l'autre  que  nous  appellerons  p„ 
comprise  entre  a  et  A;  la  troisième  que  nous  désignerons  par  p„ 
comprise  entre  b  et  c.  Ces  trois  racines  correspondent  respectivement 
à  un  ellipsoïde,  à  un  fayperboloïde  à  une  nappe  et  k  un  hyperbololde 
à  deux  nappes.  Par  suite,  si  l'on  décompose  la  système  des  surfaces 
bomofocales  en  trois  familles  composées,  la  première  des  ellipsoïdes, 
la  seconde  dos  hyperboloïdes  k  une  nappe  et  la  troisième  des  hjper- 
boloîdes  à  deux  nappes,  nous  pourrons  dire  qu'il  passe  une  surface 
de  cbacune  des  trois  familles  par  tout  point  de  l'espace.  C'est  ce  que 
montrerait  d'ailleurs  aisément  la  discussion  des  Tonnes  successives 
que  prend  la  surface  appartenant  à  une  famille  donnée,  quand  le 
paramètre  qui  la  détermine  prend  toutes  les  valeurs  possibles.  Par 
exemple  les  ellipsoïdes  (p)  commencent  à  être  confondus  avec  la 
portion  du  plan  des  yz  comprise  à  l'intérieur  de  la  focale  elliptique 
réelle;  ils  grandissent  ensuite  indéfiniment  et  leurs  trois  axes  dépassent 
toute  grandeur  donnée.  Il  passe  donc  un  ellipsoïde  et  un  seul  par 
cbaque  point  de  l'espace. 

Lorsqu'on  emploie  le  système  de  coordonnées  elliptiques,  on  substitue 
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aux  coordonnées  x,  y,  t  d'un  point  les  paramètres  p,  p,,  p,  das  trois 
surfaces  homofocales  qui  passent  par  ce  point.  11  est  Trai  qu'à  un 
systËme  de  valeurs  de  p,  p,,  p,  correspondent  les  huit  points  d'inter- 
section des  trois  surfaces  homofocales  correspondantes;  mais  ces 
points  soDt  placés  symétriquement  par  rapport  aux  trois  plans  prin- 
cipaux et  des  considérations  très  simples  de  continuité  permettent, 
dans  chaque  question,  de  reconnaître  le  point  auquel  se  rapportent 
les  valeurs  trouvées  des  cooordonnées  elliptiques. 

Si  Ton  se  reporte  à  l'équation  (19)  eu  7  regardant  lE,  y,  t  comme 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  et  k  comme  un  paramètre 
variable,  elle  admettra  pour  racines  les  coordonnées  elliptiques  p,  pi,  p. 
du  point  considéré.  On  pourra  donc  écrire  l'identité  : 

,,»i  i__i t î! u-i.)(t-p,)(*-p.) 

'  ^    '  II  — a      H  —  i      »  —  ô      (J  — o)(*  — »)(i  — c) 

qui  devra  avoir  lieu  pour  toutes  lea  valasTS  de  i.  En  décomposant  le 
Becoad  membre  en  fractions  simples,  on  obtiendra  les  yaleura  de 
«*,  y',  «*.  On  trouve  ainsi  : 

.       («  —  ?)(«  —  ?.)(«-?■) 

rail  )  ^  -  (»-p)(»-p,)(i-p.) 

■_  ('  -  p)  ("  —  p.)  (g  —  Pt' 

Si  l'on  posait,  pour  abréger, 

(M)  «')  =  (•-«)(«-»)(«-«), 

»(«)=(«  — p)  (»—?.)(»  — P.),' 

lea  valeurs  de  c,  y,  s  pourraient  a'écrire  : 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  l'expression  de  la  distance 
de  deux  points  infiniment  voisins  dans  le  système  des  coordonnées 
Despetrous.  —  Mécanique.  II.  38 
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elliptiiiaes.  Les  formulée  (21)  nous  donnent  : 


2(p-c)    '^^  2(p,-e)    *■'       2{p,-<:) 
On  en  déduit  par  un  calcul  facils  : 


i.- =i.' +  i,' + i.' =  ;  ^-E^iû^jpiiL' ip. 


'  (P  —  Pi)  (f  —  f 
fil) 


.  \  (p. — p)  (f ■ — p.)  j . .  1  (p. — p)  (pi — Pt) 

4         Ap.)  '■     î         fW 

ou  encore  : 

La  forme  seule  de  cette  expression  montre  immédiatement  que  les 
surfaces  faomofocales  sa  coupent  à  angle  droit.  Les  trois  termes  qui 
la  composent  sont  les  carrés  des  projections  de  l'élément  dt  sur  les 
normales  aux  trois  surfaces  (p),  (p,),  (p,)  respectivement.  Si  donc  on 
désigne,  comme  nous  Tarons  déjit  fait,  par  t,  S ,  i'  les  angles  de 
l'élément  ds  avec  ces  trois  normales,  on  aura  : 

1  /(p)     '       (p-«)(p-«)(p-e) 

(85)     i/-  »=•  i'  =  iMdf'  =  (p.-p)(p.-p.)  ''pi , 
l  «pj  ''    (p.-«)(p.-<)(p,-«) 

Avant  d'indiquer  quelques  applications  ds  ces  formules,  examinons 
comment  on  déterminera  la  direction  de  la  normale  à  une  surface 
définie  par  une  équation  en  coordonnées  elliptiques. 

Soit  : 

l'équation  de  cette  surface  en  coordonnées  cartésiennes;  elle  prendra 
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la  forme  : 

(26)  /•(;.,  y,  «)  =  e(p,p„pO. 

si  l'an  introduit  les  coordonnées  elliptiques.  On  surs  en  la  différentiant  : 

<)6  .         à»  .  àe  . 


OU,  en  se  servant  des  formulés  (25)  ; 


j/M^o.si-|«^/ZM_eos,-^l/44=! 


Dans  cette  relation,  i,  >',  i'  se  rapportent  k  une  tangente  quelconque 
(le  la  sur&ce  proposée.  D'autre  part  cette  équation  exprime  que  la 
tangente  est  toujours  perpendiculaire  à  la  direction  définie  par  lea 
fonnules  : 


ces^ 


•si' 


^e./rfp)     £i|//(pil    àe./f{p,) 

àp  V  f'(p)       àp,y  ç'(p.)       (Jp.V  ç'(p,) 

Doncy,>',i'  sont  les  angles  que  fait  la  normale  a  la  surface (6) 
avec  les  normales  aux  trois  surfaces  liomofocales  (p),  (p,),  (p,).  Si  l'on 
pose,  pour  abréger, 

\dp;  y'(p)     \deJ  ?'(p,)     Vp,/  ?'(p,) 

on  aura  :  • 

£9,/7m 
Vie 

iii/ZS2 


m 


I^AB 
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On  peut  obtenir  lea  mêmes  résultats  par  une  autre  méthode  que 
noua  allons  faire  conuattre.  En  différentiant  Téquation  (26),  on  aura  : 

dp     âx      (?pi  â!B       âp,     dx       dx 

et  deux  Butrea  équations  analogues  en  y,  g.  En  remplaçant  les  dérivées 
lie  p,  p„  p,  par  leurs  valeurs,  que  l'on  trouvera  facilement,  et  en 
faisant  la  somma  des  carrés,  on  obtient  l'équation  suivante  : 

ii  ayant  la  signification  donnée  par  la  fonnule  (36)".  En  posant  de  même  : 

(29)  i(e,e.)=^^i^  +  ^^-i^  +  ^^'i^. 

âp  dp  ?'(p)      (^pi<Jp,  ?'(p,)     <*P.  ^P.  î'CpO 


(30)  £?.f!  +  ^.f-.  +  ^«.Ç.  =  i(e,e,).       • 

^    '        ôa      du        du      dy        dz      àz  v  '     i' 

L'angle  des  deux  surfaces  représentées  par  les  équations  : 
6  =  0,      e.  =  C„ 
sera  donc  défini  par  la  formule  très  simple  : 

(31)  ec.V  =  -^ML. 

l/i  (e)  i  (e,) 

En  supposant  que  l'une  des  surfaces,  (0,)  par  exemple,  coïncide 
successivement  avec  les  trois  surfaces  homofoealea,  on  retrouve  les 
résultats  fournis  par  les  formules  (27). 

Nous  voyons  que  la  condition  d'orthogonalicé  de  deux  surfaces 
s'exprime,  en  coordonnées  elliptiques,  par  la  relation  : 

(32)  4  (6,  9.)  =  0. 
Enfin  si  l'équation 

^{31,  y,  *)  =;const. 

représente  une  famille  de  surfoces  parallèles  et  que  la  portion  de  Tune 
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des  normales  oommnnea,  comprise  entre  deux  surfaces,  soit  é^le  à  la 
différence  des  valeurs  de  la  constante  correspondantes  à  ces  deux 
surfaces,  on  sait  que  l'on  a  : 


m^m^(^= 


La  même  propriété  s'exprimera  en  coordonnées  elliptiques  par  la 

relation  : 


Ae  =  i. 


Après  avoir  rappelé  ces  formules  générales,  revenons  à  l'ensemble 
des  droites  qui  sont  tangentes  à  deux  des  surfaces  homofocales  (;t,),  {A^). 
Si  l'on  envisage  une  de  ces  droites,  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait, 
en  un  de  ses  points  M,  avec  les  normales  aux  surfaces  homofocales 
qui  passent  en  ce  point  sont  donnés  par  les  formules  (18).  Désignons 
par  dp,  dFp„  dp,  les  différentielles  des  coordonnées  elliptiques  relatives 
à  un  déplacement  sur  la  droite  et  remplafons,  dans  les  formules  (IS), 
t,  i',  i'  par  leurs  valeurs  déduites  des  équations  (25);  nous  aurons  : 
'  ilf'_f(f)l!,-i.)  (,-*,) 
■<«'  (P  -  Pi)' (P  —  P,)' 

'  '  I  ''<■     (p,-p)'(p>-p.)' 

''pî^»p.)(p.-*.)  (?■-».) 

'  (Pi  —  P)'  (pi  —  Pi)' 

En  extrayant  les  racines  carrées  et  posant  : 
(35)  P(p)  =  /-(p)(p-J,)(p-*,). 

on  obtient  trois  équations  auxquelles  on  peut  donner  la  forme  suivante  : 


(36) 


yp  (p)     Vf  (p.)     |/f  (p.) 

I   KfTp)        l/F  (p,)        l/F^) 

p'"^?   _^  pî'^Pi  ^  p!  -^pi  _ 
,  |/P>)     |/F(^)     l/FT^ 


-  =  o. 


=  0, 


=  ds, 
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où  les  trois  radicaux  peuvent  prendre  d'ailleurs  un  signe  quelconque. 
Ce  Bont,  en  coordonnées  elliptiques,  lea  équations  d'une  droite  tangente 
aux  deux  surfaces  {t^,  (t,).  La  troisième,  qu'on  pourrait  laisser  de 
cAté,  donne  le  chemin  parcouru  sur  cette  droite. 

Ces  équations  où  les  variables  sont  séparées  peuvent  évidemment 
être  remplacées  par  les  suivantes  : 


(37) 


I  rp''*p  +  fiUîi.  +  f  pî  -^p. 


où  C„  C,,  0,  désignent  trois  constantes  arbitraires. 

D'autre  part  nous  savons  qu'elles  peuvent  s'intégrer  algébriquement, 
et  nous  pouvons  même  obtenir  leur  intégrale  de  la  manière  suivante. 
Considérons  une  droite  tangente  aux  surfaces  (ij,  (i,).  Les  coor- 
données i£,  jf,  s  d'un  quelconque  de  ses  points  s'exprimeront  en 
fonction  de  $  par  des  relations  de  la  forme  : 

t  =  s  cos  oc  +  flg, 
|f  =  )  cos  g  +  3„ 
e  =2  I  cos  Y  +  c, , 

a,,  b„  c„  a,  ^,  Y  désignant  des  constantes  qui  satisferont  à  l'équation  : 

cos*  a  +  coa'  0  +  cos'  7=1 

et  à  deux  autres  relations,  que  l'on  obtiendrait  en  exprimant  que  la 
droite  est  tangente  à  chacune  des  surfaces  (A,),  (k,).  On  voit  donc  que 
les  relations  transcendantes  (36)  ou  (37)  peuvent  être  remplacées  par 
des  équations  algébriques.  Ce  beau  résultat  généralise  celui  qui  a  été 
mis  en  pleine  lumière  par  Euler  et  qui  est  relatif  à  l'addition  des 
fonctions  elliptiques;  il  est  dû  à  Jacobi  qui  l'a  déduit,  en  même  temps 
que  d'autres  plus  généraux,  d'un  théorème  fondamental  d'Abel. 

M.  Liouville  a  donné  des  propositions  précédentes  une  démons- 
tration très  simple  que  nous  allons  développer;  car  elle  noua  fera 
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connattre  plusieurs  propositiona  qui  ne  résultont  nullement  de  la 
méthode  que  nous  avons  suivie. 

Considérons  les  Burfaces  représentées  en  coordonnées  elliptiques 
par  réquatîon  : 


On  reconnaîtra  aisément  que  6  satisfait  à  l'équation  : 
(39)  A8  =  l. 

Par  conséquent  les  surfaces  6  =  const.  sont  parallèles  et  la  distance 
de  deux  quelconques  de  ces  surfaces,  comptée  sur  l'une  des  normales 
communes,  est  égale  à  la  différence  des  valeurs  de  0  relatives  à  ces 
deux  surfaces. 

D'autre  part,  en  différentiant  l'éqnation  (39)  par  rapport  k  1,  et  à  k^, 
on  trouvera  deux  relations  que  l'on  pourra  écrire  sous  la  forme  abrégée  : 


0. 
0. 

On  établira  également,  sans  difficulté, 

l'équation  : 

=  0, 

qui,  jointe  aux 

deux  précédentes,  noua  montre  que  les  trois 

équations 

(40) 

e  =  o,    ^-|_  =  o., 

^-0 

ai,     " 

définissent  un  système  orthogonal.  Or  la  première  famille  de  ce  système 
est  composée  de  surfaces  parallèles  ;  par  suite,  les  deux  antres  familles 
seront  formées  des  surfaces  développables  qui  coupent  les  surhces 
de  la  première  famille  suivant  leurs  lignes  de  courbure.  Par  consé- 
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quent  les  deux  éqoatioiia  : 

représentent  une  droite  normale  aux  sorfaces  (6). 

Si  noos  les  difTérentions  et  ai  nous  les  cdinbinens  linéairement, 
nous  retrouverons  les  doux  premières  équations  (36),  et  il  est  aisé  de 
reconnaître,  sur  ces  seules  équations,  que  la  droite  sera  tangente  aux 
Burfkcss  {i^,  (i,).  Supposons  par  exemple  que  la  surtîuse  (li,)  soit  un 
ellipsoïde.  Quand  on  fera  p  ^=  k,  dans  la  première  équation  (36), 
on  aura  : 

La  méthode  de  H.  Lioaville  montre  donc  de  la  manièw  la  plus 
élégante  que  les  équations  (41)  représentent  une  droite  tangente  aux 
surfaces  (^,),  (ij.  Mais  elle  établit  de  plus  ce  résultat  très  précieux 
que  toutes  les  droites  tangentes  aux  deux  surfaces  homofocales  sont 

normales  à  une  famille  de  surfaces  parallèles,  dont  elle  donne  même 
l'équation  en  coordonnées  elliptiques  : 

(42)  e  =  const. 

et  elle  fait  connaître  les  surfaces  développables  formées  par  ces  droites. 
Pour  établir  avec  précision  les  conséquences  des  calculs  précédents, 
nous  allons  présenter  quelques  remarques  géométriques  très  simples, 
relatives  aux  droites  qui  sont  tangentes  à  deux  surfaces  quelconques 
(SJ,  (S,).  Ces  droites  forment  un  ensemble  auquel  on  a  donné  le  nom 
de  eongnteHCe  (')■  U  en  passe  un  nombre  limité  en  général  par  chaque 
point  de  l'espace;  ce  nombre  est  appelé  l'ordre  de  la  congruence.  Il  y 
en  a  da  même  un  nombre  limité  dans  un  plan  quelconque;  ce  nombre 
a  refu  le  nom  de  clatse.  Dans  le  cas  particulier,  que  nous  avons  en 


(i|  Il  est  bon  de  remarquer  qu'una  coaRTueDCe  do  ae  eompogo  pa^  nâcessa[reineat  de 
toutes  les  tangeuLsa  caramunes  à  deux  Eurfaca».  De  même  que  la  courbe  d'InteraecllaD 
de  deux  surfocea  paul  M  décumposer  ea  plualeun  autres,  qu'il  y  a  ialérël  à  étudier 
Buncessivomenl,  l'euaemble  des  taugeatea  communes  h  deux  aurracea  paut  formur 
plusleura  <'.ai]|;ruen<;âa  dlalluclna.  Jouissant  de  propritilés  dilTêrenlea,  qui  pourrool  être 
dàHuies  d'une  rnuuière  indâpeudanto.  Si  l'on  cunaiUéro,  par  exemple,  les  normales 
d'une  aurraro  [S),  ellea  seront  tangentes  aux  dem  nappes  de  la  aurracH  dea  cealres  do 
eourbure  ;  mais  ces  deux  nappes  admettront  en  Rénêral  d'autres  langenles  commuoes 
qui  formeronl  une  ou  plusieurs  eonf;rueneoa,  clistliictea  de  la  conf^ruence  des  QortuBiea, 
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TUS,  des  droites  tangentes  à  deux  surfaces  du  second  degré,  l'ordre  et 
la  classe  sont  égaux  h  4. 

Une  surface  réglée  formée  exclu  si  vement  de  droites  de  la  congruence 
eut  en  général  tangente  aux  surfaces  (S,),  {1^-  Soit  en  effet  (d)  une 
droite  de  cette  surface  et  soient  m,,  m^  les  points  de  contact  de  cette 
droite  avec  les  deux  aurfacea.  Ces  points  m,,  m,  décrivent  rsapective- 
ment  deux  courbes  (C,),  (G,),  tracées  sur  les  surfaces  (S,,),  (£,). 
Supposons  qu'auenne  de  ces  courbes  ne  soit  tangente  aux  positions 
successives  de  (i^.  La  surface  réglée  engendrée  ^ar  la  droite  {d)  sera 
évidemment  tangente  à  la  surface  (2,)  en  tous  les  points  de  (C,)  et  h 
la  surface  (2J  en  tous  les  points  de  (C,).  Elle  ne  sera  d'ailleurs 
développable  que  si  les  plans  tangents  à  (£,)  et  k  (S,)  en  «,  et  en  m, 
coïncident.  Dans  ce  cas  la  droite  {d)  engendrera  la  développable 
circonscrite  aux  deux  surftices.  Il  suit  de  Ik  qu'en  laissant  do  cdté 
cette  développable  particulière,  il  faut,  pour  que  la  droite  {d)  engendre 
une  développable,  qu'elle  soit  constamment  tangente  à  une  courbe 
tracée  sur  l'une  ou  l'autre  des  surfitces  (S^),  (I,). 

Conside'roas  par  exemple  la  surface  (S.^).  Ea  chaque  point  «t,  de 
cette  surface  passent  un  nombre  limité  de  droites  de  la  congruence, 
tangentes  en  ce  point  a.  (Zj)  et  en  un  autre  point  k  (1^.  Si  noua 
considérons  les  courbes  de  (£,)  qui  sont  tangentes  en  chacun  de  leurs 
points  k  une  de  ces  droites,  courbes  dont  la  détermination  dépend  de 
l'intégration  d'une  équation  différentielle,  ellea  seront  les  arêtes  de 
rebroussement  d'une  développable  dont  toutes  les  génératrices  feront 
partie  de  la  congruence.  Ainsi  : 

Ox  peitl  astembler  lei  droila  de  la  congruence  tuioant  deux  sfsCêmes  d4 
diotioppabUi  :  let  unes  ont  leurs  artUs  de  rebroussement  sur  (î;,)  et  sont 
tmgenUs  à  (Z,);  Ut  autres  sont  tangentes  à  (Z,)  et  ont  leurs  ariies  de 
rebroussement  sur  (Z,).  Chaque  droite  de  la  congruence  appartient  à  une 
déeeloppable  du  premier  système  et  à  une  développuble  du  second. 

Dans  le  cas  oii  les  droites  de  la  congruence  sont  les  normales  d'une 
surface  (S),  les  surfaces  (Zj,  (Z,)  sont  les  deux  nappes  de  la  surface 
des  centres  et  les  développables  des  deux  systèmes  se  coupent  à  angle 
droit.  Si  donc  on  regardait  les  deux  nappes  (Z,),  (Z,)  dans  la  direction 
d'une  normale  à  la  surface  (S),  elles  paraîtraient  se  couper  à  angle 
droit.  La  réciproque  de  cette  proposition  a  été  établie^parM.  Bertrand: 
Toutes  lesJbU  qw  Ut  deax  lystèmet  de  déve'.oppables  dans  lesquels  on  peut 
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dittribver  Ui  droitet  /Tune  eonçntence  te  coupent  à  angle  droit,  fa  énAUs 

tont  normale»  à  une  famille  de  tw/aces  parallèles. 

Appliquons  ici  cette  remarqua  et  soit  {d)  une  droite  de  la  coogruence, 
tangente  en  flt„  m,  respectivement  aax  surfEices  (S,),  (S,).  Les  deux 
développablea  de  la  Gongruence  qui  contiendront  la  droite  (ff),  auront 
pour  plans  tangents;  l'une,  celle  qui  a  son  arête  ds  rebrousaement 
sur  (SJ,  le  plan  tangent  en  nt,  it  (S,);  l'autre,  le  plan  tangent  en-m, 
à  (S^.  Pour  qu'elles  se  coupent  à  angle  droit,  il  sera  nécessaire  et 
sufBsant  que  les  plans  tangents  en  m^  et  en  m,  soient  rectangulaires. 

Noua  avons  vu  que  cette  condition  est  satisfaite  dans  le  cas  de  deux 
surfaces  homofocales  du  second  degré.  Noua  retrouvons  ainsi  la  propo- 
sition de  M.  Liouvillo  : 

les  droites  toMgtniet  à  deux  surfaces  fumofbeaUs  sont  Us  normaUs  d'vne 
famille  de  surfaces  parallèles;  en  d'autres  termes,  deux  suffiues  kimo- 
fbcalis  peuvent  toujours  être  considérées  comme  fermant  les  deux  nappes  de 
la  surface  des  centres  de  courbure  d'une  troisième  surface. 

Bevenons  au  cas  général  et  considérons  l'une  des  développablea 
dont  fait  partie  la  droite  (d),  par  exemple  celle  qui  est  tangente  en  m, 
et  dont  l'arête  de  rebrouasement  (G,)  est  sur  (S,).  Le  plan  osculateur 
en  m,  à  cette  arête  de  rebrouasement  eat  le  plan  tangent  de  la  dévelop- 
pable,  c'est  à  dire  le  plan  tangent  en  m,  à  (S,);  il  est  donc  perpen- 
diculaire au  plan  tangent  en  m,  à  (2,).  Par  suite  la  courbe  (0,),  ajrant 
en  chaque  point  son  plan  osculateur  normal  au  plan  tangent,  sera  une 
ligne  géodésique  de  (S,),  La  même  conclusion  s'appliquerait  à  (S,). 
On  voit  donc  que  les  arltes  de  reiroussemenl  des  dételoppables  sont  lignes 
géodésiçuet  de  celle  des  surfaces  (S,),  (S,),  sur  lesquelles  elles  sont  tracées. 

Ce  résultat  appliqué  à  deux  aurfaces  liomofocales  montre  immé- 
diatement que  l'on  aurait  pu  obtenir  par  la  géométrie  l'intégrale 
première  de  l'équation  dea  lignes  géodésiques.  Proposons-noua  en 
effet,  étant  donnée  une  surface  du  second  degré  (S),  de  trouver  la 
ligne  géodésique  parfaitement  déterminée  qui,  passant  en  un  point  m 
de  la  BurTace,  y  admet  une  tangente  donnée  miJi.  Construisons  la 
surface  (S')  homofocale  à  (S),  tangente  à  m^  et  considérons  la. 
congruence  formée  par  les  tangentes  communes  à  (S)  et  à  (S').  Nous 
savons  que  lea  développablea  de  cette  congruence  auront  pour  arêtes 
de  rebrouasement  dea  lignes  géodéaiques  tracées  soit  sur  (S),  soit 
sur  (S').  Donc  les  courbes  de  (S)  dont  les  tangentes  seront  égialement 
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taogentes  k  (S'),  seront  des  ligaea  géodéaiqae^,  et  parmi  elles  doit  se 
trouver  évidemment  celle  que  noua  cfaerchone.  Ainsi  : 

Let  tangentts  en  lous  les  pointé  d'une  iiçne  g'ol^tiqu  [ratée  tur  «ne 
aurfîtee  du  tecond  degré  (3)  tont  tangentes  à  ((M  <t«(»  tur/'ace  homo/ù- 
cale  (S'). 

Oette  proposition  conduirait  à  l'intégrale  prarot^Fe  que  nous  avons 
donnée  dans  le  tome  I.  Uais  pour  obtenir  l'inté^^rale  finie,  il  faut 
employer  les  coordonnées  elliptiques.  On  peut  suivre  d'ailleurs  deui 
méthodes  différentes. 

Prenons  les  équations  (3S)  d'une  ligne  droite  et  écrivons>les  comme 
il  suit  : 

rfp  dç,  rf^i      

kTirt  *  i/Pfe)  *  y  Fis  ~  ' 

Kfw  KFfe)  |/F(p,) 

La  droite  étant  tangente  nus  surfaces  (£,),  [i^),  déterminons  sa 
direction  au  point  où  elle  touche  la  surface  [k^),  que  nous  supposerons 
âtre  un  ellipsoïde.  Si  noua  faisons  p  =  k^  dans  les  deux  équations 
précédentes,  elles  deviennent  : 


La  première  exprime  que  I&  droite  est  tangente  à  1b  surface;  la 
seconde  est-  l'jéquation  difFêrentielle  des  courbes  de  l'ellipsoïde  (k^), 
tangentes  ù  la  droite  dans  ses  diverses  positions,  c'est  à  dire  des 
lignes  géodésiques  de  cet  ellipsoïde.  Comme  les  variables  y  sont 
séparées,  on  aura  en  intégrant  : 


C'est  l'équation  en  termes  finis  de  la  ligne  géodésiqne  avec  les  deux 
constantes  j,  et  C. 

Qn  obtiendrait  le  même  résultat  on  donnant  à  {lia  valeur  constante  li, 
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dans  l'équation  de  M.  LiouTÏIIe  : 

ai,  ' 

En  effet  cette  équation  représente  une  déreloppable  formée  par  les 
tangentes  communes  aux  surfaces  {i,),  {i,).  On  8'asauro  aisément 
qu'elle  est  tangente  à  la  surface  (i,).  Donc  son  arête  de  rebrouaaement 
est  sur  la  surface  (i,)  et  elle  est,  comme  on  l'a  tu,  use  des  lignes 
géodésiques  de  cette  sur&ce  dont  toutes  les  tangentes  sont  tangentes 
à  la  surface  (i,). 

A  la  vérité,  la  propriété  de  l'arête  de  rebroussement  d'être  géode- 
Bique  résulte  exclusive  ment  des  considérations  géométriques  que  nous 
venons  de  développer.  Mais  la  méthode  de  M.  Liouville  permettrait 
d'obtenir  une  démonstration  directe.  Posons  en  effet  : 

ai,       2    "      di,       2    '■    ' 
Les  valeurs  de  6,  6„   B,  données  plus  haut  nous   permettent 
d'exprimer  dp,  i/p„  dp,  et  par  conséquent  dt  en  fonction  de  dS, 
dQ^,  dQ,.  On  trouve  ainsi  : 

(43)  if  =  de-  +  ^^--'^'-^;-y'^l^--'-''dei 

'  (t,'-p)(t.-(i,)(>,-p,) 
(«, -*j 

Si  l'on  fait  p  =  A„  on  a  l'élément  linéaire  de  la  suifoce  (k,)  sous 
la  forme  : 

di^  =  rfe*  +  (4,  —  pi^  (*,  —  p.)  dQ\. 

Un  théorème  bien  connu  de  Gauss  montre  immédiatement  que  les 
lignes 

6,  =  const. 

sont  des  géodésiques  de  cette  surface. 


En  partant  des  relations  établies  entre  la  théorie  des   moments 
d'inertie  et  celle  des  surfaces  homofocales,  on  peut  démontrer  les 
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relations  métrtquea  Ie3  plus  importantes  relatives  aux  surfaces  homo- 
focales  et  en  particulier  celles  qui  servent  de  baae  aux  beaux  Mémoires 
de  M.  Chssles  sur  les  ligues  géodésiques  et  sur  l'attraction  des  ellip- 
soïdes. Nous  nous  contenterons  ici  de  donner  quelques  indicatious  sur 
l'assemblage  ou  compUice  des  droites  pour  lesquelles  le  paramètre  a 
une  valeur  donnée. 

Nous  allons  d'abord  indiquer  une  définition  géométrique  de  ce 
complexe.  Soit  (rf)  une  droite  de  paramètre  k  et  soient  i„  i,  les 
paramètres  des  deux  surfaces  homofocales  tangentes  à  la  droite.  Les 
plans  tangents  (/>,),  (p,)  aux  pointa  de  contact  m,,  m,  de  ces  deux 
surfaces  seront  rectangulaires  et  par  conséquent  le  paramètre  de  la 
droite  sera  égal  à  la  somme  de  leurs  paramètres.  On  aura  donc  : 

D'autre  part  les  plans  bissecteurs  des  plans  (;>,)  et  ^p^)  étant 
également  inclinés  sur  ces  deux  plans,  auront  le  même  paramètre, 
et  comme  ils  sont  d'ailleurs  rectangulaires,  la  somme  de  leurs  para- 
mètres devra  être  encore  égale  à  k.  Le  paramètre  de  ces  deux  plans 

sera  donc  égal  à  -■  Nous  obtenons  ainsi  le  théorème  suivant  : 

le  complexe  dei  dr&He»  de  mime  paramitre  k  est  fyrmi  par  Ut  inter- 
lecti^Ht  de  deux  plans  tangents  reclangttlairet  quelconques  à  la  surface  de 

paramitre  -  ■ 

Remarquons  d'ailleurs  qu'on  peut  généraliser  cette  définition 
géométrique. 

Si  l'on  mène  à  deux,  surfaces  homofocales  fises  quelconques  de  para- 
mètres k„  k,  deux  plans  tangents  rectangulaires,  les  intersections  de  ces 
plans  engendrent  le  complexe ybrmé par  les  droites  de  paramètre  A,  +  k,. 

Nous  allons  indiquer  les  propriétés  les  plus  simples  du  complexe 
précédent. 

D'abord,  toutes  celles  de  ses  droites  qui  passent  par  vit  point  M  de 
tespaee  y  engendrent  «s  cane,  ayant  ses  plans  cycliques  perpendiculaires 
aux  deux  génératrices  reetilignes  de  tAyperSoloSde  Aomo/ocal  qui  passe  en  M. 

Nous  avons  en  effet  obtenu,  k  l'article  II,  l'équation  de  ce  cdne. 
Si  l'on  désigne  par  p,  p,,  p,  les  paramètres  des  surfaces  passant  en  M 
et  si  on  les  rapporte  aux  normales  à  ces  trois  surfaces,  cette  équation 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


606  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

prendra  la  forme  : 

(44)    (p,  +  p.  -  A)  *•  +  (p  +  p.  -  i)  y*  +  (p  +  p.  -  i)  *«  =  0. 

Étudions  de  même  les  droites  du  complexe  qui  ae  trouvent  dans  un 
plan  (P).  Soit  h  le  paramètre  de  ce  plan.  Si  par  une  des  droites  du 
complexe  située  dans  le  plan,  on  mène  un  plan  (?')  perpendiculaire 
à  (P),  le  paramètre  de  (P')  sera  évidemment  i  —  A  et  sera  par  consé- 
quent constant.  Par  suite  les  plans  (P')  seront  tous  tangents  ii  la 
surface  homofocale  de  paramètre  k  —  A  et  la  droUet  du  complexe 
situées  dmt  le  plan  (P)  envelopperont  une  eonigut,  giU  sera  la  trace  tw 
le  plan  (?)  du  cyUmlre  perpendiculaire  d  ce  plan,  i^eonscrit  d  la  surface 
de  paramètre  k  —  A. 

Il  resterait  à  étudier  la  surface  des  singularités  du  complexe, 
c'est  à  dire  le  lieu  des  points  pour  lesquels  le  cane  du  complexe  se 
décompose  en  deux  plans  et  l'enveloppe  des  plans  pour  lesquels  la 
conique  du  complexe  se  décompose  en  deux  points.  Cette  surface  des 
singularités  est  une  aurfoce  des  ondes.  Cette  propriété,  que  j'avais 
communiquée  k  Paînvin,  est  devenue,  pour  cet  excellent  et  regretta 
géomètre,  le  point  de  départ  de  belles  études  qu'on  pourra  lire  dans  le 
Sulletin  des  Sciences  mathématigiies  {1'°  série,  t.  Il)  et  dans  les  NonttîUt 
Annales  de  Uat&étnatiques  (2"  série,  t.  XI). 
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